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CHAPITRE   PREMIER. 

THÉORIE  GENÉR.VLE  DES  COURBES  ALGÉDRIQCES. 


I.  —  Les  polaires  d'un  point  relativement  à  une  courbe. 

A  la  théorie  des  coniques  devraient  succéder  naturellement  celle 
des  courbes  du  troisième  ordre  ou  de  la  troisième  classe,  et  cor- 
rélativement la  théorie  des  formes  ternaires  cubiques.  Cependant 
un  grand  nombre  des  questions  qu'on  rencontre  dans  cette  étude 
peuvent  sans  grande  difficulté  recevoir  immédiatement  une  réponse 
générale,  applicable  aux  courbes  d'un  ordre  quelconque;  en  même 
temps  ces  considérations  générales  nous  permettront  d'obtenir 
par  avance  des  vues  plus  précises  sur  les  diverses  propriétés  inva- 
riantes et  sur  les  figures  covariantes  qui  se  rencontrent  déjà  dans 
les  courbes  du  troisième  ordre.  Si  dans  ce  qui  suit  nous  entre- 
prenons d'esquisser  dans  ses  traits  fondamentaux  une  théorie  des 
courbes  algébriques,  c'est  donc  d'abord  au  minimum  dans  l'in- 
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tention  d'acquérir  des  points  de  vue  nouveaux  suivant  lesquels  la 
théorie  des  courbes  spéciales  doit  être  abordée;  pour  préciser, 
c'est  surtout  la  détermination  de  certains  nombres  caractéristiques 
d*unc  courbe  qui  doit  nous  occuper.  Il  va  de  soi  que  nous  nous 
bornons  aux  propriétés  projectives  des  courbes,  c'est-à-dire  aux 
propriétés  qui  ne  sont  pas  altérées  par  une  transformation  linéaire 
(dont  le  déterminant  n'est  pas  nul).  Plus  tard  cependant,  viendront 
s'ajouter  à  cette  étude  des  recherches  correspondant  en  un  sens  à 
des  notions  plus  générales  que  celles  données  par  la  théorie  des 
invariants  des  transformations  linéaires.  Ces  recherches  sont  rela- 
tives à  la  question  de  savoir  quelles  sont  les  propriétés  d'une 
courbe  qui  restent  invariables  dans  une  transformation  quelconque 
vationnalle  (non  linéaire),  et  ouvrent  ainsi  à  notre  exploration 
un  champ  notablement  plus  vaste. 

Une  courbe  du  n'*"  ordre  est  donnée  par  une  équation  homo- 
gène dans  laquelle  les  variables  Xi,  j:,,  x^  entrent  à  la  /i'*"»«  dimen- 
sion. Si  nous  ordonnons  cette  équation  suivant  les  puissances 
de  Xj,  nous  reconnaissons  qu'elle  renferme  en  général 

_                                    (/H-i)(/t-f- a) 
i-f-a-f-3-f-...-+-«-f-i  =  i '-^ - 

2 

coeiïicients.  L'un  de  ces  derniers  peut  toujours  être  pris  égal  à 

.,  .  ,  ,  \  M  II  1  (/» -H  i)  (lî  H- a)  /ïf/i-h3) 
1  unité;  la  courbe  dépend  donc  de  ^ '  —  i  = • 

constantes.  Comme  maintenant  la  condition  que  la  courbe  passe 
par  _J i  points  donnés  fournit  autant  d'équations  linéaires 

pour  la  détermination  des  cocffîcients  ('),  nous  pouvons  énoncer 
ce  théorème  : 

Une  courbe  est  en  général  déterminée  par  — de  ses  points. 

Nous  mentionnons  ici  ce  résultat  en  passant,  devant  plus  tard 
approfondir  les  questions  qui  s'y  rattachent.  Nous  allons,  en  pre- 
mier lieu,  aborder  l'étude  du  système  des  points  d'intersection 
d'une  droite  avec  une  courbe.  Soit 

/(x„x„*,)  =  <»;j  =  o 


(*)  Foir  \t  ivtulut  corretpondADt  pour  le*  eoniquM,  t.  I,  p.  6i. 
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l'équation  de  celte  dernière.  On  obtient  ses  points  de  rencontre 
avec  la  ligne  qui  joint  deux  points  j-  et  z  en  posant  (t.  I,  p.  93) 

Si  nous  développonsy suivant  les  puissances  de  —  >  il  vient  (i;oi/- 

1. 1,  p.  aSa,  le  résultat  correspondant  en  ce  qui  concerne  les  formes 
binaires) 

+  lllLiZll  .-«..««-*«!  +  . . .  -h  .'ta,. 
\  .1         i       1   j        -  ï    - 

La  loi  de  formation  des  coefficients  de  ce  développement  sous 
forme  non  symbolique  est  immédiatement  donnée  par  le  théorème 
de  Taylor.  Si  nous  posons 


nous  avons  la  formule  récurrente 

(  dD^T"  àTy-f  dDV 

(3)  j  '<)ji  dxt  ôxz 

(       =(«  —  >{)  a«-*->  a*+»  =  («  —  if)  D**«/. 

Nous  pouvons  aussi  inversement  trouver  d'une  manière  tout  à 
fait  analogue  chaque  coefficient  de  l'équation  (2)  au  moyen  du 
suivant;  car  on  a 

(       dD*^'/  dP*^'/  dD*+>/ 

(4)  j  <^-l  <'-«  ^'^j 

(         r^  (it  -H  I  )  ««-*  «f  =(>{-+-  I  )  D  V- 

La  signification  géométrique  des  équations 

D/=:o,     D»/r=o,      ...,     DV=o DV=o 

2. 
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est  connue  d'après  ce  qui  a  été  dit  sur  les  formes  binaires  (t.  I, 
p.  a53).  Par  la  substitutfon  (i)  nous  avons  introduit  sur  la  ligne  qui 
joint  r  et  z  une  détermination  binaire  de  coordonnées  (zi,  xt).  Les 
points  d'intersection  de  la  droite  jz  avec  la  courbe  qui  corres- 
pondent au\  n  racines  de  (2)  donnent  les  n  points  d'une  forme 
binaire.  Les  équations  Dy=  o  représentent  par  suite  sur  la  ligne  ^r 
les  différents  systèmes  polaires  du  point  z  relativement  aux  points 
fondamentaux.  Ainsi,  par  exemple,  Dy=o  est  la  condition  pour 
que  Y  appartienne  au  premier  groupe  polaire  de  z,  ou  z  au 
(/ï  —  ly*"»«  groupe  polaire  de  j"  relativement  au  système  de  points 
considéré.  Si  donc  nous  faisons  dans  {^)jr  constant  et  z  variable, 

l'équation 

D*/=o, 

donne  une  courbe  d'ordre  h  dont  les  k  points  d'intersection  avec 
une  droite  passant  par  y  forment  le  [n  — k)'''""'  système  polaire 
du  point  y  relativement  aux  n  points  d 'intersection  de  la  droite 
avec  la  courbe  orif^inaireJ'=  o.  La  courbe  elle-même  est  appelée 
la  (n  —  /f y*"« courbe  polaire  ou  [n  —  ^y*"-« polaire  de  y  par  rap- 
port à  la  courbe  primitive  (*).  Les  intersections  de  chaque  polaire 
D*y=  o  avec  celles  d'ordre  immédiatement  supérieur  D*+'y  =  o 
ont  d'ailleurs  une  importance  particulière  :  c'est  ce  que  l'on  recon- 
naît en  considérant  avec  attention  l'équation  de  la  tangente  en  un 
point  d'une  courbe. 

Le  point  jy  peut  être  en  effet  situé  sur  la  courbey=  o,  ce  qui 
donne 

0°/=  «"  =  o. 

Alors  dans  l'équation  (2)  le  premier  terme  disparait,  et  un  fac- 
teur —  se  trouve  séparé  :  l'équation  a  une  racine  —  =  o,  comme 

Xj    ^  Xj 

cela  doit  être.  Si  nous  imposons  maintenant  la  condition  qu'un 
nouveau  point  d'intersection  de  la  droite ^.r  se  confonde  avcc^, 
c'est-à-dire  qu'un  nouveau  facteur  —  se  sépare  dans  (2),  D/*doit 

nécessairement  s'annuler  en  même  temps  que  D"y,  ce  qui  donne 
une  équation  linéaire  par  rapport  à  z.  Or  nous  avons  désigné  sous 


(')  Sur  Torißino  et  le  dcvcloppcmciit  de  cette  théorie,  voir  U  note  de  la  pag«  «53 
do  tome  I. 
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le  nom  de  tangente  une  ligne  droite  qui  coupe  la  courbe  en  deux 
points  coïncidents  (t.  I,  p.  35).  Donc  l'équation  de  la  tangente 
de  /=:.  o  au  point  y  est  (dans  le  cas  de  z  variable) 

et  les  coordonnées  de  la  tangente  sont 

<)/ 

5j  <  ùUi=  — -, 

Ici  se  présente  le  problème  qui  consiste  à  effectuer  au  moyen 
de  ces  équations  le  passage  de  l'équation  de  la  courbe  en  coor- 
données points  à  son  équation  en  coordonnées  lignes.  Celte  der- 
nière s'obtient  en  éliminant  jo,  y^,  y^^  y^  entre  les  trois  équa- 
tions (5)  et  entre 

et  c'est  ainsi  que  nous  sommes  arrivés  au  but  lorsqu'il  s'est  agi  des 
coniques  (t.  I,  p.  loo).  Ce  problème  d'élimination  est  néanmoins, 
en  général,  un  problème  d'ordre  élevé,  et  sa  solution  directe  offre 
de  sérieuses  difficultés.  Il  est  d'autant  plus  important  pour  nous 
de  nous  trouver  en  mesure,  par  les  méthodes  symboliques  de  la 
théorie  des  invariants  et,  au  moyen  du  principe  de  translation,  de 
ramener  toute  la  question  sur  le  terrain  binaire,  en  sorte  qu'il  suf- 
fise d'effectuer  la  formation  du  discriminant  d'une  forme  binaire 
(t.  I,  p.  347);  et  l'on  a  pour  cela  des  méthodes  générales  plus  abré- 
gées. Ce  procédé  a  donné  pour  la  classe  de  la  courbe  du  «'*"•  ordre 
le  nombre  n[n  —  i),  tandis  que  le  degré  de  l'équation  par  rapport 
aux  coefficients  a  été  trouvé  égal  à  a(w — i).  On  arrive  aussi  au 
premier  résultat  par  la  réflexion  suivante  qui  nous  ramène  aux 
polaires. 

Si  dans  l'équation  de  la  tangente 

fl^r*a.  =  0 
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nous  prenons  le  point  z  constant  et  le  point  y  variable,  cette 

équation,  jointe  à 

ö;  =  o, 

détermine  sur  la  courbe  primitive  les  points  j^  dont  les  tangentes 
passent  par  z,  c'est-à-dire  les  points  de  contact  de  ces  tangentes. 
Ces  deux  courbes  d'ordre  «  et  n  —  i  se  coupent  en  /i  (ra  —  i  )  points  ; 
on  peut  donc  mener  de  z  à  la  courbe  un  nombre  égal  de  tangentes, 
et  par  conséquent  la  dusse  d'une  courbe  d'ordre  n  est  en  f>cnéral 
égale  à  n[n  —  0  (  *  )•  D'une  manière  analogue  et  en  vertu  du  prin- 
cipe de  dualité,  Tordre  d'une  courbe  de  classe  A'  doit  aussi  être  égal 
àÂr(Ar — i).  En  appliquant  la  nouvelle  règle  à  la  courbe  donnée 
de  classe  n[n  —  i),  on  arriverait  à  celte  proposition  contradictoire 
que  la  courbe  donnée  du  «'*■•  ordre  serait  de  Tordre 

n[n  —  i)('ï'  —  n  —  i). 

Cette  contradiction  se  résout  néanmoins  par  un  examen  plus 
exact;  car  une  courbe  qui,  comme  figure  engendrée  par  un  point, 
est  de  l'espèce  la  plus  générale,  possède  toujours,  si  on  la  con- 
sidère comme  engendrée  par  une  ligne,  des  propriétés  très-parti- 
culières. Dans  les  coniques  qui  sont  du  deuxième  ordre  et  de  la 
deuxième  classe,  cette  particularité  n'apparaît  pas  encore  sous  le 
môme  aspect.  Cependant  une  courbe  du  deuxième  ordre  qui 
dégénère  en  un  couple  de  lignes  peut  déjà  nous  servir  comme 
exemple  de  résultats  semblables  :  il  ne  nous  a  pas  été  possible  de 
représenter  la  courbe  entière  en  coordonnées  lignes  (t.  I,  p.  129); 
l'équation  nous  donnait  au  contraire  uniquement  le  sommet  du 
couple  compté  deux  fois;  le  retour  de  cette  équation  en  coor- 
données lignes  à  l'équation  en  coordonnées  points  perdait  d'ailleurs 
toute  signification.  Précisément  pour  cette  raison,  l'exemple  dont 
il  s'agit  ne  peut  donner  aucune  idée  applicable  aux  cas  généraux. 
Un  couple  de  lignes  est,  en  effet,  comme  figure  ponctuelle,  du 
deuxième  ordre  et  de  classe  nulle.  Ce  n'est  qu'à  propos  des 
courbes  d'ordre  plus  élevé  que  nous  pouvons  approfondir  les  faits 
de  cette  nature. 


(')  la  détermination  de  ce  nombre  a  ét^  donnée  par  Poncelet  (^Annales  dm  G*r^ 
gonne,  t.  VIII,  p.  31,',). 
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La  voie  suivie  ici  pour  la  détermination  des  n[n  —  i)  tangentes 
issues  de  z  nous  donne  immédiatement  le  théorème  suivant  : 

Les  n[n  —  i  )  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point 
à  une  courbe  du  /i*^'**  ordre  forment  le  système  complet  des 
intersections  de  la  courbe  avec  une  courbe  d'ordre  n  —  i ,  qui  est 
la  première  polaire  du  point  z. 

Pour  /i  =  2  ce  théorème  n'exprime  rien  de  spécial,  car  deux 
points  sont  toujours  en  ligne  droite;  il  en  est  autrement  pour  les 
courbes  d'ordre  plus  élevé.  Ainsi  nous  avons  pour  les  courbes  du 
troisième  ordre  six  points  de  contact  situés  sur  une  conique,  tandis 
que  cette  dernière  courbe  est  déterminée  par  cinq  points.  En 
général,  une  courbe  d'ordre  n — i  est  déterminée,  d'après  ce  qui 

précède,  par — points,  et  notre  théorème  exprime  que 

les  autres 


points,  qui  complètent  le  nombre  des  points  de  contact,  sont  situés 
sur  la  même  courbe  d'ordre  n  —  i . 

D'une  manière  semblable,  Y}'-f=o,  D"'/'=o,  ...  sont  des 
courbes  des  ordres  n  —  2 ,  n  —  3  qui  appartiennent  à  z  suivant  une 
règle  complètement  déterminée.  D'après  la  loi  de  formation  indi- 
quée à  leur  égard,  on  peut  énoncer  leur  dépendance  géométrique 
en  disant  que,  de  même  que  Dy=o  est  la  première  polaire  de  z 
relativement  ^f=-  o,  de  même  D-^est  la  première  polaire  de  z  par 
rapport  à  Yifz=.  o,  D'^  la  première  polaire  par  rapport  à  D-y  ==  o, 
et  ainsi  de  suite.  On  peut,  d'après  cela,  énoncer  en  général  le  théo- 
rème suivant  : 

La  A"^'»<^  polaire  de  z,  relativement  à  la  i'^"'*  polaire  de  z,  prise 
par  rapport  àf=  o,  est  la  [i-h  Â)""""^  polaire  de  z  relativement 
àf=o. 

Si  l'on  considère  simultanément  plusieurs  points  et  qu'on  forme 
toujours  la  /r**"*  polaire  de  l'un  relativement  à  la  i'*""  polaire  de 
l'autre,  on  peut  énoncer  une  série  de  théorèmes  semblables,  les 
mêmes  que  nous  avons  obtenus  à  l'égard  des  points  situés  sur  une 
droite  (t.  I,  p.  254).  ^  n'est  par  conséquent  pas  nécessaire  de  s'ar- 
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réler  de  nouveau  sur  ces  propositions;  on  peut,  en  eflTel,  les  con- 
clure iinmédiatemcnl  de  celles  qui  ont  déjà  élé  démontrées.  Nous 
mentionnerons  seulement,  à  titre  d'exemple,  un  théorème  qui 
apparaît  comme  une  généralisation  de  la  relation  polaire  ren- 
contrée dans  les  coniques.  De  l'équation 


il  résulte  ce  qui  suit  :  Sijrest  situé  sur  ta  Â'^***  polaire  de  s,  z  est 
situé  sur  la  [n  —  Jiyf'me  polaire  de  y. 

Enfîn  la  [n — ly«"»«  polaire  d'un  pointj^  est  toujours  une  ligne 
droite.  Si  en  particulier  le  point  est  situé  sur  la  courbe  primitive, 
cette  droite,  d'après  (5),  deviendra  une  tangente.  Mais  la  droite 
dont  il  s'agit  est  en  môme  temps  la  polaire  linéaire  de  y  par  rap- 
port à  toutes  les  polaires  d'ordre  plus  élevé,  et  par  conséquent  la 
^/i  —  i  —  ly*"'«  polaire  de  la  t'*""  polaire  de  j. 

«Si  donc  le  pôle  est  situé  sur  la  courbe  primitive,  toutes  ses  pro- 
pres polaires  j  passent  et  y  touchent  la  courbe  primitive. 

Comme,  d'après  ce  qui  précède,  la  première  polaire  d'un  point  y 
touche  la  courbe,  deux  des  n{n  —  i)  tangentes  que  l'on  peut  mener 
en  ce  point  à  la  courbe  se  confondent  avec  sa  projîl'e  tangente. 
Donc  d'un  point  delà  courbe  on  ne  peut  plus  mener  à  celle-ci  que 
n[n  —  i)  —  a  tangentes. 

Nous  avons  déterminé  les  tangentes  en  faisant  couper  la  courbe 
par  une  droite  en  deux  points  coïncidents.  Nous  pouvons  mainte- 
nant rechercher  quelles  sont  les  droites  qui  rencontrent  la  courbe 
en  trois  points  consécutifs.  Ces  tangentes  sont  appelées  tangentes 
dUnflexion;  leurs  points  de  contact,  points  d'inflexion.  Leur 
désignation  vient  de  ce  que  dans  un  point  de  cette  espèce  la  courbe 
change  le  sens  de  sa  courbure,  ainsi  qu'on  le  démontre  réguliè- 
rement dans  les  applications  du  Calcul  différentiel  à  la  Géométrie 
[Jig.  i).  Nous  pouvons  aussi  nous  faire  une  image  de  la  forme 
de  la  courbe  dans  le  voisinage  d'un  point  d'inflexion  par  la 
réflexion  suivante  (•).  En  général,  la  tangente  tourne  d'une  ma- 
nière continue  autour  de  la  courbe,   tandis  que  son   point  de 

(*)  FotV  Plûckrii,  T/ieorie  der  mlgebraiiehen  Curven.  Bonn,  i83g.  a*  S«ction,  $3. 
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contact  marche  dans  le  même  sens.  Maintenant,  dans  un  point 
d'inflexion,  deux  tangentes  successives  coïncident;  donc,  tandis 
que  le  point  continue  à  avancer  régulièrement,  la  rotation  de  sa 

Fie.  I. 


/ 


I 


tangente  au  point  d'inflexion  est  nulle  ;  cette  tangente  s'arrête  un 
instant  pour  poursui\Te  aussitôt  sa  rotation  dans  le  sens  opposé, 
conformément  aux  lois  de  la  continuité.  C'est  ce  qui  apparaîtra 
avec   évidence   si  nous   imaginons   pour   un    instant   (//^.   2)   la 


Hg.  2. 


courbe  remplacée  par  un  polygone.  Le  point  décrivant  {x)  s'avance 
sur  la  droite  enveloppante  [u)  toujours  dans  la  même  direction; 
mais  celle  ligne,  après  avoir  été  dans  le  même  sens  de  la  position  it 
à  la  position  /*',  passe  de  //  à  u"  en  tournant  dans  le  sens  opposé. 
Si  maintenant  le  mouvement  devient  continu  et  que  le  polygone 
devienne  une  courbe,  la  grandeur  de  la  rotation  de  la  tangente  dans 
la  position  u'  est  nulle.  Donc,  tandis  que  les  côtés  élémentaires  de 
la  courbe  restent  comparables  avec  les  précédents  et  avec  les  sui- 
vants, les  angles  de  contingence  a  deviennent  en  u!  infiniment 
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petits  par  rapport  aux  précédents  et  aux  suivants,  et  c'est  ainsi 
que  lajig.  2  se  transforme  en  lajig,  i . 

Nous  obtenons  la  condition  analytique  d'un  point  d'inflexion  en 
imposant  que  parmi  les  trois  points  d'intersection  de  la  droite^« 
avec  la  courbe  trois  se  confondent  en  j^ .  Dans  l'équation  (2)  un 

facteur  (  —  j   doit  se  trouver  séparé,  c'est-à-dire  que  les  conditions 

D/  =  fl;'  '«.  =0, 
D«/=a5f-«a|=:o, 

doivent  être  satisfaites  simultanément.  Sij^  est  un  point  d'inflexion, 
les  deux  dernières  équations  coexisteront  conformément  au  raison- 
nement employé,  lorsque  z  sera  sur  la  tangente  de  y.  Mais  Péqua- 
tion  D-y=  o  ne  peut  être  satisfaite  pour  chaque  point  de  cette 
tangente  qu'autant  que  D'/' renferme  l'expression  Dy comme  fac- 
teur. La  conique 

D»/=2I/,.c,s,.=:o, 

dans  l'expression  de  laquelle  on  a  poséy]>  au  lieu  de 

«(/i  —  i)  OyiOyk 

doit  par  suite  se  décomposer  en  un  couple  de  d.roilcs.  La  condition 
pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  donnée  par  l'évanouissement  du  déter- 
minant de  la  conique,  c'est-à-dire  de  celui  qui  est  formé  avec  les 
secondes  dérivées  partielles  de  y*,  à  savoir  : 


I 


yit  f\\  /ij 

fi\  fi\  /il 

y»i  yi»  yis 
En  vertu  des  relations 

ce  déterminant  sera  donné  sous  forme  symbolique,  d'une  manière 


(')  On  a  ajouté  le  facteur  -,  parce  que  A  a  été  défini  sous  la  forme  symboliqu« 
sans  l'indication  de  ce  facteur. 
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analogue  à  celui  que  nous  avons  appelé  déterminant  hessien  dans 
la  théorie  des  formes  binaires,  par 


«!»-*  b1 


r,  r,     Cj  c,        c\ 


■.OibfC^  [abc)  Oy'b 


,n-i  l,n-i  -«-» 


ou,  si  nous  permutons  a,  b,  c  de  toutes  les  manières  possibles,  et 
que  nous  prenions  la  somme  des  expressions  ainsi  obtenues  (t.  I, 
p.  334), 

(  6 )  A  =  [abc  )«  «;.-*  i;-»  c;.- î . 

Les  points  d'inflexion  sont  donc  déterminés  sur  la  courbe 
originaire  par  ses  intersections  avec  une  courbe  d'ordre  3(/z  —  2), 
û  =  o.  Il  est  également  facile  de  montrer  que  chacune  de  ces  inter- 
sections fournit  un  point  d'inflexion  def=  o.  Si  l'on  pose  en  eflet, 
conformément  à  la  condition  A  =  o, 

/ik  =  "i  »'A  -+-  «V  «*, 

il  vient 

D-/=2«-i'-,      D/=  «j.  «•- -h  •',  «;,       T>lf=2Uyfy. 

Si  maintenant  iy^J'=  o,  l'une  des  deux  quantités  ii^  ou  v,  doit 
s'annuler.  Si  Uyz=o,  Dosera  égal  à  i/^  i^,,  c'est-à-dire  ne  diffé- 
rera de  Uz  que  par  une  constante  et  par  conséquent  sera  facteur 
de  D^y,  ce  qui  était  à  démontrer.  Nous  avons  par  suite  ce  théorème  : 

Les  points  d'inßexionsont  les  points  d'intersection  de  la  courbe 
originaire  J=  o  avec  la  hessienne  A  =  o  j  leur  nombre  est  en 
conséquence  égal  à  3/i(n  —  2)(*). 

Toutefois  la  courbe  A  =  o  n'est  pas,  à  l'inverse,  complètement 
déterminée  par  les  seuls  points  d'inflexion,  car,  en  tant  qu'il 
s'agit  uniquement  de  ses  intersections  di\ecf^=  o,  on  peut  la  rem- 
placer par  une  courbe  quelconque  du  système 

A  -h  M/=  o, 


(  '  )  Voir  Hesse,    Ueber  die  ÎVendcpunkte  der  Ciirven  dritter  Ordnung  {Journal  de 
CreUe,  t.  28).  Le  nombre  des  points  d'inflexion  a  été  donné  par  Plûckek  (^ibid.,  t.  12). 
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•^  étant  une  expression  quelconque  de  rordre 

3(/t  —  2)  —  /l=:2/I  —  6. 

(^ette  ol)servation  est  spécialement  importante  à  Tégard  des  courbes 
du  troisième  ordre;  car,  par  une  détermination  convenable  du  fac- 
teur M,  on  arrive  pour  ces  dernières  à  obtenir  d'une  manière  elTec- 
live  les  coordonnées  des  points  d'inflexion  par  simple  extraction 
de  racines. 

Les  points  d'intersection  de  la  tangente  avec  la  courbe  ne  peu- 
vent être  réunis  au  point  de  contact  en  nombre  supérieur  à  trois, 
sans  que  les  coefficients  de  /satisfassent  à  des  conditions  particu- 
lières (*).  En  effet,  le  nombre  des  tangentes  que  l'on  peut  mener 
1«,/=  o  est  simplement  infîni,  et  pour  celle  raison,  dès  qu'on  leur 
impose  une  condition,  on  n'en  obtient  déjà  plus  qu'un  nombre  li- 
mité. 

La  manière  précédente  de  déterminer  les  points  d'inflexion  de- 
vient néanmoins  illusoire  s'il  existe  sur  la  courbe  des  points  dont 
la  tangente  est  indéterminée,  ce  qui  entraîne  celte  conséquence 
que  la  (n — a^*"»«  polaire  se  décompose  en  un  couple  de  droites, 
(îola  se  présentera  toujours  lorsque  la  courbe  se  traverse  elle-même 
en  un  point  {ßg.  3),  auquel  cas  deux  tangentes  différentes  sont 
en  réalité  possibles. 


Dans  un  semblable  point  double  de  la  courbe,  l'équation  de  la 
tangente  ne  peut  exprimer  autre  cbosc  que  l'annulation  simultanée 
de  ses  coordonnées  (5).  Nous  avons  par  conséquent,  pour  un  point 

double  y  (en  posaniyj-  =  -  —  )  »  les  équations 

{7)        /,  =  «j:  'fl,  =  o,    /,  =  «--'«,  =  o,    /,  =  «^-«/i,=o. 


(')   Foir,  tnr  en  poinU  éleré«  exceptionnels,  CRAma,  lntrodmetion  à  t'analytt  ée$ 
lignet  eotirbtt }  Génère,  17JO,  p.  4o3,  «t  Cayiit,  Jouritaldt  Crelle,  X.  34. 
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Pour  que  ces  relations  soient  satisfaites,  il  est  nécessaire  non- 
seulement  que  y  ait  une  situation  particulière,  mais  encore  qu'il 
existe  une  relation  entre  les  coefficients  de  la  couroe,  car  nous 
pouvons  éliminer  les  ^  entre  les  trois  équations  (7).  Cn  n'a  pas 
besoin  d'avoir  égard  à  l'équation  de  la  coi<'"be,  parce  qu'elle  est 
satisfaite  d'elle-même  en  vertu  de 

f=fiXi  +fiXi  -+- A>|. 

La  réalisation  de  cette  élimination  conduira  à  une  équation 

R  =  o, 

dont  il  n'a  pas  été  possible  jusqu'ici  de  déterminer  d'une  manière 
abrégée  la  loi  de  formation  (  *  ).  On  appelle  l'expression  R  le  dis- 
criminant de  la  courbe;  c'est  naturellement  un  invariant  de  la 
formey^;  pour  une  conique,  par  exemple,  elle  se  confond  avec  le 
déterminant  A.  =  (abc)-.  En  général,  on  a  le  théorème  suivant: 

Le  résultant  de  trois  équations  respectivement  des  ordres  m,  n, 
et  p  par  rapport  à  trois  variables  homogènes  est  du  degré  np  re- 
lativement aux  coejßcients  de  la  première,  du  degré  mp  relative- 
ment à  ceux  de  la  seconde,  et  du  degré  mn  relativement  à  ceux 
de  la  troisième.  Pour  la  démonstration  de  ce  théorème,  imaginons 
que  les  coordonnées  des  np  points  communs  aux  deux  dernières 
courbes  aient  été  calculées.  Si  maintenant  les  trois  courbes  doi- 
vent avoir  un  point  commun,  les  coordonnées  des  np  points  dont 
il  vient  d'être  parlé  devront  satisfaire  identiquement  à  la  première 
équation.  On  obtiendra  donc  le  résultant  en  formant  le  produit 
des  np  expressions  dérivées  de  la  première  équation  par  la  substitu- 
tion des  coordonnées  des  np  points  précités.  Or  ces  derniers  ne 
dépendent  que  des  coefficients  de  la  seconde  et  de  la  troisième 
équation  ;  le  produit  est  donc  du  degré  np  par  rapport  aux  coeffi- 
cients de  la  première  équation,  et,  par  conséquent,  puisque  les 
trois  équations  doivent  être  employées  symétriquement  à  la  for- 
mation du  résultant,  du  degré  mp  par  rapport  aux  coefficients  de 


(')  Sylvester  a  fait,  il  est  Trai,  connaître  un  procédé  qui  donne,  sons  la  forme  d'un 
déterminant,  le  résultat  de  trois  équations  du  même  ordre;  mais  le  caractère  inva- 
riant du  résultant  n'en  ressort  pas  clairement,  f'oir  Salmo:«,  Introduciorjr  Usions;  etc. 
(third  édition,  art.  91). 
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la  seconde  équation  et  du  dc^ré  mn  par  rapport  à  ceux  de  la  troi- 
sième. 

L'application  de  ce  théorème  aux  équations  (7)  donne  immédia- 
tement la  proposition  qui  suit  ; 

Le  discriminant  d'une  fonne  ternaire  du  n'^*»^  ordre,  c'est-à- 
dire  l'invariant  dont  l'évanouissement  est  la  condition  de  l'exis- 
tence d'un  point  double  dans  la  courbe  correspondante  d'ordre  n, 
est  du  degré  3  (  n  —  i  )''. 

Toute  droite  passant  par  un  point  double  y  a  deux  de  ses  inter- 
sections avec  la  courbe  confondues  en  ce  point;  en  effet,  Téqua- 

tion  (a)  donne  toujours  alors  deux  racines  —  =  o.  Nous  pouvons 

maintenant,  de  même  que  nous  avons  déterminé  la  tangente  en 
un  point  quelconque,  chercher  quelles  sont  les  droites  qui  cou- 
pent trois  fois  la  courbe  eny.  Dans  ce  cas,  z  doit  être  situé  de  telle 
sorte  que  Ton  ait  aussi 

D«/=  «-»a?  =  22/M3/5*  =  o. 

Mais,  comme  y  est  un  point  double,  nous  avons,  d'après  (7), 

o=//=/iji  -♦-/j7j+//»r3,     (/  =  i,  2,  3;; 

le  déterminant  des  fik  est  donc  nul.  Par  suite,  la  [n  —  'i.yeme  pQ_ 
Inire  du  point  double 

D*f=za';r*al  —  o 

donne  un  couple  de  lignés,  à  savoir  le  produit  des  deux  tangentes 
au  point  double;  la  dénomination  de  tangente  est  justifiée  par 
cette  circonstance  que,  parmi  les  trois  points  d'intersection  de  la 
droite  en  question  qui  sont  confondus  en  jr,  deux  sont  situés  con- 
sécutivement sur  Tune  des  branches  de  courbe  passant  par^,  tandis 
que  le  troisième  doit  être  envisagé  comme  un  simple  point  de  ren- 
contre avec  l'autre  branche  {fig-  3).  L'évanouissement  du  détermi- 
nant û  montre  en  même  temps  que  la  présence  de  points  doubles 
.sur  une  courbe  influe  sur  le  nombre  des  points  d'inflexion,  car  un 
certain  nombre  des  points  d'intersection  des  deux  courbes  est  ab- 
sorbé parle  point  double;  nous  donnerons  plus  tard  la  détermina- 
lion  exacte  de  cette  influence. 

Pour  trouver  les  coordonnées  u/,  Vi  des  tangentes  au  point 
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double,  nous  devons,  par  conséquent,  poser 

/„  =  ttj  i»,,     2/,,  =  ttj  f,  -h  Pt  «„ 

Âz  —  «3  «'3.        2/31  =  «s»*!  -♦-  ''3  «1 . 

et,  pour  la  résolution  de  ces  équations,  il  a  été  donné  dans  la  théo- 
rie des  coniques  des  méthode  générales  (t.  I,  p.  i3o).  11  peut  arriver 
en  particulier  que  les  deux  lignes  se  confondent  en  une  seule 
ißS'  4  )  ;  Jï  vient  alors 

/ll  =  «ï'  /l2  =  «l«î. 
fti  =  "h  /î8  =  «J«3. 
/33  =  «3'   /si  =  «3«l- 

Un  tel  point  de  la  courbe  est  désigné  sous  le  nom  de  point  de 

Fig.  4. 


rebroussement ;  il  est  caractérisé  par  le  fait  que  les  secondes  dé- 
rivées de  y  y  sont  égales  aux  carrés  et  aux  produits  de  trois  gran- 
deurs. 

Nous  avons  reconnu  l'évanouissement  identique  de  D/"  comme 
la  marque  dislinctive  d'un  point  double.  On  peut  aller  plus  loin 
dans  la  même  voie.  Si  l'on  a  en  premier  lieu  D-y^^o,  on  obtient 
un  point  triple  et  ainsi  de  suite  :  si  pour  un  point  quelconque 
D*~'y  est  identiquement  nul,  la  courbe  a  en  ce  point  un  point 
multiple  d'ordre  h.  Par  point  multiple  d'ordre  /•,  on  entend  un 
point  par  lequel  passent  r  branches  différentes  de  la  courbe,  c'est- 
à-dire  tel  que  toute  droite  qui  passe  par  ce  point  y  ait  en  commun 
avec  la  courbe  r  points  réunis.  D'après  la  loi  de  formation  ex- 
primée dans  l'équation  (4),  toutes  les  autres  polaires  D*~'y, 
D*~-y,  ...,  EJ/' s'évanouissent  identiquement;  el  l'équation 
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donne  alors  le  produit  des  h  différentes  tangentes  du  point  en 
question.  Car,  en  premier  lieu,  la  courbe  représentée  par  celte 
équation  a  aussi  en  y  un  point  d*ordre  de  multiplicité  A',  puisque 
sa  (Âr — !)'•■•  polaire,  ^  étant  pris  pour  pôle,  n'est  autre  que 
D*~'/,  et,  par  suite,  s'annule  de  même  indépendamment  de  z. 
Mais  une  courbe  d'ordre  A'  avant  un  point  multiple  de  A  branches 
se  décompose  nécessairement  en  A  lignes  droites,  car  autrement 
une  droite  menée  par  le  point  multiple  pourrait  encore  couper  la 
courbe  en  un  ou  plusieurs  points,  et,  par  conséquent,  avoir  avec 
elle  plus  de  A  points  communs,  ce  qui  n'est  pas  possible.  Ces 
lignes  doivent  toucher  en  y  les  différentes  branches  de  la  courbe 
originaire;  car,  si  nous  considérons  un  point  voisin  de^  sur  D^et 
que  nous  posions  par  suite  Zi=:j i-^dyi,  nous  avons  pour  la  dé- 
termination des  A  directions  d'avancement  sur  la  courbe  1)*'/=  o 
la  môme  équation, 

„n-k „k     _ 

a^.     ajy  —  G, 

que  pour  la  détermination  des  A  directions  d'avancement  sur  la 
courbe  originaire,  ce  qui  démontre  la  proposition  précédente.  Nous 
approfondirons  plus  tard  la  nature  des  points  multiples  et  nous 
reconnaîtrons  alors  dans  une  forte  mesure  l'importance  de  la  théo- 
rie des  polaires  pour  l'étude  de  ces  points  et  pour  la  détermination 
de  leur  influence  sur  le  nombre  des  points  d'inflexion,  sur  la  classe 
de  la  courbe,  etc. 

La  théorie  des  polaires  n'a  toutefois  pas  moins  d'importance  si 
l'on  se  propose  le  problème  de  l'interprétation  géométrique  des 
formes  symboliques.  Le  principe  de  translation  nous  a  donné  un 
moyen  de  résoudre  cette  question  pour  les  formes  adjointes  en 
supposant  que  celles-ci  ne  renferment  pas  de  facteurs  du  type 
[abc)  [*)\  la  notion  de  la  formation  polaire  permet  maintenant 
d'arriver  au  même  but  pour  toutes  les  formes  mixtes  qui  sont  uni- 
quement composées  de  facteurs  du  type  [abu]  et  «x-  Négligeant, 
on  eflel,  d'abord  tous  les  facteurs  «",  ô^  qui  se  rencontrent  dans 
une  forme  semblable,  nous  pouvons  considérer  les  symboles  «, 
h,  ...  dans  l'expression  restante  comme  des  symboles  désignant 


(')  J'oir  d'ailleurs  une  Note  «ur  co  tujct  dan»  le  dernier  Chapitr«  du  tome  III,  à 
l'occasion  de  la  théorie  des  formes  mixte«  liiico-lincaircs  (connexes). 
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la  «'•■'•  la  ß'*"«  polaire  du  point  x,  ainsi  qu'il  sera  montré  bientôt 
en  détail  par  un  exemple.  La  proposition  géométrique  représentée 
par  l'évanouissement  de  l'expression  ainsi  transformée  s'obtient 
alors  conformément  au  principe  de  translation.  On  arrive,  par 
exemple,  aux  formes  mixtes  de  l'espèce  supposée  ici  ,  si  l'on 
établit  non  pas  le  produit  des  n[n — i)  tangentes  menées  d'un 
point  X  à  une  courbe,  mais  le  produit  des  équations  de  leurs 
points  de  contact  en  coordonnées  lignes.  Ces  points  s'obtiennent 
comme  étant  des  points  d'intersection  de  la  courbe  originaire 
a"  =  o  et  de  la  première  polaire  de  Jc,  a"^*  aj;  =  o.  On  a  donc 
seulement  à  former  le  résultant  de  deux  formes  binaires  a",  a"~* 
du  /i'*"«  et  du  (/{ —  ly«™«  ordre,  à  appliquer  à  ce  résultant  le  prin- 
cipe de  translation,  à  remplacer  tous  les  n  symboles  de  a""'  qui 
entrent  dans  le  résultant  par  des  symboles  de  a'I  et  à  ajouter 
n  facteurs  b^,  Cx,  etc.  Ainsi,  par  exemple,  le  produit  des  points 
de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  x  à  une  conique 
az  =  o  est  donné  (t.  I,  p.  355)  par 

[abu][acu]b^c^  =  o. 

Nous  avons  ici  une  forme  quadratique  al  et  une  forme  linéaire 
a5=(S;  =  rtx«c>  dont  le  résultant  est  égal  à  {(la)  («5).  Si  l'on 
complète  les  déterminants  de  ce  résultant  par  l'addition  de  u,  de 
manière  à  en  faire  des  déterminants  ternaires,  qu'on  remplace  a,  ß 
respectivement  par  è,  c  et  qu'on  ajoute  les  facteurs  bx,  c^,  on  ob- 
tient la  formation  annoncée.  Un  autre  exemple  est  donné  par  l'é- 
quation 

(8)  {«t«;*<-^^^--  =  o. 

Si  nous  prenons  x  constant,  cette  équation  représente  la 
{n  —  2)'*°"  polaire  de  a:  en  coordonnées  lignes  :  si  nous  posons  u 
constant,  elle  donne  |Une  courbe  de  l'ordre  2{« — 2)  comme  lieu 
des  points  dont  les  [n —  aj'*"»«»  polaires  touchent  la  droite  donnée  u. 
Sur  toute  droite  il  existe  donc  1  [11  —  2)  points  dont  les  (//  —  2)''"" 
polaires  sont  touchées  par  cette  même  droite. 

Nous  serons  encore  conduits  à  la  même  équation  (8)  par  les 
considérations  suivantes.  Nous  chercherons  sur  une  droite  u  quels 
sonts  les  points  j  dont  les  premières  polaires  sont  précisément 

CuLSScn.  —  Géométrie,  W.  2 


i8 


TOME   II.  —  CIIAFIT«B  I. 


touchées  par  cette  droite  en  un  point  x.  Or  les  coordonnées  de  la 
tangente  de  cette  polaire  au  point  x  sont  égales  à 

«î~'«r«/=//iri  -+-//î.7't  +fi%Xf 

Elles  doivent  âtre  proportionnelles  aux  coordonnées  de  la  droite 
donnée  :  nous  avons  donc  les  équations 

L'élimination  de  p  et  de  j^i,  j'j, j^'3  donne   alors  de  nouveau, 
conjointement  avec  Ux  =  o,  la  condition 


Jn 

Jii 

Ju 

"1 

fu 

/a, 

/33 

«3 

=  -l[abu]*a^-*b%-*  =  o 

«1 

"t 

«3 

0 

De  ces  relations,  nous  conclurons  les  théorèmes  suivants  : 

Sur  toute  droite  il  existe  2  (n  —  2)  points  dont  la  première  po- 
laire est  touchée  précisément  par  cette  droite.  Les  [n  —  2)'*«'« 
polaires  des  a  (n  —  2)  points  de  contact  sont  tangentes  à  cette 
même  droite. 

Par  tout  point  on  peut  mener  deux  droites  telles  que  sur  cha- 
cune d'elles  un  point  ait  cette  droite  elle-même  pour  tangente 
de  sa  première  polaire,  et  cela  de  telle  sorte  que  le  point  de  con- 
tact soit  situé  au  point  donné.  Ce  sont  les  deux  tangentes  qui 
peuvent  être  menées  de  ce  dernier  point  à  sa  {n  —  a)'^'"''  polaire. 

La  hessienne  est  le  lieu  des  points  pour  lesquels  ces  deux  lignes 
coïncident   (').  Car,  lorsque  ce   dernier  cas  se  présente,  il  faut 


(*)  Foir  Clebsch,  Ueber  eine  Klaste  von  EUminationsproblemen  und  über  einige 
Sätze  aus  der  Theorie  der  Polaren  {Journal  de  llorchardt,  t.  58).  Los  nombreux  theo- 
r^mrt  Kur  los  polaires  ctalilis  dans  cet  arlirlo  sc  fondent  sur  une  méthode  (générale 
d'élimination  de  m  variables  entre  m  équations  homo(;ùnes,  équations  parmi  lesquelles 
une  Ost  d'ordre  quelconque,  une  est  du  second  degré  et  m  —  a  sont  linéaires.  .Vu 
moyen  de  cette  méthode,  on  recherchera,  par  exemple,  la  courbe  que  parcourent  les 
points  de  contact  x  si  la  lißno  u  enveloppe  une  courbe  donnée. 
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nécessairement  OU  bien  que  le  pôle  soit  situé  sur  sa  conique  polaire, 
c'est-à-dire  sur  sa  [n  —  2)'*""  polaire,  ce  qui  n'arrive  que  pour  les 
points  de  la  courbe  originaire,  ou  bien  que  la  conique  polaire  se 
décompose,  auquel  cas  les  deux  tangentes  se  confondent  avec  la 
ligne  qui  joint  le  pôle  au  sommet  du  couple. 

Il  existe  entre  la  (/z —  a  y*««  et  la  première  polaire  d'un  point 
une  réciprocité  semblable  à  celle  qui  s'est  présentée  dans  les  der- 
niers théorèmes,  et  au  moyen  de  laquelle  nous  pouvons  énoncer 
une  nouvelle  interprétation  de  la  hessienne.  Si,  en  effet,  nous 
nous  imposons  la  condition  que  la  première  polaire  ait  un  point 
double  Xy  il  faut  qu'en  ce  point  soient  satisfaites  les  trois  équa- 
tions 

=     O^        -    ttyOi     =     O. 

n  —  1    du , 
En  en  éliminant  les  yi,  nous  arrivons  de  nouveau  à  la  condition 

et,  à  cause  de  la  permutabilité  de  a,  hj  c,  le  premier  membre  de 
cette  relation  ne  diffère  de  A  que  par  un  facteur  numérique. 

La  hessienne  est  donc  en  même  temps  le  lieu  des  points  dont  la 
(/i  —  o^y^"*^  polaire  a  un  point  double,  et  le  lieu  des  points  doubles 
des  premières  polaires. 

Comme  exemple  de  théorèmes  géométriques  découlant  de  la 
théorie  des  polaires,  mentionnons  encore  le  suivant  pour  finir. 
L'équation  de  la  hessienne  de  la  première  polaire  de  j'  : 

considérée  comme  courbe  primitive,  hessienne  qui  coupe  cette 
courbe  aux  points  d'inflexion,  est  donnée  par 

;9)  l,^=[abcYa--^b-^-'cT'ayb,c,=o. 

Si  nous  supposons  que  les  x  soient  donnés,  nous  aurons,  en  te- 
nant compte  de  Dy=  o,  le  théorème  suivant: 

//  existe  toujours  sur  la  [n  —  lyème  polaire  d'un  point  x  trois 
pôles  différents  dont  les  premières  polaires  ont  en  x  un  point 
d'inßexion. 

3. 
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Lorsque  le  pôle  y  sc  meut  sur  une  courbe  9  (j')  =  o,  les  points 
(l'inilcxion  de  sa  première  polaire  décrivent  une  courbe  dont  Téqua- 
lion  s'obtient  par  élimination  des  y  entre  les  équations  0/*=  o, 
Apy  =  0,  ^  =  o.  Si,  en  particulier,  la  courbe  9  est  une  droite 

Uy  —  o, 
on  peut,  en  vertu  de  0/"=  «"  ' '  rt^- =  o,  poser  dans  û|,y 
Ji  =  «î/»  —  «»/i  =  («i«a  —  "»«»)  «x~*. 

J"»  =  «i/»  —  "j/i  =  (  «1  f'i  —  "t  «i  ]^Z~^' 

Si,  dans  ces  trois  équations,  on  suppose  les  symboles  a  rem- 
placés respectivement  par  d',  e,y,  on  obtient  comme  équation  de  la 
courbe  cherchée 

(10)     (^6c)«(«r/«)(*tf«)(r/«x-=>ir'^r''/r'«?r'/r'=o. 

Si  donc  le  pôle  décrit  une  droite,  les  points  d'inflexion  des 
premières  polaires  parcourent  une  courbe  de  l'ordre  6[n — 2). 
Toutes  les  polaires  dont  les  pôles  sont  situés  sur  la  droite  se  cou- 
pent en  [n  —  i)^  points,  qui  sont  les  solutions  des  équations 

(«l)  P"l=fl*       pUi=f2,        />«!=/»• 

Ces  (n — i)^  points  sont  des  points  triples  de  la  courbe  (lo). 
Cette  dernière  partie  de  la  proposition  résulte  de  ce  que,  pour 
pui:=fi=d'^~*di=  ...,  chacun  des  trois  facteurs  (arfa)rf"r', 
(ieu)e""',  (ç/i*)y"~*  s'évanouit  identiquement  et  qu'il  en  est  par 
suite  aussi  de  mém(%  de  toutes  les  secondes  dérivées  partielles  de 
l'expression  (  i  o)  par  rapport  à  la  lettre  x. 

Si  l'on  considère,  au  contraire,  dans  l'équation  (10)  les  quan- 
tités X  comme  constantes,  et  les  quantités  u  comme  variables, 
cette  équation  donne  le  produit  de  trois  facteurs  linéaires;  ce 
sont  les  équations  des  trois  pôles  précités,  dont  les  premières  po- 
laires ont  en  x  un  point  d'inßexion  ( ' ). 

Il  résulte  encore  de  (11)  que  : 

Si  la  droite  u  enveloppe  une  courbe  9(ii|>  /<s,  Ms)  =  o  de  ta 


<*)  f'oir  CtXBioi,  Ueber  Curven  vierter  OrdnHHg  {Jourmti de  Borekardt,  t.  59). 
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classe  m,  les  (/i  —  i)^  points  d'intersection  des  premières  polaires 
décrivent  la  courbe  du  m{n  —  i)'^««  ordre  <f[Jt,J'2,fi)=zo.  Si, 
en  particulier,  la  droite  tourne  autour  d'un  point  |,  la  courbe 
décrite  est  la  première  polaire  de  ç. 

II.  —  Les  points  singuliers. 

Nous  revenons  à  l'étude  des  points  multiples;  nous  commence- 
rons par  le  point  double.  La  nature  d'un  point  de  celte  espèce  dé- 
pend de  la  question  de  savoir  si  les  facteurs  linéaires  de  D-f  sont 
réels  [point  double  proprement  dit) j  ou  imaginaires  [point  isolé)  j 
ou  égaux  [point  de  rebroussement).  Nous  allons  d'abord  étudier 
la  manière  d'être  de  la  courbe  dans  le  voisinage  de  la  rencontre 
des  branches.  Dans  ce  but,  nous  transportons  l'origine  des  coor- 
données au  point  double,  de  telle  manière  que  les  coordonnées  de 
ce  dernier  point  deviennent 

X,  =  0,      Xj=:0,      ^-3  =  1. 

Traçant  maintenant  par  le  point  double  une  droite  quelconque, 
nous  pouvons  considérer  les  coordonnées  Xx,  x-*  d'un  point  de 
cette  droite  comme  les  coordonnées  de  son  point  d'intersection 
avec  le  troisième  côté  0:3  =  o  et,  d'autre  part,  la  troisième  coor- 
donnée d'un  tel  point  comme  un  paramètre  variant  pour  les  points 
particuliers  de  la  droite  tracée.  Nous  nous  demanderons  quelles 
sont  les  intersections  de  cette  droite  avec  la  courbe,  et  dans  ce 
but  nous  développerons  l'équation  de  cette  dernière  suivant  les 
puissances  du  paramètre  x^.  Si  nous  posons 

il  vient 

(l)         /(.r„  ..„  x^]  =/(0)-H- /(')--•  ^/(î)--*-^  .  .  .  +/(") 

les  fonctions  y  "^''  étant  homogènes  en  x,y  et  d'un  ordre  égal  à  leur 
indice  supérieur.  Si  le  point  j:  =  0,^  =  0  doit  être  situé  sur  la 
courbe,  comme  nous  le  supposons,  le  facteury^^"^  indépendant  de 
x,  y  doit  nécessairement  s'annuler.  Mais,  dans  le  cas  d'un  point 
double,  pour  que  l'équation  entière  renferme  le  facteur  z-,  c'est- 
à-dire  pour  que  deux  points  d'intersection  de  la  ligne  considérée 
coïncident  à  l'origine,  il  faut  que  le  second  terme  soit  identique- 
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ment  nul.  D'autre  part,  l'équation 

[i)  /(*)  =ax-^  bjr=o 

donne  en  général  la  tangente  à  l'origine;  car,  pour  un  point  situé 
dans  le  voisinage  immédiat  de  l'origine,  x,^  deviennent  infiniment 
petits,  et  les  coefficients  des  puissances  les  moins  élevés  de  z  dis- 
paraissent en  comparaison  du  coefficienty^'Me  z""' .  L'équation  (  i  ) 
se  réduit  donc  à  son  premier  terme,  c'est-à-dire  que  la  courbe 
J=  o  peut,  dans  le  voisinage  de  l'origine,  être  remplacée  par  la 
ligne  droitey^'^  =  o,  ou,  en  d'autres  termes,  cette  droite  est  tan- 
gente à  la  courbe  au  point  a:  =  o,  j^  =  o,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
Lorsqu'il  y  a  un  point  double, y^*^  s'annule  identiquement.  Le 
cours  de  la  courbe  dans  le  voisinage  du  point  double  est,  en  négli- 
geant les  puissances  plus  élevées  de  x,jy  représenté  par 

(3)  /(»)=aa:*-hapxr-+-v7»=o, 

ou,  en  d'autres  termes,  c'est  là  l'équation  du  produit  des  deux  tan- 
gentes au  point  double.  Nous  avons  ici,  les  coefficients  «,  ^,  y 
étant  supposés  réels,  à  distinguer  les  cas  suivants  : 

ß-  ^  «y,  point  double  proprement  dit,  deux  tangentes  réelles 

ifS'  3). 
[:,-  =  xy,  point  de  rebroussement ,  une  seule  tangente  comptée 

deux  fois  (y?g^.  4)  (')• 
ß^  <C  '^7 y  point    double    isolé,    deux   tangentes    imaginaires 

Dans  ce  dernier  cas,  le  point  d'intersection  des  deux  tangentes 

Fiß.  5. 


XmQ 

O 


est  réel  ;  la  courbe  a  un  point  réel  par  lequel  ne  passe  aucune 
branche  réelle. 


(*)  Le  point  de  rebroussement  est  quelquefois  appelé  poimt  cuspidal. 
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En  prenant  les  deux  tangentes  du  point  double  pour  axes  de 
coordonnées  X  =  o, ^  =  o,  nous  pouvons  donc  mettre  l'équation  de 
la  courbe  sous  la  forme 

(4)  /(x„  ;r,.  X,)  =  xr.s"-«  -t-ZC»)-"-»-»-  .  .  .  =  O. 

Pour  un  point  de  rebroussement,  les  deux  tangentes  étant  con- 
fondues (par  exemple  avec  l'axe  x  =  o),  l'équation  de  la  courbe 
devient 

/(x,.  x„  X,)  =x»3''-»-H/(»>c''-'-h  .  .  .  =  o 

Nous  pouvons  encore  simplifier  la  forme  de  cette  dernière  équa- 
tion. Supposons  la  fonctiony^'^  donnée  par 

/(')  r=  ax^-Jt-  '6bx-j-  -f-  "icxy^-Jrdj*. 

La  ligne ^  =  o  n'est  définie  qu'en  tant  qu'assujettie  à  passer  par 
le  point  de  rebroussement;  nous  pouvons  donc,  en  laissant  x  fixe, 
disposer  encore  de  jr  eX,  àe  z  de  manière  que  les  termes  de  la  troi- 
sième dimension  deviennent  un  cube  parfait.  Si  nous  posons  en 
effet 

y  se  transformera  en 

/=  x*  Z'"--  -h  o  (3)  z'"-^  -i- ^(i) -'n-i  ^ 

les  fonctions  ç  étant,  par  rapport  à  x,  j^,  de  l'ordre  de  leurs  indices 
supérieurs.  Nous  pouvons  maintenant  choisir  X,  {jl,  v  de  manière 
que  le  coefficient 

y(3)  =  [n  —  2)x'  (  fi/  -+-  v.r)  +  aaJ  H-  3  bx-  ( jr'  +  Ix] 
-h  3cx[y  -h  ).x)'  -+-  d[  y'  -l-"Xx)» 

se  réduise  à  un  terme  renfermant  uniquement  jy^'  ;  on  suppose  na- 
turellement que  d  n'est  pas  nul,  auquel  cas  il  y  aurait  singularité 
élevée.  Nous  avons  alors  pour  la  détermination  de  /,  ft,  v  les  équa- 
tions suivantes  : 

[n  —  2)  V  -h  a  -h  3 ^À  -f-  3c/'  -^  rfÀ'  =  o, 

[n  —  7.)  u -h  3b  -h  6c).  H-  3^).'  ==  o, 

c  -+-  d\  =  o. 
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Si  donc  on  écrit  de  nouveau^,  z  au  lieu  dej>',  J  tlf^^  au  lieu  de 
ft'),  on  pourra  toujours,  au  cas  de  point  de  rebroussement,  mettre 
l'équation  de  la  courbe  sous  la  forme 

(5)  /=jr» 5"-» -f-r/j' s«-' -+-/(*);"-*-+-  .  .  .  =0. 

Nous  rattacherons  immédiatement  aux  équations  (4)  et  (5) 
quelques  observations  sur  la  manière  dont  se  comportent  la  polaire 
et  la  hessienne  au  cas  de  points  doubles  ou  cuspidaux  de  la  courbe 
originaire  (*),  observations  qui,  dans  la  suite,  auront  pour  nous 
une  grande  importance.  Nous  savons  déjà  (p.  12)  que  toutes  les 
premières  polaires  passent  par  le  point  double.  Si  nous  formons 
maintenant  Téquation  de  la  polaire  o  =  o  du  point  Ç,  r,,  ^  en  pre- 
nant pour  base  Téquation  (4),  il  vient 


?=(?J-+->S^)3" 


La  tangente  de  cette  courbe  à  Torigine  est  donnée  par  le  terme 
de  l'ordre  le  moins  élevé,  c'est-à-dire  par 

Ç  »  H-  ï:  jr  =  o. 

D'un  autre  côté,  l'équation  de  la  ligne  joignant  le  pôle  ^,  X,  ^  à 

l'origine  est 

Çj  —  t;  jr  =  o. 

De  la  forme  de  ces  équations  résulte  immédiatement,  puisque 
a:=  0,^=  o  sont  les  tangentes  au  point  double,  le  théorème  sui- 
vant : 

La  première  polaire  d'un  point  quelconque  passe  par  le  point 
double  et  sa  tangente  est  Jiarmonique  aux  tangentes  de  la  courbe 
originaire  au  point  double  et  à  la  ligne  qui  joint  ce  dernier  au 
pôle,  ^ 

Si  nous  formons  de  même,  en  partant  de  l'équation  (5  ),  la  polaire 
du  point  ^,  ri,  ^  pour  une  courbe  à  point  de  rebroussement,  il  vient, 
en  ordonnant  suivant  les  puissances  de  z, 


(')  Ce*  théorème«  seront  démontré«  dan«  la  Section  «ukante  (consacrée  ans  for- 
mule« de  Plûcker)  en  dehor«  do  tout  emploi  d'un  «yatème  «pécial  de  coordonnéM. 
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La  ligne  x  =  o  est  par  conséquent  tangente  aussi  à  toute  pre- 
mière polaire.  Donc,  dans  un  point  de  rebroussement ,  la  première 
polaire  d 'un  point  quelconque  touche  la  tangente  de  rebroussement. 
Il  est  important  de  se  fixer  sur  le  nombre  des  intersections  que  l'on 
peut  imaginer  réunies  au  point  de  rebroussement.  On  y  parvient, 
tant  qu'il  s'agit  de  points  réels,  par  la  considération  suivante.  Un 
point  double  peut  en  particulier  tirer  son  origine  de  la  circonstance 
que  la  courbe  possède  une  boucle,  ainsi  qu'on  le  voit  dans  Xdißg.  6, 
et  c'est  d'un  point  double  de  cette  nature  que  nous  devons  partir 
si  nous  voulons  qu'un  point  de  rebroussement  prenne  naissance 
par  un  passage  à  la  limite.  Alors,  en  effet,  en  faisant  tendre  succes- 
sivement les  tangentes  l'une  vers  l'autre,  de  manière  à  se  confondre, 
la  partie  delà  courbe  comprise  dans  un  de  leurs  espaces  angulaires 
s'évanouit  complètement,  car  il  n'y  a  plus  au  delà  du  point  de  re- 
broussement aucun  point  réel  de  la  courbe.  De  (5)  résulte,  en 
effet,  pour  un  point  immédiatement  voisin  (  '  =  i), 


x  =  v  — «0^ 

expression    imaginaire  pour  d'^o  dès  que   y  devient    ^o.   Un 
semblable  évanouissement  d'une  branche  de  courbe  ne  peut  avoir 


lieu  que  s'il  y  a  présence  d'une  boucle  et  rétrécissement  successif 
de  cette  dernière  ;  car,  autrement,  la  coïncidence  des  deux  tangentes 
donnerait  ce  qu'on  appelle  un  point  de  contact  de  la  courbe  avec 
elle-même  (  voz/' ci-dessusy/ «•.  i4)- 

Une  droite  quelconque  menée  par  le  point  double,  droite  que 
nous  pouvons  imaginer  remplacée  par  une  autre  branche  de  courbe 
(odans  la  figure  6),  rencontre  encore  la  boucle  dont  il  s'agit  en  un 
point  z,  et  la  distance  de  ce  dernier  point  au  point  double  atteindra 
pour  une  certaine  position  un  maximum  dont  nous  pouvons  sup- 
poser que  dépend  l'extension  de  la  boucle.  Faisons  maintenant 
dégénérer  le  point  double  en  un  j^oint  de  rebroussement,  en  res- 
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serrant  de  plus  en  plus  la  boucle,  et  en  diminuant  de  plus  en  plus 
son  maximum  jusqu'à  ce  qu'elle  se  réduise  à  un  point  unique  [ce 
qui  fait  que  dans  l'équation  (3)  la  quantité  ay  —  ß'  se  rapproche 
de  plus  en  plus  de  zéro].  A  ce  moment,  les  deux  tangentes  au  point 
double  coïncident  avec  la  droite  dont  il  a  été  parlé,  et  l'autre  point  z 
de  la  branche  considérée  se  confond  avec  le  point  de  rebroussemenl 
qui  a  ainsi  pris  naissance.  Par  conséquent,  en  considérant  la  pre- 
mière polaire,  trois  de  ses  points  d'intersection  se  trouvent  réunis 
au  point  de  rcbroussement  de  la  courbe  originaire,  car  un  point 
double  donnerait  évidemment  deux  points  d'intersection  super- 
posés. On  arrive  au  même  résultat  par  voie  analytique.  Par  les 
intersections  de/* et  de  9  passe  toute  courbe  ayant  pour  équation 
x/'-f-  ?.9  =  o,  et,  par  conséquent,  en  particulier  la  courbe 

2$/—  T.^  =  [aCr/v^»  —  3r.(ixx^  —  [n—  2)!:.r']="   » -f-  . . .  =  o. 

Nous  pouvons  donc,  tant  qu'il  ne  s'agit  que  des  points  d'intersec- 
tion de  y  et  de  9,  remplacer^  par  celte  courbe.  Mais  l'équation  de 
cette  dernière  ne  renferme  aucun  terme  de  la  première  ou  de  la  se- 
conde dimension  en  x,j-j  c'est-à-dire  qu'elle  a  à  l'origine  un  point 
triple  (p.  i5)  dont  les  trois  tangentes  sont  données  par 

aç//^  —  Sud-ry*  —  [n  —  2)  !;.r*  =  o. 

Ces  lignes  sont  toutes  différentes  de  la  tangente  à  la  courbe  pri- 
mitive, et  nous  avons  par  suite  trois  intersections  dcfel  de 

2?/— .ry  =  o. 

Une  courbe  qui  possède  un  point  de  rebroussemenl  y  est  ren- 
contrée par  chacune  de  ses  premières  polaires  en  trois  points  coïn- 
cidents, c'est-à-dire  que  l' équation  dont  dépendent  les  intersec- 
tions des  deux  courbes  a  trois  racines  égales  qui  correspondent 
au  point  de  rebroussement. 

On  peut  appliquer  d'une  manière  tout  à  fait  semblable  les 
méthodes  données  ici  à  la  caractérisation  des  intersections  déter- 
minées par  la  hessienne  Cn  un  point  double  ou  en  un  point  de  re- 
broussement. Nous  avons  déjà  vu  plus  haut  (p.  i4)  que  la  hes- 
sienne passe  par  les  points  singuliers. 

Nous  commencerons  par  la  considération  du  point  doubl«-.  «1 


THÉOME  CÉXÉaiLE  DES   COCEBES  ALCÉBEIQCES.  fj 

nous  prendrons  la  courbe  originaire  sous  la  forme  (4) 
/=  jr.5''-»-h/(»)2«-»+  . . .  =  o. 

En  posant  maintenant 

-'  /-(S)  ^ /•(») 

dx    "'•''   '  dr    ~''^    ' 

d*A»^  <)*/'(»>  d*/'i»' 

on  trouve  le  co variant  A. -r  [/i(/i  —  i)]' égalàundéterminantdonl 

les  deux  premières  lignes  verticales  renferment  les  éléments  ci- 
après  : 

/•(3)  -n-3  _.  jAi-î  _,     rO)  _n— ï  _, 

(/i  — 2)vz''-'4-(/i— Sj/^'V-^-h...,   (n  — ajxs»-'-»-;/!  — 3)/;."3''-*-^..., 

tandis  que  dans  la  troisième  ligne  on  doit  placer  les  éléments 

[n  —  2)  j2"-'  -f-  {«  —  3 )/j" z"-*  -H  . . . , 

{//  — 2)x3"-'+  («  — 3)/;"z'-*-H..., 

(«  _  ^)  («  _  3)  j-jc''-*-h  («  —  3)  [n  _  4)/(î)2'-5  -^ . .  . . 

On  voit  facilement  que,  dans  le  développement  de  ce  détermi- 
nant, les  termes  de  l'ordre  le  moins  élevé  en  x,j  sont 

l[n  —  aj'-rjs'"-»  —  [n  —  1)  [n  —  3)  xjz"*-*  =  («  —  i)  («  —  2)  xjz^"-*-, 

et  de  là  résulte  ce  théorème  : 

En  un  point  double  de  la  courbe  originaire^  la  hessienne  a  éga- 
lement un  point  double^  et  les  tangentes  des  deux  courbes  au 
point  double  sont  précisément  les  mêmes  (à  savoir  ;  a:  ==  o , ->= o). 

Chaque  branche  de  la  courbe  originaire  est  donc,  dans  un  point 
double,  rencontrée  par  une  branche  de  la  hessienne  en  deux  points 
coïncidents  [c'est-à-dire  touchée  par  celte  branche  (  '  )]  et  rencon- 


(•)  Au  moyen  des  méthodes  qui  Yont  bientôt  être  développées  dans  le  texte,  on  dé- 
montre que  les  deux  branches  tangentes  l'une  à  l'autre  de  la  hessienne  et  de  la  courbe 
originaire  se  présentent  respectivement  leur  côté  convexe,  comme  le  montre  \Si  Jig.  7. 
Considérons,  en  effet,  les  branches  qui  touchent  le  côté  x=  o;  pour  un  point  voisin. 
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trée  par  i'iMiin  branche  en  un  point  unique,  ce  qui  donne  en  tout 
trois  intersections  réunies  des  deux  courbes  {fig^  7).  Le  nombre 
(les  points  d' intersection  t/ui  peuvent  être  considérés  en  général 

Fig.  7. 


J\ 


V' 


comme  réunis  en  un  point  duuULe  est  donc  (gui  à  six.  On  recon- 
naît aussi  directement  la  même  chose  par  les  formules,  car,  dans 
la  recherche  des  points  d'intersection,  nous  pouvons  remplacer  la 
courbe  A  =r  o  par  une  quelconque  du  système 

AH-M/=o, 
M  étant  une  fonction  de  l'ordre  i[n  —  3),  et  en  particulier  par 

-r  [n  n  —  i;]^A  —  [n  —  i)  («  —  2)/:*"    '=0. 

Dans  cette  équation,  les  termes  du  second  ordre  on  r.  i  nui 
complètement  disparu;  elle  représente  donc  une  courlu-  ,i\  mi  .1 
l'origine  un  point  triple  dont  les  trois  tangentes  n'ont  aucmn  w- 
lation  particulière  avec  les  deux  tangentes  du  point  double.  Cha- 


X  sora  d'un  ordre  d'infiniment  petits  plus  élevé  que  y,  et  par  suite  la  branche  en 
question  de  la  courbe  originaire  sera  approximativement  représentée  par  la  para- 
bole 

X  ■+-  (ly  =  o, 

d  étant  le  cocnici.'iil  (réel)  dcj*  dans/O.  Négligeant  de  même  dans  -.n*(n  —i)*\ 
les  termes  multipliés  par  r,  nous  trouvons,  coninn'  (  .cilli  ient  de»  r'"-*,  l'expression 

Si  l'on  néglige  encore  une  fois  les  termes  multipliés  par  x,  et  qu'on  cherche  par  suite 
le  facteur  do  j*,  on  reconnaît  que  la  branche  correspondante  de  la  hcssicniie  c«t  re- 
présentée par  la  parabole 

(n  —  a)x  —  n.tl.j*  =  0, 

dont  la  convexité  est  de  sens  opposé  h  celle  de  la  première  parabole. 
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cune  des  branches  de  celte  courbe  auxiliaire  est  coupée  par  cha- 
cune des  branches  de  la  courbe  originaire  en  un  point,  ce  qui 
donne  encore  six  intersections. 

Pour  un  point  de  rebroussement  nous  avons  (la  constante  pré- 
cédente d  étant  supposée  égale  à  i  ) 


_^^.3,/i-3_^y(V).n- 


0-4-...  2  («  —  2)  JC"-'H-. 

ej-««- 'H-...      3(/i  — 3)7*2«-*-+-. 

3(„_3)j«5«-*+...  (//  — 9.1(/i  — 3)j:*8"-*-4-. 
=  — 12  (n—  \][n  —  2)  jx*z"»-»-4-A{*)5'"-'°-t- 

On  trouve,  par  conséquent,  que  dans  A  les  termes  les  moins 
élevés  en  x,  y  sont  de  la  troisième  dimension,  et  la  présence  du 
facteur  x-  donne  ce  théorème  : 

Dans  un  point  de  rebroussement  de  la  courbe  originaire,  la 
hessienne  a  un  point  triple,  et  deux  de  ses  branches  y  touchent 
la  tangente  de  rebroussement  (  '  ),  tandis  que  la  troisième  a  une 
tangente  séparée  {fi g.  8). 

On  reconnaît  le  nombre  des  points  d'intersection  réunis  ici  en 
considérant  [in  étant  ]>j)  la  courbe 

i  [«(«  -  i)P  A  -+-  ^xz*'*--f=  o. 


(')  Le  fait  que  deux  branches  de  A  forment,  comme  dans  la  Jîg.  8,  un  rebrousse- 
ment résulte  de  la  règle  de  Newton  et  Cramer,  qui  sera  bientôt  expliquée.  On  s'assure 
en  effet  facilement  que  l'expression  a'*',  dans  l'équation  précédente,  renferme  un 
terme  en^',  tandis  que  les  autres  sont  multipliés  par  x*;  mais  ces  autres  termes 
peuvent  être  négli{;cs  pour  un  point  situé  dans  le  voisinage  du  point  de  rebrousse- 
ment, car  X  est  d'un  ordre  d'infiniment  petits  plus  élevé  que  j*.  La  courbe  A  =  o  peut 
donc  être  remplacée  par 

c'est-à-dire  se  compose  de  deux  branches  dont  l'une  touche  la  lignes  =  o  et  l'autre 
appartient,  au  contraire,  au  type  du  point  de  rebroussement,  comme  cela  doit  être. 
La  situation  indiquée  dans  \Aßg.  8  du  rebroussement  de  A  par  rapport  à  celui  de/* 

résulte  de  ce  que  S  =■ »  d  désignant  le  coefficient  de^*  dans/;  il  se  troure  par 

conséquent  plus  petit  que  </,  de  sorte  qu'à  une  valeur  donnée  de^'  correspond  tou- 
jours une  valeur  de  x  plus  petite  que  pour  f. 
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dans  laquelle  fi  a  été  mis  à  la  place  du  facteur  numérique 

12  (rt—  2)  (/I  —  1). 

Cette  équation  ne  renferme  pas  de  terme  inférieur  au  quatrième 
ordre,  ce  qui  est  la  marque  distinctive  d'un  point  quadruple.  Les 

Fig.  8. 


quatre  tangentes  de  ce  point  n*ont  aucune  situation  particulière 
relativement  à  la  tangente  de  rebrousseraent;  elles  sont  donc  à 
elles  toutes  coupées  par  les  deux  branches  de  la  courbe  originaire 
en  huit  points.  Huit  des  intersections  d'une  courbe  à  point  de 
rebroussement  et  de  sa  hessienne  sont  réunies  au  point  de  rebrous- 
sement.  La  chose  a  été  démontrée  par  les  considérations  analy- 
tiques que  nous  avons  employées  pour  2  «^7;  mais  elle  est 
encore  vraie  pour  «  =  3.  Dans  ce  dernier  cas,  il  existe  en  général 
neuf  points  d'inflexion,  mais  on  voit  facilement  que,  dans  Thy- 
polhèse  d'un  point  de  rebroussement,  il  n'y  en  a  plus  qu'un  seul. 
Alors  en  effet,  ainsi  que  nous  l'avons  vu, /'est  représentable  sous 
la  forme 

d'où 


6«A  = 


22       0 

2X 

0    Gj- 

0 

nx    0 

0 

=  — 24j:*j'. 


Poury  =  o,  A  =  o,  on  a  donc  ou  bien  x^  =  o  et  y^  =  o,  ce 
qui  donne  six  points  d'intersection  réunis  au  point  de  rebrousse- 
ment, ou  bien  y  =^0  et  a;^  r  =  o,  ce  qui  donne  encore  deux  inter- 
sections réunies  au  point  de  rebroussement,  et  en  outre  le  point 
d'inflexion  unique  j'  =  o,  2  =  o. 


TBÉOME  CË.XÉaALE   DES   COOIBCS   ALGÊBBIOCES. 


Ces  exemples,  très-importants  pour  ce  qui  va  suivre,  suffiront 
pour  montrer  Tessence  et  l'applicabilité  des  méthodes  exposées. 
Nous  passons  maintenant  à  un  problème  plus  général,  celui  qui 
consiste  à  déduire  la  configuration  d'une  courbe,  dans  le  -voisinage 
d'un  point  nuiltiple  d'ordre  k,  de  Informe  de  son  équation  (  •  ). 

Par  un  point  de  cette  espèce  passent  toujours  A"  branches  de  la 
courbe;  il  peut  d'ailleurs  arriver  que  plusieurs  de  ces  branches 
aient  entre  elles  un  contact  simple  ou  un  contact  d'ordre  plus 
élevé,  tandis  que  d'autres  branches  ont  un  cours  séparé  des  pre- 
mières, ainsi  que  nous  venons,  par  exemple,  de  le  voir  pour  la 
manière  dont  se  comporte  la  hessienne  en  un  point  de  rebrous- 
sement  de  la  courbe  originaire.  Les  recherches  suivantes  doivent 
maintenant  nous  servir  à  séparer  ces  différentes  branches  de  la 
courbe  les  unes  des  autres  et  à  les  caractériser  dans  leurs  rap- 
ports respectifs.  Nous  reconnaîtrons  dans  l'ensemble  des  résul- 
tats ÔLune  première  approximation  les  combinaisons  de  trois 
types  fondamentaux  qui  comprennent  les  diverses  configurations 
d'une  courbe  dans  le  voisinage  d'un  de  ses  points.  Ces  types  ont 
notamment  une  grande  importance  pour  déterminer  la  forme  des 
branches  de  courbe  autour  d'un  point  lorsque  ces  branches  sont 
réelles. 

Nous  prenons  de  nouveau  le  point  dont  il  s'agit  pour  l'un  des 
sommets  du  triangle  de  coordonnées,  ou  en  posant  ^  =  i  pour 
origine  d'un  système  de  coordonnées  rectangulaires  ;  d'ailleurs, 
pour  simplifier,  nous  supposerons  que  l'axe  Y  soit  une  tangente  de 
la  courbe  à  l'origine.  L'équation  de  la  courbe  est  alors,  suivant  (2), 
de  la  forme 

/=.r-+-/(ï)4-/(')-h  ...=o. 

Avançons  maintenant  sur  "la  courbe  dans  la  direction  de  la  tan- 
gente j:  =  o  ;  pour  un  point  immédiatement  voisin  de  l'origine,  la 
coordonnée  x  est  infiniment  petite  vis-à-vis  de  la  coordonnée  y. 
On  doit  dans  ce  cas,  puisqu'il  ne  s'agit  que  de  fonctions  algé- 
briques, et  conformément  aux  principes  élémentaires  applicables 
à  ces  fonctions,  poser  en  fait  qu'il  existe  certaines  puissances  àe  y 


(•)  Nous  ferons  connaître  à  la  fin  de  ce  Chapitre  une  autre  méthode  indiquée 
par  Nöther  pour  la  resolution  algébrique  et  pour  la  caractérisation  d'un  point  mul- 
tiple. 
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du  même  ordre  d'infiniment  petits  que  x,  ce  qu^on  peut  exprimer 
en  disant  que  x  est  toujours  comparable  à  une  certaine  puissance 
(le  j-.  Or  cetlc  puissance  est  pour  la  nature  de  l'origine  un  nombre 
caractéristique.  Comme  nous  prenons  actuellement  Taxe  Y  pour 
tangente  de  la  courbe,  dans 

/=:  X  ■+-  aar*  -H  2  lijrj-  -+-  rj'  -f-/<*>  4-  .  .  . , 

les  termes  ax^  et  2  Ifxy  s'évanouissent  en  toute  hypothèse  devant 
X  si  j:  et  ^  sont  infiniment  petits;  mais  il  n'en  est  pas  nécessai- 
rement de  même  dej^.  Si  donc  nous  supposons  préalablement  c^o, 
nous  obtiendrons  le  cas  le  plus  simple,  celui  oit  x  est  comparable 

Alors  nous  pouvons  remplacer  la  courbe  dans  le  voisinage  de 
l'origine  par  la  parabole 

(6)  O=.r-+-o'. 

(jette  circonstance  est,  par  suite,  caractéristique  d'un  contact  simple 
avec  l'axe  Y.  Si,  au  contraire,  l'origine  est  un  point  d'inflexion,  la 
[)oIaire  quadratique  doit  renfermer  comme  facteur  la  tangente 
d'inilexionx  =  <),  c'est-à-dire  que,  dansy<-^=:rtx--h  2^av^-+-c^'', 
c  doit  être  nul. 

Nous  avons  alors,  en  introduisant  de  nouveau  pour  un  instant  la 
troisième  variable  ', 

f=  jz"-'  -4-  (rtJT  -♦-  a ÄJ )  xz"-* 

-»-  (  ax»  -h  3 ,5x*  j  -H  3  V  .rj»  4-  o>»)  *"-'  ■+- 

Ici  nous  pouvons,  par  un  changement  de  situation  de  r  =  o,  faire 

disparaître  entièrement  les  termes  du  second  ordre.  Il  suflit  de 

poser 

,        n.r  -h  9  ù  y 


Les  termes  du  second  ordre  disparaissent  en  cfi'et,  et  il  reste 
une  expression  de  la  forme 

/=  xs"»-«  -4-  («'.r>  -h  3^'u\r  -h  3  y' J.r'  -f-  o^ï"*)  z'"-»  -+-.... 

Dans  le  voisinage  de  l'origine,  x  sera,  cette  fois  encore,  d'un  ordre 
d'infiniment  petits  plus  élevé  que  j^",  nous  pouvons  donc  négliger 
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les  termes  a  x',  3,^'x-r,  Sy'.ry^,  et  x  devient  comparable  à  )'. 
La  courbe  peut  donc,  dans  le  voisinage  d'un  point  d'inflexion, 
être  remplacée  par  une  courbe 

{7)  j- -h  <?,-»  =  o. 

Un  point  double  ne  donne  rien  de  particulier,  car  nous  pouvons 
remplacer  un  point  semblable  par  deux  courbes  de  la  forme  (6)  ; 
il  en  est  autrement  pour  un  point  de  rebroussement .  Dans  un 
point  de  cette  nature,  nous  avons 

X-  devient  comparable  à^'  ou  x  à j  *  et  la  courbe  peut  être  rem- 
placée par 

(8)  j*-+-^/»^  =  o. 

Les  équations  (6),  (7),  (8)  nous  représentent  les  trois  types  fon- 
damentaux précités.  La  première  courbe  [ßg.  9)  court  d'un  seul 
côté  de  l'axe  Y  et  est  symétrique  par  rapporta  l'axe  X,  la  seconde 
est  située  symétriquement  par  rapport  aux  deux  axes  de  coor- 
données {Jig-  10)  tandis  que  la  troisième  a  son  cours  d'un  seul  coté 
de  l'axe  X  et  est  située  symétriquement  par  rapport  à  l'axe  Y  {ßg- 1 1 , 
où  d  est  pris  négativement)  (•  ). 

Revenons  maintenant  au  problème  posé  :  étudier  une  courbe 


F'e-  9- 


\ 


Fig.  10. 


Fig.  II. 

y 


\( 


dans  le  voisinage  d'un  point  multiple  d'ordre  h.  Si  l'origine  est 
un  point  singulier  de  cette  espèce,  le  développement  de^com- 


(')  Pour  ce  qui  concerne  l'étude  des  points  singuliers,  nous  renverrons  encore  ii  1111 
Mémoire  de  Stolz  {Math.  Annalen,  t.  Vill). 

Clcbscb.  —  Géométrie,  II.  3 
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mence  par  le  terme  y*'*'.  L'équation 

(9)  /<*)  =  «,  jr^-  -+-  rt,  X*-'  X-h  ...       H-  fijiX*  =  O 

donne  les  Ä  tangentes  du  point,  tangentes  que  nous  devons  déter- 
miner d'abord.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  Féquation  du  À'*** 
degré  a  toutes  ses  racines  diflerentes;  la  singularité  du  point  mul- 
tiple est  alors  épuisée  par  la  recherche  de  ces  racines,  à  moins  que 
des  branches  particulières  n'aient  au  point  multiple  une  inflexion, 
ce  qui  nécessiterait  un  examen  plus  approfondi.  Alors  nous  pou- 
vons imaginer  que  le  point  multiple  tire  son  origine  de  la  réunion 

de  — -points  doubles.  On  le  reconnaît  immédiatement  si  l'on 

trace  les  différentes  branches  de  la  courbe  de  telle  manière  qu'elles 
ne  passent  pas  exactement  par  le  même  point,  ainsi  qu'il  a  été  fait 
dans  la   figure   ci-jointe  pour  un    point  quadruple.   Le  nombre 

— donne  précisément  le  nombre  de  points  d'intersection 

des  A:  différentes  branches  ( /i^.  12). 

Supposons  au  contraire  que,  par  exemple,  /•  des  racines  de  l'équa- 
tion (p)  soient  égales;  nous  avons  à  établir  d'une  manière  précise 
les  relations  respectives  des  r  branches  qui  ont  une  tangente  com- 
mune. Afin  d'y  parvenir,  nous  prendrons  comme  axe  Y  cette  tan- 

Fig.  la. 

gente  qui  compte  z  fois;  l'équation  de  la  courbe  devient  par  là 

(10)  /=  X'- ,,(*•-'■)  .+-/(*+«)  H- /(*+»)  -f-  .  .  .  =0. 

Cela  admis,  x  est  encore,  dans  le  voisinage  du  point  considéré, 
d'un  ordre  d'infiniment  petits  plus  élevé  que^,  et  notre  problème 
est  de  rechercher  dans  f  tous  les  termes  qui  sont  comparables 
à  3f  y^'"".  Leur  somme,  égalée  à  zéro,  représente  une  courbe  f/ui 
peut  être  substituée  àj  dans  le  voisinage  de  l'origine,  en  tant 
f/u^  il  s'agit  uniquement  des  r  branches  de  J  qui  touchent  Vaxc  Y. 
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La  fonction  ç  est  en  eflet  de  la  forme 

et  dans  cette  expression  le  terme  eny^''  ne  doit  pas  manquer,  car 
autrement  9  renfermerait  un  autre  facteur  x,  tandis  que  ce  facteur 
est  supposé  entrer  seulement  /'  fois  dans  y^*^  Tous  les  autres 
termes  de  îj  renferment  des  facteurs  x  et  sont  par  suite  négligeables 
vis-à-vis  du  premier.  C'est  donc  dans  lesfonctionsyf*+'^,y*f**2\... 
qu'il  faut  chercher  les  termes  comparables  à  x''y''~''\  et  l'on  ne 
doit  même  avoir  égard  qu'à  des  termes  de  la  forme  xPjI,  pour  les- 
quels on  a  />  5  r.  La  somme  de  ces  termes,  égalée  à  zéro,  représente 
notre  courbe  en  première  approximation.  Cette  nouvelle  courbe  se 
composera  encore  de  différentes  branches,  et  sur  chaque  branche 
X  et  ■>'  auront,  quant  à  leur  ordre  infinitésimal,  un  rapport  déterminé; 
sur  chacune,  x  sera  comparable  à  une  puissance  déterminée  àe y, 

telle  que  j*-,  ou,  ce  qui  est  identique,  x*  sera  comparable  à  j  '.  Nous 
allons  maintenant  indiquer  une  règle  au  moven  de  laquelle  on 
peut  trouver  ces  nombres  et,  ß,  de  manière  à  résoudre  ainsi  la 
courbe  en  différentes  branches.  C'est  à  quoi  conduit  la  considé- 
ration suivante.  Supposons  d'abord  le  rapport  -  connu  pour  une 

certaine  branche.  Introduisant  ensuite  une  quantité  t  comme 
mesure  d'infiniment  petits,  nous  pouvons  poser 

lini.r  =  j? 
lim.)  =  î* 

1  * 

car  on  a  alors  à  la  limite  e=j^,   d'où  y=zi'^=x^,  c'est-à-dire 

que  y^  est  comparable  à  x*,  conformément  à  l'hypothèse.  Pour 

un  terme  quelconque  de  /  on  a,  par  conséquent, 


x''r 


.  /^H-y« 


Si  l'on  impose  maintenant  la  condition  que  xPyi  devienne 
infiniment  petit  d'un  ordre  déterminé,  le  nombre />ß  +  y«  devra 
avoir  une  valeur  constante  déterminée,  d'où,  par  exemple, 

pP  -h  '7«  =  ,'^. 

3. 
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Nous  avons  par  conséquent  ce  théorème  : 

Si  X*  et  y^  sont  du  même  ordre  d' infiniment  petits,  tous  les 
termes  xPy't,  qui  deviennent  par  cette  supposition  de  Vordre  inß- 
nitesimal  fi,  sont  déterminés  par  la  condition 

(il)  />j3-+-7a=u. 

La  théorie  des  nombres  apprend  à  obtenir  d'une  manière  eflec- 
live  les  nombres  en  question  ^  et  y  ;  ce  problème  revient  à  la  réso- 
lution delà  congrucnce 

p^^lt     (mod.  «), 

résolution  toujours  possible  dans  notre  cas,  parce  que  a  et/3,  dont 
le  quotient  entre  seul  en  considération,  peuvent  être  supposés 
premiers  entre  eux.  Pour  notre  but,  les  seules  valeurs  qui  puissent 
cire  employées  sont  naturellement  celles  pour  lesquelles  p  -\-  q 
est  plus  petit  que  n,  n  désignant  Tordre  de  la  courbe  étudiée.  Noiui 
avo  ns  maintenant  à  choisir  ^  aussi  petit  que  possible,  car  il  s'agit 
pour  nous  de  trouver  les  termes  vis-à-vis  desquels  tous  les  autres 
sont  d'un  ordre  plus  élevé  d'infiniment  petits.  Nous  pouvons  nous 
l'aire  une  idée  claire  de  la  question  en  employant  un  moyen  géo- 
métrique auxiliaire  (  '  ).  Si  nous  considérons,  en  eflet,  les  nombres 
entiers  p,  q  respectivement  comme  l'abscisse  et  l'ordonnée  d'un 
point  du  plan,  nous  pouvons  admettre  que  chaque  terme  est  figuré 
par  un  point  ayant  p,  q  pour  coordonnées.  L'équation  (i  i)  repré- 
sente alors  une  ligne  droite,  et  nous  pouvons  considérer  le  nombre 
^  comme  la  mesure  de  la  distance  de  cette  droite  à  l'origine,  car 
la  distance  dont  il  s'agit  est,  comme  on  sait,  égale  à 


Donc,  dans  celte  représentation  géométrique,  tous  les  points. 


(' )  Co  procédé  a  été  donné  par  Newton,  d'abord  pour  roprésciiter  approximative- 
ment  j  en  Tunclion  de  x,  une  équation /(.r,  r)  =  o  étant  donnée  (voir  Hethodus  func- 
tloHiim  et  terterum  inßnitarum ;  London,  i^SG.  {Opiucula,  cd.  Castîllon,  t.  I,  p.  Z^  et 
tiiiiv.)  Il  un  a  été  Tait  usa{;c  pour  la  théorie  de«  courbes  par  Cravck,  ImtroJnction  à 
l'analyse  des  lignes  courbes  algébriques  ;  1750.  Voir  auasi,  pour  ce  qui  suit,  PiiSEii. 
Recherches  sur  les  fonctions  algébriques  [Journal  de  Mathématiques  pures  et  appli- 
quées, t.  XV,  i8'^o  (traduit  on  allemand  par  Fisciien,  Hnlle,  1H61,  p.  -y'x  et  suir.)]. 
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tels  que  les  termes  correspondants  de  /  deviennent  inßniment 
petits  du  ^l''"*^  ordre  si  x"  est  comparable  à  y  ',  sont  rangés  sur 

une  droite  située  à  la  distance  • — '   —  de  l'origine. 

Tout  terme  d'ordre  d'infiniment  petits  supérieur,  auquel  par 
suite  correspond  une  valeur  /x'  plus  grande  que  p.,  est  situé  du  côté 
de  la  ligne  (ii)  opposé  à  l'origine.  Pour  trouver  les  termes  de 
l'ordre  le  moins  élevé,  nous  aurons,  d'après  cela,  à  procéder  de  la 
manière  suivante.  Soit^'  le  terme  du  degré  le  moins  élevé  ne  ren- 
fermant pas  X.  Il  lui  correspond  un  point  à  la  distance  s  sur  l'axe 
des  ordonnées  ;  par  ce  point  et  par  un  autre,  dont  les  nombres 
caractéristiques  ^  =  tt,  </  =  x  sont  aussi  petits  que  possible,  me- 
nons une  ligne  droite  située  à  une  distance  ^de  l'origine  [voir  ci- 
après  ßg.  i3).  Tous  les  autres  points  p^  q  doivent  donc  être 
situés  du  côté  de  cette  ligne  de  jonction  opposé  à  l'origine.  Cette 
dernière  ligne  passera  encore  (quoiqu'il  n'en  soit  pas  toujours 
ainsi)  par  une  série  d'autres  points  qui  sont  situés  entre  ;:,  *.  et  o,  s, 
auxquels  correspondent  des  termes  dey*;  la  somme  des  termes  de 
cette  espèce, 

12)  K,  =  --«^,^^A'j'/  — o, 

nous  donne  une  courbe  telle,  que,  pour  ses  branches  passant  parle 
point  multiple,  j:*  est  comparable  à  j  ^,  a  et  ß  étant  déterminés  par 

-5  4-  /a  1=  u. 

Si  nous  posons  ensuitex  =  j:'?,j)==^'',  l'équation  (12)  se  trans- 
forme en  une  équation  homogène  du  degré y:>  en  x , y*  (forme  bi- 
naire), car  alors  xP yt  devient  égal  à  x'^p  y'^.  Lorsque  toutes  les 

racines  -j  de  celte  équation  sont  différentes,  K,  =  o  représente  une 

série  de  branches  qui  ont  un  contact  simple  à  l'origine,  et  dont 
chacune  est  figurée  suivant  sa  forme  par  le  type  de  la  parabole, 
(^uand  au  contraire  il  existe  plusieurs  groupes  de  racines  égales 
entre  elles,  ces  branches  se  résoudront  en  classes  dont  la  détermi- 
nation se  fera  ensuite  par  la  répétition  de  considérations  tout  à 
fait  semblables.  Mais  ce  n'est  qu'un  peu  plus  tard  que  nous  appro- 
fondirons ce  sujet. 
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Du  point  TTfX.  passons  maintenant  à  un  point  7i',  x'  situé  de 
l'autre  côté  de  la  ligne  «^  -+-  ß/>  =  |iz,  mais  aussi  près  que  possible 
de  celle  ligne.  La  droite  qui  joint  les  deux  points  renfermera  une 
seconde  série  de  termes,  et  l'équation  correspondante 

(i3)  K,  =  o 

représente  un  système  de  branches  pour  lesquelles,  dans  le  voisinage 
de  l'origine,  x*'  est  comparable  ky^'.  On  a  alors 

<3'  4-  xk'  =  u\ 
77'.5'+  •/'«'  =  a', 

f/ désignant  la  dislance  de  la  nouvelle  ligne  à  l'origine,  et,  en  verlu 
de  notre  construction,  il  n'existe  aucun  terme  pour  lequel  le  rap- 

a' 
port  Tj  serait  le  même,  tandis  que  ^'  aurait  une  valeur  plus  petite. 

En  continuant  ce  procédé,  nous  obtenons  une  série  de  lignes  dont  la 
réunion  forme  un  polygone.  Ce  polygone  tourne  sa  convexité  du 
côté  des  deux  axes  de  coordonnées,  en  sorte  que  tous  les  points 
qui  correspondent  à  des  termes  de  J  sont  séparés  des  axes  par  le 
polygone  ou  sont  situés  eux-mêmes  sur  les  côtés  du  polygone.  A 
ces  côtés  correspond  une  série  de  courbes 

K,  =  o,      Kj  =::  o,      Kj  =  G,      .... 

Chacune  d'elles  réunit  les  termes  qui  pour  une  valeur  déterminée 
-  sont  de  Tordre  infinitésimal  le  moindre  possible.  La  dernière  des 

droites  passe  par  le  point  ^  =  /•,  </  =  Ä — r,  car  nous  n'avons  besoin 
de  considérer  aucun  des  termes  pour  lesquels  p  est  plus  grand  que  r. 
Le  polygone  est  alors  fermé  par  rapport  à  l'axe  des  abscisses.  La 
continuation  ultérieure  du  procédé  ne  conduirait  du  moins  plus  à 
des  branches  de  courbe  qui  touchent  l'axe  x=  o. 
Considérons  comme  exemple  (  '  )  la  courbe 

^  '^  ^      j  4-  c  jr«  -+-  r/.r*j*  -h  e-rj'  +/.r»  j*  -f-  g-,»  »  -  h  Äj»»  =  o, 

courbe  du  dixième  ordre  avec  point  sextuple  à  l'origine.  Nous 


(•)  Voir  atitsl  les  exemples  Iraitc»  aux  note*  dn  popes  ti;  cl  a<). 
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pouvons,  en  premier  lieu,  négliger  tous  les  termes  dans  lesquels 
l'exposant  de  x  est  plus  grand  que  5 ,  car  ces  termes  s'évanouissent  en 
toute  hypothèse  devant  x^j;  nous  négligeons  de  même  le  terme 
en  j'*,  car  notre  construction  commence  par^*.  Nous  conservons 
ainsi  une  courbe  du  neuvième  ordre 


(.5) 


x'j 


i..r»>' 


-+-  ^^j'  -1-/^ •  J'  +  ff j'  =  O, 


Les  termes  de  celte  équation  sont  marqués  d'un  signe  dans^la 
figure  ci-jointe  (  fig.  i3).  Nous  avons  d'abord  à  réunir  le  point  0,9 


Fi'.  i3. 


au  point  2,  5;  la  ligne  de  jonction  passe  aussi  par  i,  y.  Par  suitc^ 
après  séparation  du  facteur  j^*,  l'équation 


16] 


K,  =  />x'  -f-  ejrr*  ■+■ 


représente  une  courbe  du  quatrième  ordre  qui  remplace  deux 
branches  de  (i4)  dans  le  voisinage  de  l'origine,  et  qui  a  en  ce  point 
ce  qu'on  appelle  un  contact  avec  elle-même.  L'axe  X  l'y  rencontre 
en  deux  points  coïncidents,  l'axe  Y  en  quatre  :  nature  de  singu- 

Fiff-  i4- 


\"- 


\\ 


larité  qui  prend  naissance  dans  le  rapprochement  de  deux  pomts 
doubles  [fig-  i4)-  Nous  obtiendrons  avec  plus  de  précision  le  cours 
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des  deux  branches  en  posant  dans  (i6),  d'après  le  procédé  indiqué 
plus  haut,  x  =  x",j^  =j'ou  x  =  x',j^=y'fCten  résolvant  l'équa- 
lion  du  second  degré.  Par  là,  K|  se  décompose  en  deux  facteurs 

x'—  m,/,     y  —  m,y, 

et  nous  pouvons  conséqucmment  remplacer  K,  =  o  par  deux 
équations  du  t^^pe  de  la  parabole  (6), 

.r  —  /W|  J*  =  o,      .r  —  WjJ*  =  o, 

en  supposant  que  m,  et  Wj  soient  différents  l'un  de  l'autre. 

Conformément  à  notre  règle,  nous  avons  ensuite  à  joindre  par 
une  droite  le  point  a,  5  au  point  5,  i.  Cette  ligne  ne  renferme  plus 
aucun  point  marqué.  Nous  avons  donc,  après  séparation  du  facteur 
x^j",  la  courbe 

(17)  K,  =.r=>  -t-  hy  =  0. 

Pour  les  branches  ainsi  approximativement  représentées  de  la 
courbe  (i4)>  •^'  se  trouve  comparable  à^*.  La  courbe  a  à  l'origine 
un  point  triple  dont  les  trois  tangentes  se  confondent  avec  x  =  0; 
les  trois  branches  sont  adossées  à  l'axe,  chacune  à  la  manière  d'une 
parabole.  On  a  d'ailleurs 

et,  par  conséquent,  deux  des  branches  sont  imaginaires  et  une  réelle. 
Toutes  les  branches  de  la  courbe  proposée  qui  louchent  Taxe  Y 
sont  par  là  complètement  déterminées.  Nous  pouvons  ainsi,  en  con- 
tinuant notre  procédé,  obtenir  une  équation  d'approximation  pour 
la  branche  du  point  sextuple  qui  touche  l'axe  X.  Nous  devons  dans 
ce  but  tirer  de(i4)  pour  le  porter  dans  (i5)  le  terme  ax'',  et  tracer 
encore  la  ligne  5,  1 — 7,  o.  Celle  ligne  ne  renferme  plus  de  point 
marqué,  et  la  branche  cherchée  est,  après  séparation  d'un  facteur  a*', 

L=x  ■^ax*z=  o; 

elle  appartient,  par  suite,  au  t^'pe  de  la  parabole.  Les  différentes 
branches  réelles  du  point  sextuple  sont  donc  disposées  comme  le 
montre  \&Jig.  i5  (••). 

(*)  Dans  i*ßg.  49<  on  ■  tuppoté  qu«  a,  b,  m,,  m,  «ont  det  Qrandenr«  ponitivas. 
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Il  peut  toutefois  arriver,  dans  des  cas  particuliers,  que  l'expres- 
sion K.,  de  notre  exemple  soit  un  carré  parfait.  Alors  le  premier 
procédé   d'approximation   ne   suffit  plus  pour   séparer   les  deux 


branches  de  la  courbe,  qui  ont  dans  celte  circonstance  un  contact 
d'ordre  plus  élevé  l'une  avec  l'autre.  En  général,  il  peut  se  faire 
que  l'une  des  équations  K  =  o  (12)  et  (i3),  par  l'effet  de  l'intro- 
duction des  variables  a',  i ',  donne  naissance  à  une  équation 

?  i-^'->y)  =0» 

renfermant  un  facteur  linéaire  multiple 

x' —  mjr' 

(ou  plusieurs).  Pour  séparer  les  branches  correspondantes  de  la 
courbe,  nous  réintroduirons  a:,j  et  nous  aurons  alors  approxima- 
tivement 

i" —  m'*  )?  =  o. 

Si  l'on  pose  donc  ensuite  y  =  x«,  il  vient 

(«8)  .r=ni?r}-^l, 

^  étant  une  grandeur  d'un  ordre  d'infiniment  petits  plus  élevé 
que  r,^  Nous  avons  à  faire  cette  substitution  dansy(a:,  j)^)  pour 
déterminer  approximativement  ^  en  fonction  de  n,  et,  dans  ce  cal- 
cul approximatif  de  rj,  on  doit  encore  séparer  les  termes  d'ordre 
plus  élevé  suivant  la  règle  de  Cramer.  Si  dans  les  différentes  classes 
ainsi  obtenues  se  présentent  encore  des  équations  renfermant  un 
facteur  linéaire  multiple  ç*' — ni'^r,>\  il  faudra  encore  traiter  ce 
facteur  de  la  même  manière.  On  arrivera  toujours  en  fin  de  compte. 
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par  substitution  des  valeurs  ^,  tj  dans  (i8),  à  un  développement  de 
X  suivant  les  puissances  J factionnaires  ascendantes  de  y  y  déve- 
loppement qui  caractérise  la  manière  d'être  des  diflférentes  branches. 
Nous  éclaircirons  encore  ceci  immédiatement  par  un  exemple.  Sup- 
posons que  dans  la  courbe  précédente  y(x,^)  =  o  l'expression 
K|  (i6)  devienne  un  carré  parfait,  que  nous  ayons,  par  suite, 

D'après  la  règle  que  nous  venons  de  donner,  nous  devons  alors 
poser  (a  =  I,  ß  =  a) 

ar  = r,*  -t-  4,     y  --  jj, 

u 

ce  qui  donne,  si  nous  négligeons  tous  les  termes  plus  élevés, 

-F  r}[—  «••/;*-!-  //;-+-  i'y;*)*. 

En  chassant  le  facteur  %^  et  ordonnant  autrement,  nous  avons 
l'équation 

,.s  ,.v  ,.v  ,-  ,.'' 

(  lO )       //' ;*  H-  /</;- .  v;6  -f-  ^/  —  r/  -\-  f  —  r*  —  «  —  r,»  H-  r  —  >;"  =  o. 

'    ♦  //••  «'  'il*  li'  //' 


Faisant  usage  de  notre  règle  figurative,  nous  n'avons  à  consi- 
dérer que  la  ligne  qui  joint  les  points  2,  o  et  o,5,  et  par  conséquent 

la  classe  unique 

K'= //»;-• -h /i  1:^  =  0. 

d'où  résultent  pour  ^  les  deux  valeurs 


■^=^\/^' 


la  séparation  des  deux  branches  paraboliques  de  la  classe  Kt  est 
alors  achevée.  Pour  un  de  leurs  points  dans  le  voisinage  de  l'ori- 
gine, nous  obtenons  le  développement 


(ao)  jî  = >*zt-i/— ''>*• 
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Ëq  ce  qui  concerne  la  forme  des  branches  ainsi  séparées,  voici 
ce  qui  a  lieu.  Supposons  que  h  soit  une  grandeur  positive  ;  \j —  h  j^ 
ne  devient  réel  que  pour  des  valeurs  négatives  dey.  Les  valeurs 
ainsi  obtenues  pour  x  ne  sont  donc  réelles,  en  supposant  u  et  i» 
eux-mêmes  réels ,  que  lorsque  y  prend  des  valeurs  négatives  ; 
autrement  dit,  les  deux  branches  de  la  classe  K|  qui  se  louchent  à 
l'origine  sont  situées  du  coté  négatif  de  l'axe  Y  sans  franchir  l'axe  X. 
La  chose  se  produit  suivant  le  type  du  point  de  rebroussement  si 
l'une  des  valeurs  de  x  est  positive,  l'autre  négative.  Mais,  si  le  rap- 
port de  grandeur  de  v^  et  de  h  est  de  telle  nature  que  les  deux 
valeurs  de  x  aient  le  même  signe,  les  deux  branches  de  courbe  sont 
situées  du  même  côté  de  l'axe  Y.  Elles  forment  un  rebroussement 
de  seconde  espèce  {ßg-  lÖ)  ;  c'est  ainsi  qu'on  appelle  cette  singu- 

Fig.  16. 


larité,  par  opposition  au  rebroussement  ordinaire  ou  de  première 
espèce. 

Si  l'on  suppose  au  contraire  que  dansy(j:,  ^')  =  o  le  terme  en 
■>  '•  manque  (  A  =  o)  et  que  conséquemmenl  l'objet  de  la  recherche 
soit  une  courbe  du  neuvième  ordre,  l'application  de  la  règle  de 
Cramer  à  l'équation  (19)  donne  la  classe  unique 


K' 

II* 

d'où 

et  par  conséquent 

/                / 

(21)                               x  =  - 

-^r'f.^-'a/ 
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Dans  ce  cas,  les  deux  branches  ont  un  cours  symétrique  par  rap- 
port à  l'axe  X,  suivant  le  tvpe  de  la  parabole. 

Il  en  sera  de  même  en  général,  et  après  que  la  séparation  de 
toutes  les  branches  de  courbe  a  été  efl'ectuée,  on  obtient,  comme 
résultat  final,  un  développement  en  série  suivant  les  puissances 
fractionnaires  ascendantes  de j,  développement  ayant  Informe 

Chaque  terme  a  autant  de  valeurs  diflerentes  que  l'indique  le 
dénominateur  de  l'exposant  ;  aux  différentes  valeurs  de  j:  corres- 
pondent autant  de  branches  séparées  de  la  courbey=  o.  Le  cas  où 
l'exposant  d'un  terme  serait  entier  n'est  ici  pas  exclu,  car  alors  le 
coefïicient  de  ce  terme  est  toujours  irrationnel  et  donne  par  suite 
une  série  de  valeurs  irrationnelles,  comme  par  exemple  dans  l'équa- 
tion (21).  En' général,  pour  la  caraclérisalion  de  la  forme  d'une 
branche  dans  le  voisinage^  de  l'origine,  le  premier  terme  fournit 
déjà  une  base  de  mesure,  et,  dans  une  première  approximation, 
celte  forme  dépendra  de  la  question  de  savoir  si  les  nombres  a  et  ,â 
sont  pairs  ou  impairs  séparément  ou  simultanément.  Nous  avons 
d 'après  cette  idée,  en  généralisant  nos  dénominations  précédentes^ 
les  trois  types  fondamentaux  qui  suivent  : 

(  I  )  .^*  '"^'  =  .>  *  '•  type  de  la  pambole  [fg.  9) , 

(II)  ,.iA-+-i  _.  ^  U-t-i      type  du  point  d'inflexion  [fig.  10), 

(III)  ./•-'''     =)*'•■•■•      type  du  point  de  rcbmusscment  [ßg.  w]. 

En  s'attachant  spécialement  aux  grandeurs  réelles,  on  pourrait 
enfin  ajouter  encore  un  t/uatrième  type,  celui  du  rebroussement 
de  deuxième  espèce^  dont  l'équation  (20)  nous  a  fourni  un  exemple. 
Ce  t)'pe  est,  en  général,  caractérisé  par  la  circonstance  que  dans  le 
développement  en  série  une  racine  paire  doit  être  extraite  d'une 
puissance  impaire,  et  que,  par  suite  des  valeurs  particulières  des 
constantes,  le  signe  de  cette  racine  reste  sans  influence  sur  le 
signe  de  x.  Dans  ce  cas,  les  branches  en  question  deviennent 
imaginaires  d'un  côté  de  l'axe  X  de  la  manière  énoncée.  Il  est 
d'ailleurs  à  observer  que  la  méthode  développée  par  nous  dis- 
tingue uniquement  au  point  de  vue  du  réel  ou  de  l'imaginaire 
(p.  43)  le  dernier  cas  des  autres  qui  sont  caractérisés  par  des 
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développements  en  série  analogues.  Pour  pouvoir  aussi  représenter 
intuitivement  les  résultats  imaginaires,  il  est  nécessaire  d'employer 
ce  qu'on  appelle  la  surface  de  Jiiemann,  ainsi  qu'on  le  fait  dans  la 
théorie  des  fonctions;  mais  nous  ne  pouvons  ici  insister  davantage 
sur  ce  point. 

Observons  spécialement,  comme  résultat  de  la  recherche  effec- 
tuée ici,  qu'une  brandie  réelle  d'une  courbe  algébrique  ne  peut 
jamais  être  interrompue,  ou  que,  ce  qui  est  la  même  chose  : 

u4  partir  de  chaque  point  d'une  courbe  algébrique,  il  existe 
toujours  sur  la  courbe  un  nombre  pair  de  directions  d'avancement 
différentes,  parmi  lesquelles  plusieurs  peuvent  être  indéjîniment 
rapprochées  (comme  dans  les  points  de  rebroussement). 

La  méthode  que  nous  avons  employée  pour  l'étude  d'un  point 
singulier,  et  d'après  laquelle  on  place  l'origine  au  point  en  question 
et  l'on  développe  suivant  les  puissances  de  Jr,y,  va  nous  servir  à 
établir  un  théorème  important,  souvent  appliqué  et  démontré 
rigoureusement  par  Nöther  ('  ). 

Nous  avons  déjà,  à  plusieurs  reprises,  fait  usage  de  la  proposition 

d'après  laquelle  l'équation  d'une  courbe  /"=  o  qui  passe  parles  points 

d'intersection  de  deux,  courbes  ç  =  o,  'y'  =  o  peut  toujours  être  mise 

sous  la  forme 

/=Ay4-B|/  =  o, 

A  =  o,  B  =  o  étant  également  des  équations  de  courbes.  Or  ce 
fait  n'est  vrai  sans  restriction  qu'autant  que  dans  les  points  d'in- 
tersection de  9  et  de  ^j^  aucune  de  ces  courbes  ne  possède  de  point 
multiple.  Dans  les  autres  cas,  certaines  conditions  doivent  être 
remplies  pour  que  la  représentation  précédente  de^  soit  possible, 
et  nous  nous  proposons  dans  ce  qui  suit  d'établir  ces  conditions. 
Nous  rechercherons,  dans  cebut,  le  mode  d'existence  d'une  courbe 
/^  A^-f- BJ;  =  o  dans  le  voisinage  d'un  point  P  où  se  coupent 
deux  courbes  o  =o,  i|»=  o,  et  où  la  première  possède  un  point 
multiple  d'ordre  q,  la  seconde  un  point  multiple  d'ordre  r,  en  sorte 
que  rq  des  intersections  des  deux  courbes  s'y  trouvent  réunies  ; 


(  '  )  Ueber  einen  Satz  aus  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen  {Göttinger  Kack- 
richten, 1872,  p.  '190,  ou  Math.  Annalen,  t.  VI,  p.  353). 
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soit,  pour  préciser,  r^q.  Nous  nous  bornons  ici  au  cas  où  les  dtfTé- 
rentes  branches  àe  ^  cl^  n*ont  pas  de  contact  entre  elles.  Si  nous 
prenons  le  point  P  pour  origine,  tous  les  termes  de  dimension  o, 
i,a,  . •••(</  —  i)  dans /* s'évanouissent  en  toute  hypothèse,  et,  par 
suite,  f  aura  nécessairement  un  point  multiple  d'ordre  q.  Cette 
circonstance  donne  d'abord  Tévanouissement  de 

i-h2-f-j+...-4-7=  — ■ constantes, 

ce  qui  conduit  incidemment  au  théorème  suivant  : 

Si  un  point  déterminé  doit  être  un  point  multiple  d'ordre  </ 
pour  une  courbe  algébrique,  cette  condition  est  équivalente  à 

l^ conditions  linéaires,  c'est-à-dire  que  pour  une  courbe 

du  n'*"'  ordre  on  ne  peut  plus  choisir  que  — ^ ■ -^ ■ 

points  arbitrairement. 

Dans  notre  cas  toutefois ,  pour  r"^  q^  se  présentent  encore 
d'autres  conditions.  Les  termes  des  dimensions  q,  q  -h  i,  •-.,  r —  i 
dans  ^  sont  nuls.  Les  ('/-t-^-t-i)  coefficients  des  termes  du 
[q  -h  «)'*""  ordre  dans/  (*=(»,  !,...,/•  —  q  —  i)  dépendent  donc 
uniquement  des  coefßcients  des  termes  d'égale  dimension  dans  le 
produit  A(j?.  Ces  derniers  termes  s'obtiennent  en  multipliant 

les  termes  d'ordre  q  duns  f  par  les  termes  d'ordre  i        dans  A, 

»  q  -\- 1        »     f  »  /  —  I»A, 

» 

*  (7"*"0      "     ?  ■  o  »     A, 

On  ne  peut  donc  représenter  sous  la  forme  A^  -f-  B^j^  que  les 
fonclionsy  dans  lesquelles  lesq  -\-  i  -hi  coefficients  des  termes  de 
la  dimension  (q-hi)  peuvent  s'exprimer  linéairement  par 

H-2-f-3-+-...4-H-I    =- 

^        '  a 

quantités  arbitraires  (par  les  coefficients  de  A).  Or  les  termes  de 
la  7'*"%  de  la  (y  H-  i )'*•"%  . . .,  de  la  (;•  —  i)'*-  dimension  dans  / 
renferment 


;7 -4-1) -4- (7 -t- a) -H... -*-;•=  i^ 


^]{r-q] 
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coefficients.  Ce  seront,  en  conséquence,  des  fonctions  linéaires 
homogènes  des 

.  _H  .  +  3 -f.. . .+ (r- î)  =  l^llI^jtiHlZlll 


coefficients  arbitraires  des  termes  des  dimensions  o,  i , . . . ,  (/• — q  —  i  ) 
dans  A;  ou,  autrement  dit,  entre  les  coefficients  des  termes  de 
la  7'*""%  de  la  (y  -h  1)'*"%  .. .,  de  la  (/•—  i )'*■"•  dimension  de  /  de- 
vront exister  les  équations  linéaires  homogènes  en  nombre 

.         (r-7)(/--t-V-H)         {r  —  q][r—q-^\)  _,_ 
(a3) ■ =i[r—q)q, 

qui  résultent  de  Télimination  des  coefficients  précités  de  A. 

Mais  la  singularité  que  présentent  (j)  et  '^  au  point  considéré 
exerce  encore  son  influence  sur  une  série  de  termes  d'ordre  plus 
élevé  lorsque  y  est  représentable  par  Acp -+- Btf».  En  général,  les 
termes  d'ordre  h  dans  ^  s'obtiennent  en  multipliant 

dans  f  les  termes  d'ordre  7  par  les  termes  d'ordre  /•  —  q         dans  A, 

»                  7-1-ï                 "               ^'  —  q  —  i» 
» 

*  k  »  o  » 

dans  -p  les  termes  d'ordre  r  par  les  termes  d'ordre  k  —  rdans  B, 

»  /•  -T-    I  «  /■  /•  1 


Nous  pouvons  par  là  déterminer  le  nombre  des  coefficients  de  A,  B 
qui  entrent  dans  les  termes  de  la  fonction  Ao  ■+■  B(|/ jusqu'à  la  A'*""" 
dimension  inclusivement.  On  trouve 

I  -h  2  4- ...  -t-  Â  —  7  -M  !  =  -  (^  —  7  -f-  ?.H^  —  7  +  I  )  coefficients  de  A, 

et 

1  4-  2  -4-...-+-  'A  —  ;•  -t-  i)  =  -  (X-  —  r  -+-  2)  [k  —  /•  -h  i)  coefBcients  deB. 

En  tout,  par  conséquent,  Ac^  ■+■  B<p  renferme,  dans  les  termes  qui 
vont  jusqu'à  la  A'*""*  dimension  inclusivement, 

Q=]-[{k-q-^2][k-q-hl]-hik-r+l]{k-r+l]] 
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paramètres,  tandis  que  le  nombre  des  coefficients  à  exprimer  par 
les  paramètres  en  question  dans  les  termes  d'égale  dimension  de/, 
c'est-à-dire  dans  ceux  qui  vont  de  la  //'*'""  à  la  A**""  dimension,  est 

P  =  -  ( /  -t-  y  -+-  7.     A  —  7  -<-  i]. 
Si  nous  augmentons  maintenant  A  de  i ,  Q  croîtra  de 

et  les  k-h  2  coeftîcients  d'une  forme  binaire  du  (A  -f-  i)'*™«  ordre 
s'adjoignent  à  P,  c'est-à-dire  que  P  s'accroît  de 


La  différence  P  —  Q  qui  indique  le  nombre  des  coiidilioii> 
nécessaires  entre  les  coefficients  précités  dey  croît,  dans  cette  cir- 
constance, de  A  —  // — /-h  a;  tel  est,  en  conséquence,  le  nombre 
des  conditions  introduites  à  nouveau  lorsqu'on  prend  en  considé- 
ration les  termes  de  la  (A-f-  i  )'*■""  dimension  en  outre  de  ceux  de' 
la  A'*"'".  Si  donc  A  est,  en  particulier,  égal  à  y  -h  /•  —  2,  il  ne  s'ajoute 
aacu/ie  condition  nouvelle  ;  autrement  dit,  les  coefficients  des  termes 
de  la  [tf  -h  r  —  ly'-m"  dimension  dej  ne  sont  /dus  influencés  par  le 
point  singulier. 

En  conséquence,  si  nous  posons  h  =  q  -\-  r  —  ■>,  il  vient 

P-Q  =  /7+ ^7(7-4-1). 

C'est  là  le  nombre  total  des  équations  linéaires  nécessaires  ;  parmi 
elles  sont  comprises  les  (/•  —  7)7  indiquées  dans  (23).  Comme  en 

outre -7(7 -4- 1)  conditions  sont  imposées  par  le  point  multiple 

d'ordre  7  que  /  possède  en  P,  nous  avons  démontré  le  théorème 
suivant  : 

Si  deux  courbes  cj»  =  o,  ^p  =  o  ont  respectivement  en  un  de  leurs 
points  d' intersection  P  un  point  multiple  d'ordre  7  et  un  point 
multiple  d'ordre  r{i'^<l),  il  fnut,  pour  qu'une  courbe  passattt 
par  les  points  d'intersection  de<:f  et  de  ^  puisse  être  représentée 
sous  la  forme 
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ijue  cette  courbe  ait  en  P  un  point  multiple  d'ordre  q,  et  que,  si 
ce  dernier  point  est  pris  pour  origine,  les  coejßcients  de  f  jus- 
qu'à la  [r -{- q — i)"""*^  dimension  exclusivement  satisfassent   à 

rq V  (y  "•"  0  ^Çtititions  de  condition  linéaires  homogènes. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  vraie,  c'est-à-dire  que  les 
rq  conditions  trouvées  sont  sujjfisantes  pour  que  l'on  puisse  repré- 
senterysous  la  forme  A(^-hB<|f.  Nous  démontrerons  ce  dernier 
point  de  la  manière  suivante  (  '  ).  Si  les  rq  conditions  trouvées  sont 
satisfaites,  on  peut  toujours  trouver  deux  séries  a,  b  procédant 
suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x  et  telles  que  l'on 
aïlj'=  a^  -{-  b^.  Si  donc  nous  remplaçons  l'origine  par  un  point 
quelconque,  il  nous  sufBra  de  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Soit  a,  ß  un  système  de  solutions  des  équations  (p  =  o,  '^  =  o; 
soient  a,  b  deux  développements  procédant  suivant  les  puissances 
entières  positives  et  ascendantes  de  [x — a)  et  [jr — ß).  Pour 
que  J' soit  de  la  forme  Ao  -f-  B^,  ilfaiU  et  il  suffit  que  l'on  puisse 
déterminer  a  et  b  par  la  condition 

(a4)  /=«»-+- Ai. 

Supposons  en  premier  lieu  ^  =  or.  Groupons  dans  y*,  ^  et  B  les 
termes  indépendants  de  x,  et  écrivons 

En  faisant  le  même  groupement  dans  (A(p-hB(|;)  et  retenant 
seulement  les  termes  indépendants  de  x,  on  obtient 

c'est-à-dire  que ,  pour  l'exactitude  de  l'équation  Acp  -|-  B']»  =  o, 
en  supposant  o  =  x,  il  est  nécessaire  que  la  partie  indépendante 
dex  dans  f  soit  divisible  par  la  partie  indépendante  de  x  dans  '^. 

Cette  condition  est  suffisante,  comme  on  le  voit  immédiatement. 

Soit  ß  une  racine  de  'F  (^').  Supposons  la  condition  («4)  remplie 


(')  Voir  Halphe!(,  Sur  une  proposition  d'Algèbre  {Bulletin  de  ta  Société  mathé- 
matique de  France,  t.  V,  p.  160). 
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pour  le  système  (o,  |3).  On  conclut  de  là,  par  le  même  raison- 
nement, 

F(r)  =  Vrfr)» 

ht  étant  une  série  convergente  dans  le  voisinage  de  y  =  ß.  Il 
s'ensuit  que  F  contient  le  facteur  (j — /3)  au  moins  à  la  même 
puissance  que  Y. 

Si  maintenant  il  en  est  de  même  pour  chaque  racine  de  Y,  il 
en  résulte  que  F  est  divisible  par  ^ .  Donc  la  proposition  annoncée 
est  prouvée  pour  le  cas  où  l'on  a  <f  =  x.  Au  moyen  d'une  substi- 
tution linéaire,  on  en  conclut  que  la  proposition  est  prouvée  aussi 
pour  le  cas  où.  ç  est  un  trinôme  du  premier  degré  en  x^y. 

Arrivons  maintenant  au  cas  général.  Supposons  pour  un  instant 
les  coefficients  de  9  variables,  et  faisons-les  varier  de  telle  sorte 
que  le  système  de  solutions  (a,  ß),  multiple  d'ordre  /•</,  se  change 
en /v/ systèmes  différents  (ai,  ßi),  (a, ,82),....  Soient  Pi,  Pj,  .. . 
des  trinômes  du  premier  degré  assujettis  simplement  aux  condi- 
tions de  s'évanouir,  P«  pour  x  =  a  i,  j)  ==  ßi,  P2  pour  x  =  a... 

r  =  ß. 

En  môme  temps,  un  second  système  de  solutions  (a',  /3'),  mul- 
tiple d'ordre  /c/,  se  change  en  1^ (f  systèmes  différents.  Soient  de 
même  F,,  \f.,y  .  .  .  des  trinômes  assujettis  à  des  conditions  ana- 
logues, et  ainsi  de  suite. 

Soient  n  le  produit  de  tous  ces  trinômes,  et  <f'  le  polynôme  f  dont 
on  a  fait  varier  les  coefdcients.  Toutes  les  solutions  communes  à 
o'  =  o  et  i^=  o  étant  simples,  nous  avons 

A' et  n'étant  des  polynômes  entiers.  Celle  relation  subsiste  à  la 
limite  lorsque  <f  =  r^.  Alors  P| ,  P^,  •  •  •  s'évanouissent  pour  .r  =  a, 
j-z=ß,  et  ainsi  des  autres. 

De  là  cette  proposition  préparatoire  : 

Si  P|,  P2, sont  des  trinômes  du  premier  degré  en  x,  >  assu- 
jettis sinifdcnwnt  à  s'évanouir  pour  x  =  a,  >=  ß  ;  «  P'i ,  P'a,  • .  • 
sont  de  même  des  trinômes  assujettis  à  s'éx'anouir  pour  x  =  a\ 
j  s=^' ,  et  de  même  pour  chaque  solution  commune  ^r  <^  =  o,  t|*  =  o, 
on  peut  choisir  le  nombre  de  ces  trinômes  de  manière  à  avoir, 
en  désignant  par  II  leur  produit,  et  iptcl  f/ue  soit  le  polynôntr 
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entier  f, 

Il/=Cy-hD'^, 

C  ei  D  étant  aussi  des  polynômes  entiers. 

Supposons  maintenant  la  condition  (a4)  remplie  aux  environ» 
de  («,  ß).  Il  résulte  alors  de  Téquation  que  nous  venons  d'écrire 
et  dans  les  mêmes  limites 

(al(  — Cy  -f-  (Ail  — D  -^/^o, 

et  par  suite 

C  =  r/Il  4- ri, 

c  désignant  un  développement  analogue  à  a. 

Considérons  séparément  dans  11  le  facteur  P|.  Les  solutions 
communes  à  P,  =  o  etj»  =  o  autres  que  (a,  ß)  sont  toutes  simples 
et  ne  font  pas  évanouir  (});  elles  font  donc  évanouir  C,  suivant 
l'une  des  équations  précédentes.  En  ce  qui  concerne  la  solution 
a,  ß,  l'équation  C  =  an-|-c'<^  peut  être  envisagée  comme  expri- 
mant que  la  condition  (  24  )  est  remplie  à  l'égard  de  P| ,  (^  ;  G,  jouant 
le  rôle  de  9,  ^jf-  D'ailleurs,  Pi  est  un  trinôme  du  premier  degré. 
Donc,  d'après  un  résultat  précédent, 

C|  et  B  désignant  des  polynômes  entiers. 

La  dernière  valeur  de  C  portée  dans  11/"=  Go-f-  D'|  conduit  à 

\\f=:  C,  P,  î»  -^  (  D  +  B  '^  -i. 

Comme  II  contient  le  facteuf  P,,  le  coefficient  de  '^  dans  cette 
dernière  identité  contient  aussi  ce  facteur.  En  le  supprimant  et 
en  désignant  par  H,  le  produit  des  autres  trinômes,  nous  aurons 

Répétons  sur  celle  équation  et  à  l'égard  de  Po  le  même  raison- 
nement, et  ainsi  de  suite.  Nous  ferons  ainsi  disparaître  du  coeffi- 
cient de  f  dans  ny=  Co  4-  D^j>  tous  les  trinômes  relatifs  à  la 
solution  (sr,  ß).  Si  maintenant  les  conditions  analogues  à  (24) 
sont  satisfaites  par^  pour  toutes  les  solutions  communes  à  ç  =  o 
et  ip  =  o,  on  fera  de  même  disparaître  tous  les  trinômes  P',  P",  .... 
Donc^est  de  la  forme  A^H-  B}  :  c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

4. 
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Nous  mentionnerons  ici  un  cas  spécial,  fréquemment  appliqué, 
de  celte  proposition.  Une  partie  des  rq  conditions  est  satisfaite 
identiquement  en  toute  hypothèse  si  f  possède  en  P  un  point 
multiple  d'ordre  m  [m  étant  plus  grand  que  q),  tandis  que  A 
possède  simultanément  un  point  multiple  d'ordre  m  —  q,  et  si, 
pour  m  }>  r,  B  possède  aussi  au  même  point  P  un  point  multiple 
d'ordre  m  —  /•,  c'est-à-dire  si  les  termes  correspondants  de  la 
dimension  la  moins  élevée  en  A  et  B  manquent  eux-mêmes;  pour 
les  termes  de  la  m'""'  jusqu'à  la  (/-h  </  —  a)'*"*  dimension,  les 
autres  relations  continuent  à  subsister.  On  peut  les  considérer 
comme  des  conditions  qui  règlent  la  situation  des  diverses  bran- 
ches dey  qui  passent  par  P  à  l'égard  de  celles  de  ç  et  de  i|>.  Si 
donc  on  a  m  =  /•  4-  r/  —  i ,  il  n'existe  plus  aucune  condition  relative 
au  groupement  de  ces  branches.  De  là  ce  théorème,  important  à 
cause  de  ses  applications  : 

Une  courbe  /"==  o,  qui  a  en  un  point  P  un  point  multiple 
d'ordre  r -+- q  —  i  et  qui  passe  par  les  points  d'intersection  de 
deux  courbes  9  =  o,  t|*  =  o  telles  que  ^  ait  en  P  un  point  multiple 
d'ordre  q,  <|;  un  point  multiple  d'ordre  r,  peut  toujours  être 
représentée  sous  la  forme 

A  =  o  ayant  en  P  un  point   multiple   d'ordre  r  —  i ,  15=0  un 
point  multiple  d'ordre  q  —  1 . 


III.  —  Dualité.  -  Formules  de  Plucker. 

Conformément  au  principe  do  dualilc,  il  y  a  lieu  de  tenir  compte 
non-seulement  des  points  singuliers,  mais  encore  des  tangentes 
singulières.  En  effet,  d'après  le  principe  cité,  nous  devons  nous 
figurer  toute  courbe  comme  engendrée  de  deux  manières  diffé- 
rentes :  comme  décrite  par  un  point  mobile  et  comme  enveloppée 
par  une  droite  mobile  (*).  Le  point  décrivant  détermine  dans 
chaque  intervalle  une  direction,  et  cette  direction,  qui  correspond 


(')  Votr,  pour  ce  qui  luit,  PlCckcr,  Theorie  der  algebraitehen  Curven;  Bonn,  iSSg, 
p.  aoo  et  tuiv. 
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ù  un  avancement  infiniment  petit,  est  la  tangente  à  la  courbe  en 
Tune  des  positions  du  point  décrivant.  De  même,  la  droite  enve- 
loppante détermine,  par  chaque  changement  infiniment  petit  de 
position,  un  point,  car  un  tel  changement  peut  toujours  être  con- 
sidéré comme  une  rotation  autour  d'un  point  déterminé;  ce  sera 
là  le  point  de  contact  de  la  droite  considérée,  ^ous  obtiendrons 
donc  la  courbe  dont  il  s'agit  en  regardant  constamment  la  rotation 
de  la  droite  comme  une  fonction  de  Tavancement  d'un  de  ses 
points.  Dans  cette  dépendance  respective  des  deux  mouvements, 
quelques  particularités  peuvent  se  présenter,  et  c'est  là  ce  qui 
donne  lieu  aux  points  et  aux  tangentes  singulières.  Ces  circon- 
stances se  produisent,  ou  bien  lorsque  l'élément  décrivant  ou 
enveloppant  atteint  deux  fois  une  seule  et  même  position,  ou  bien 
lorsque  l'un  des  deux  éléments  change  le  sens  de  son  mouvement, 
tandis  que  l'autre  poursuit  une  marche  continue. 

Nous  avons  un  exemple  connu  du  premier  cas  dans  le  point 
double,  un  du  second  dans  le  point  d'inflexion  {*).  Au  point 
double  correspond  dualistiquement  la  tangente  double,  c'est-à- 
dire  une  tangente  possédant  deux  points  de  contact  différents 
[ßg.  17),    et  corrélativement  aux  différentes  espèces  de  points 

Fig.  17. 


multiples  on  distingue  un  même  nombre  d'espèces  de  tangentes 
multiples.  Mais  il  est  bien  à  remarquer  qu'une  tangente  double  ne 
peut  pas  être  considérée  comme  une  singularité  en  tant  que  l'on 
se  figure  une  courbe  comme  un  lieu  géométrique  de  points,  car 
nous  montrerons  incessamment  que  la  courbe  représentée  par  une 
équation  générale  en  coordonnées  points  possède  un  certain 
nombre  de  tangentes  doubles,  et  de  même  un  point  double  ne  doit 
pas  davantage  être  considéré  comme  une  singularité  si  l'on  se 
figure  la   courbe  comme  enveloppe  d'une  ligne.    Si  maintenant 


(*)  Foir  les  explications  plus  détaillées  données  p.  8. 
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dans  un  élément  double  se  présente  d'abord  une  indétermination 
à  l'égard  de  la  direction  d'avancement,  c'est-à-dire  du  choix  de 
l'élément  voisin,  il  n'intervient  pas  pour  cela  de  discontinuité  dans 
le  mouvement  du  point  et  de  la  tangente,  puisque  l'on  s'approche 
de  l'élément  double  sur  une  branche  déterminée,  et  que  l'on  con- 
sidère ainsi  la  courbe  conformément  à  sa  description.  11  en  est 
autrement  pour  le  point  d'inflexion,  la  singularité  consistant  alors 
en  une  relation  entre  point  et  tangente,  et  une  seule  branche  de 
courbe  entrant  en  considération.  Un  fait  analogue  a  lieu  pour  le 
point  de  rebroussement  en  vertu  de  la  loi  de  dualité,  car  on  voit 
immédiatement  sur  une  fîgure  que  là  le  point  change  sa  direction 
d'avancement,  tandis  que  la  tangente  continue  sa  rotation  dans  le 
même  sens.  Nous  démontrerons  au  surplus  la  chose  algébriquement, 
et  les  mêmes  développements  sont  également  applicables  aux  sin- 
gularités imaginaires. 

Au  moyen  de  la  recherche  simultanée  des  deux  espèces  de 
singularités,  on  arrive  facilement  à  résoudre  la  contradiction  appa- 
rente que  nous  avons  déjà  rencontrée  lorsqu'il  s'est  agi  de  repasser 
de  l'équation  en  coordonnées  lignes  d'une  courbe  donnée  en  coor- 
données points  à  cette  équation  ponctuelle  originaire.  Nous 
reconnaîtrons,  en  efiet,  qu'il  n'existe  pas  de  courbe  d'ordre  supé- 
rieur au  second  ne  possédant  ni  point  multiple  ni  tangente  mul- 
tiple, et  qu'au  contraire  toute  courbe  d'un  ordre  plus  élevé  sans 
point  multiple  a  nécessairement  un  nombre  déterminé  de  tan- 
gentes doubles  ou  multiples,  de  même  que  toute  courbe  sans 
tangente  multiple  a  nécessairement  un  nombre  déterminé  de 
points  doubles  ou  multiples.  Si  nous  ajoutons  cette  remarque  que 
le  nombre  n  [n  —  i)  donné  pour  la  classe  d'une  courbe  souffre 
certaines  exceptions  par  suite  de  la  présence  d'un  point  multiple, 
il  est  clair  que,  conformément  au  principe  de  dualité,  l'ordre  d'une 
courbe  possédant  des  tangentes  doubles  ne  doit  pas  être  immé- 
diatement exprimé  en  fonction  de  sa  classe  k  par  le  nombre 
k{k — i),  et  par  là  se  trouve  écartée  la  contradiction  apparente 
signalée.  Des  résultats  semblables  se  produisent  à  Tégard  des 
tangentes  d'inflexion  et  des  points  de  rebroussement. 

La  remarque  énoncée  en  dernier  lieu  relativement  à  l'influence 
des  points  doubles  et  des  points  de  rebroussement  sur  la  classe 
résulte  des  théorèmes  démontrés  plus  haut  sur  la  manière  dont  se 
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comportent  les  polaires  en  ces  points  (p.  24)-  Nous  supposerons 
d'abord  qu'il  ne  s'agit  que  de  simples  points  doubles  et  de  simples 
points  de  rebroussement,  et  nous  exclurons  les  singularités  plus 
élevées.  La  classe  d'une  courbe  a  été  définie  par  le  nombre  de  ses 
intersections  avec  la  première  polaire  d'un  point  quelconque  prise 
relativement  à  elle.  Or,  deux  de  ces  intersections  se  trouvent 
réunies  dans  un  point  double,  trois  dans  un  point  de  rebrous- 
sement, et  ces  points  ne  doivent  pas  être  comptés,  à  proprement 
parler,  comme  des  points  de  contact  de  tangentes  issues  du  pôle. 
Chaque  point  double  réduit  donc  la  classe  de  deux  unités,  chaque 
point  de  rebroussement  de  trois,  c  est-à-dire  que  l'on  a 

(  1  )  A  =  n'ii  —  I  )  —  ifl  —  3/-, 

formule  dans  laquelle  d  désigne  le  nombre  des  points  doubles  de 
la  courbe  donnée,  r  celui  de  ses  points  de  rebroussement.  En  tant 
qu'il  s'agit  de  points  réels,  on  peut  aussi  apercevoir  la  nécessité 
de  cette  réduction  ainsi  qu'il  suit.  Considérons  une  courbe  n'ayant 
aucun  point  double,  mais  dont  deux  branches  sont  rapprochées  de 
telle  sorte  qu'au  moyen  d'une  petite  déformation  on  obtienne 
une  courbe  à  point  double.  On  voit  clairement  alors  comment  les 
deux  tangentes  menées  d'un  pointjy^  à  ces  branches  (u  et  ^'  dans  la 
fig.  18)  se  confondent  avec  la  ligne  qui  joint ^  au  point  double 

Fig.  18. 


quand  la  susdite  déformation  est  réalisée,  de  sorte  que  cette  ligne 
de  jonction  compte  effectivement  deux  fois  comme  tangente 
improprement  dite.  On  reconnaît  immédiatement,  en  vertu  de  nos 
considérations  précédentes  sur  la  production  d'un  point  de  rebrous- 
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semenl  au  moyen  d'un  point  double  avec  boucle,  que  la  même 
ligne  doit  être  comptée  trois  fois  en  cas  de  point  de  rcbroussement 
(p.  25). 

L*équation  (i)  est  la  première  d'une  série  de  relations  auxquelles 
satisfont  les  nombres  caractéristiques  d'une  courbe,  et  qui  sont 
appelées yb/"mu/ej  de  Pliicher,  du  nom  de  leur  inventeur  (•). 

Une  seconde  équation  de  la  même  espèce  détermine  le  nombre 
des  points  d'inflexion  dans  leur  relation  de  dépendance  avec  d 
et  r.  Le  nombre  des  inflexions  est,  comme  on  sait,  égal  au  nombre 
des  intersections  de  la  courbe  originaire  avec  sa  hessienne.  Mais 
nous  savons  (p.  28)  qu'en  un  point  double  de  la  courbe  origi- 
naire se  trouvent  réunies  six  de  ces  intersections  et  huit  en  un 
point  de  rcbroussement.  Chaque  point  double  d'une  courbe  réduit 
donc  le  nombre  w  de  ses  points  d' inflexion  de  six  unités,  chaque 
point  de  rcbroussement  le  réduit  de  huit,  c  est-à-dire  que  ion 
a{^) 

(•x)  «•=:3/î(// — 2)  —  G<1  —  8  y. 

Il  est  d'ailleurs  fort  possible  que  la  courbe  ait  dans  un  point 
double  des  points  d'inflexion,  ainsi  que  cela  se  présente,  par 
exemple,  dans  la  figure  connue  de  la  lemniscate.  Ces  circonstances 
donnent  lieu  à  un  plus  grand  nombre  d'intersections  de  la  hes- 
sienne  avec  la  courbe  originaire  au  point  double,  mais  non  i 
d'autres  réductions. 

Des  formules  (i)  et  (2)  on  déduit  d'autres  formules,  en  vertu 
du  principe  de  dualité.  D'après  ce  principe,  l'ordre  et  la  classe 
se  correspondent  réciproquement;  il  en  est  de  même  du  point 
double  et  de  la  tangente  double  :  nous  avons,  par  suite,  à  remplacer 
n  par  Ä,  d  par  t,  t  désignant  le  nombre  des  tangentes  doubles.  A 
une  tangente  d'inflexion,  c'est-à-dire  à  une  droite  rencontrant  la 


(')  PlÏ'Crer,  Solution  d'une  fuettion  fondamentale  concernant  la  théorie  générale 
des  courbes  {Journal  de  Crelle,  t.  12,  i8.34)-  '""■  »u»»i  du  même  auteur  :  System  der 
analytischen  Geometrie,  Berlin,  i83j,  p.  sSq,  et  Theorie  der  algebraischen  Curven , 
Bonn,  i83g,  p.  307  et  suiv. 

(*)  Sur  \afig.  18,  on  reconnaît  racilcment  qu'un  point  double  k  tangente«  réelles 
absorbe  toujours  deux  points  d'inflexion  réels;  ces  points  sont  marqués  dans  la  figure. 
De  même,  suivant  \^  ßg.  19,  deux  rebroussements  réels  sont  absorbés  |Mir  une  tan- 
gente double  à  points  do  contact  réels. 
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courbe  en  trois  points  successifs,  correspond,  en  vertu  des  mêmes 
considérations,  un  point  dans  lequel  se  coupent  trois  tangentes 
successives,  c'est-à-dire  un  point  de  rebroussement;  en  d'autres 
termes,  les  nombres  w  et  r  se  correspondent  dualistiqucment  dans 
les  formules  précédentes.  Pour  le  démontrer,  comparons  la  ma- 
nière d'être  des  tangentes  dans  le  voisinage  d'une  tangente  d'in- 
flexion avec  celle  des  points  dans  le  voisinage  d'un  point  de 
rebroussement.  Commençons  par  ce  dernier  et  transportons-le  à 
l'origine.  L'équation  de  la  courbe  est  alors  de  la  forme  (p.  a4) 

/=  x-z"-*  -h  y^z"-'  H-  .  .  .  =  o. 

Les  coordonnées  de  la  tangente  d'un  point  x.j^,  z  infiniment 
voisin  de  l'origine  seront  par  suite,  en  négligeant  les  termes  d'un 
ordre  d'infiniment  petits  supérieur, 

dr 

0/ 

'.» 

dz 


,.=  ^^.==3,'.'- 


A  l'aide  de  l'équation  x-z  -h  r'  =  o,  on  obtient  la  condition 
4«'*  —  2-«'«'  =z  o, 

à  laquelle  satisfont  les  tangentes  dans  le  voisinage  du  point  de 
rebroussement  :  c'est  une  courbe  de  troisième  classe  qui  re- 
présente la  succession  des  tangentes  consécutives  dans  le  voisi- 
nage de  ce  point.  En  faisant  donc  abstraction  du  facteur  numé- 
rique —  »  la  courbe,  dans  le  voisinage  du  rebroussement,  si  on 
27 

la  considère  comme Jigure  engendrée  par  un  point,  est  du  type 
a:*z  4- j>  '  =  o,  et,  si  on  la  considère  comme  figure  engendrée  par 
une  ligne,  elle  est  du  type  u^w-\-  v^  =  o,  j:  =  o,  j^'  =  o  étant  les 
coordonnées  du  point  de  rebroussement,  1^  =  0,^=0  celles  de  sa 
tangente.  Or,  la  dernière  équation  est  la  contre-partie  dualistique 

de  la  forme 

xz-  -f-  J-»  =  o, 

caractéristique  du  point  d'inflexion  (p.  33),    car  nous   avons  à 
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remplacer  w  par  x,  u  par  z,  puisque  dans  u^w-\-  u^  =  o  les 
coordonnées  de  la  tangente  de  rebrousseraent  sont  données  par 
v=  o,  «»  =  o,  et  que  dans  xz^-i-j^  =  ocelles  du  point  d'inflexion 
le  sont  par  a:  =  o,  j-  =  o.  On  arrive  naturellement  au  môme  résultat 
en  partant  du  point  d'inflexion.  L'équation  de  la  courbe  dans  le 
voisinage  d'un  point  de  cette  nature  est 

jZ*  -+-  .»■'  =  G, 

et,  par  suite,  les  coordonnées  de  la  tangente  d'inflexion  sont 

pu  =  z*.      oi'  =  3j  *,      pu»  =  IXZ. 

Elles  satisfont  à  la  condition 

\  !'■' 2-  «II'*  =  o, 

et,  si  nous  remplaçons  de  nouveau  u  par  z,  w  parx,  nous  avons  le 
type  du  point  de  rebroussement.  L' étjuation  de  la  courbe  dans  le 
voisinage  du  point  d'inßexion  est  donc  :  la  courbe  étant  consi- 
dérée comme  figure  engendrée  par  un  point,  du  type 

.rz*  +  ^'  =:  G  ; 

la  courbe  étant  considérée  comme  figure  engendrée  par  une 
ligne,  du  type 

llW^  -t-  i'''  =  o. 

Donc  y  par  rapport  aux  grandeurs  infiniment  petites,  le  point 
de  rebroussement  w  =  o  se  comporte  comme  la  tangente  d' in- 
flexion X  =  o  et  le  point  d'inßexion  comme  la  tangente  de 
rebroussement. 

Nous  réunissons  sommairement  ces  résultats  dans  le  Tableau 
suivant,  où  les  singularités  placées  en  regard  Tune  de  l'autre  se 
correspondent  dualistiquemenl  : 


Coordonnées  points. 

Point  double  ayant  deux  tangentes 
réelles. 

Point  de  rebroussement. 

Point  double  ayant  deux  tangentes 
imaginaires  (point  isolé). 

Point  d'inflexion. 


Coordonnées  lignes. 

Tangente  double  dont  les  deux 
points  de  contact  sont  réels. 

Tangente  d'inflexion. 

Tangente  double  dont  les  deux 
points  de  contact  sont  imaginaires 
(tangente  isolée). 

Tangente  de  rebroussement. 
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En  vertu  de  ces  développements,  la  transformation  dualistique 
des  équations  (i)  et  (2)  donne  les  deux  relations  suivantes  : 

(3)  n=    X(A_i)_2/  — 3«', 

(4)  r  =  3A(i{— a]-6/  — 8«'. 

On  peut  aussi ,  par  une  voie  géométrique  et  directe ,  rendre 
sensible  aux  yeux  la  proposition  contenue  dans  Téquation  (3), 
au  moins  tant  quMl  ne  s'agit  que  de  quantités  réelles,  ainsi  que 
nous  l'avons  fait  à  l'égard  de  l'équation  (  i  )  ;  et  l'on  y  parvient  en 
partant  d'une  courbe  qui  n'a  besoin  que  d'être  un  peu  déformée 
pour  acquérir  une  tangente  double.  Alors  deux  branches  de 
la  courbe  parcourent  très-près  l'une  de  l'autre  un  segment  AB, 
comme  dans  la  fig.  19,  pour  donner  naissance,  après  la  réalisation 
de  la  transformation ,  à  la  tangente  double.  Les  deux  points  de 
rencontre  d'une  droite  quelconque  (m)  avec  les  branches  précitées 
sont  alors  transportés  sur  la  tangente  double  et  doivent,  comme 
intersections  improprement  dites,  être  retranchés  du  nombre 
Ar(A: — 1).  En  effet,  un  point  d'intersection  de  u  avec  la  courbe  est 
défini  par  la  propriété  qu'on  peut  mener  de  ce  point  à  la  courbe 
deux  tangentes  coïncidentes.  Mais  il  en  est  ainsi  pour  tout  point 
d'une  tangente  double.  Si  maintenant,  dans  la  courbe  à  tangente 
double  {Jig-  19),  on  fait  graduellement  coïncider  les  deux  points 


de  contact,  on  reconnaît  qu'un  troisième  point  d'intersection  de  u 
tombe  sur  la  tangente  double,  cette  dernière  devenant  tangente 
d'inflexion.  On  peut  alors  faire  que  les  branches  désignées  par  a 
dans  \^ßg-  19  se  confondent  entièrement  avec  la  tangente  double, 
ce  qui  donne  naissance  à  la  courbe  ponctuée  dans  cette  figure. 
Les  quatre  formules  de  Pliicker  (i),  (2),  (3),  (4)  montrent  que 
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loule  courbe  possède  réellement  certaines  des  singularités  étudiées, 
ainsi  qu'il  a  été  affirmé  plus  haut.  D'ailleurs,  l'équation  (3)  nous 
donne  l'ordre  d'une  courbe  en  fonction  de  sa  classe  ;  la  réduction 
demandée  est  donc  due  exclusivement  à  la  présence  de  tangentes 
doubles  et  de  tangentes  d'inflexion  dans  toute  courbe  générale  du 
//'*■"•  ordre.  Les  points  d'inflexion  et  les  points  de  rebroussement 
ne  peuvent  manquer  simultanément  que  si  l'on  a 


f/  --.  t  — 


/#  ^  ». —  'X  I 


c'est-à-dire  dans  une  espèce  très-particulière  de  courbes  d'ordre 
pair;  pour  qu'il  n'y  ait  ni  points  doubles  ni  tangentes  doubles,  il 
faut  que 

,( 

ce  qui,  en  faisant  abstraction  des  courbes  du  second  ordre,  répond 
à  une  espèce  particulière  de  courbes  de  l'ordre  3  A  ou  3/i  -h  a. 
Les  deux  circonstances  dont  il  s'agit  ne  peuvent  être  réunies 
pour  n  ^  a. 

Les  quatre  équations  qui  ont  lieu  entre  les  trois  couples  de  sin- 
gularités ordinaires,  c'est-à-dire  entre  les  nombres  /lÂ",  dt,  rw,  ne 
sont  toutefois  pas  indépendantes  les  unes  des  autres.  Au  contraire, 
l'une  d'elles  est  la  conséquence  des  trois  autres,  car  de  (i)  et  (a), 
de  même  que  de  (3)  et  (4)f  résulte  l'équation,  non  susceptible 
d'être  modifiée  par  des  considérations  de  dualité, 

(5)  3(yt_„  ;=r<,'—  /•. 

Ainsi  trois  des  six  singularités  sont  complètement  déterminées 
par  les  trois  autres.  Etant  donnée,  par  exemple,  une  courbe 
d'ordre  n  sans  point  double  ni  point  de  rebroussement,  on  a 
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Nous  avons  précédemment  déterminé  les  3 n(/i  —  a)  points  d'in- 
flexion par  une  courbe  d'ordre  3(/i  —  a)  qui  les  traverse.  D'une 
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manière  tout  à  fait  semblable,  nous  pouvons  obtenir  directement 
le  nombre  t  en  faisant  connaître  une  courbe  de  Tordre  [n — 2)(n' — 9) 
qui  passe  par  les  n{ii  —  î»)('i* — 9)  points  de  contact  des  tangentes 
doubles.  La  possibilité  de  ce  mode  de  détermination  ne  va  nulle- 
ment de  soi,  car  nous  verrons  plus  tard  que,  parmi  les  points  d'in- 
tersection de  deux  courbes,  il  y  en  a  toujours  un  certain  nombre 
qui  sont  déterminés  par  les  autres,  en  sorte  qu'il  n'est  pas  possible 
de  déterminer  sur  une  courbe  algébrique  un  système  de  points  au 
moyen  d'une  seconde  courbe  sans  obtenir  d'autres  points  d'inter- 
section (')• 

Soit  j'  le  point  de  contact  d'une  tangente,  et  x  un  point  quel- 
conque de  cett«  droite;  on  a 

rt"  =  o     et     a1~  '  rtj.  =  o. 
De  l'équation  du  /i""'*  degré 

qui  détermine  les  autres  («  —  2)  points  d'intersection  de  la  tan- 
gente, se  sépare  un  facteur  ).-.  L'équation  du  (/i  —  a)'*"*  degré 
restante  aura  nécessairement  une  racine  double  si  la  ligne  xj  est 
assujettie  à  être  une  tangente  double.  Nous  pouvons  maintenant 
défînir  le  point  x,  entre  autres  manières,  comme  l'intersection  de 
la  tangente  de  j  avec  une  droite  arbitraire  Ux,  u^,  1/3,  de  telle  sorte 
que  nous  ayons  à  remplacer  les  x  par  les  déterminants  mineurs 
formés  des  ui  et  des  grandeurs  a"r^  ai=.  b"~'  hi.  La  condition  que 
Y  soit  le  point  de  contact  d'une  tangente  double  est  alors  donnée 
par  l'évanouissement  du  discriminant  de  l'équation 

6  )  [  «  a  y  -1-  /  (  abu  )  h]r  •  ]"  =  o. 

Si  l'on  réussit  à  représenter  ce  discriminant  indépendamment  des 
M/,  son  évanouissement  donnera  une  courbe  de  l'espèce  demandée. 
Or  cela  est  toujours  en  fait  possible,  car  on  peut  toujours  isoler 


(*)  On  peut  aussi,  toujours  aa  moyen  du  principe  de  translation,  indiquer  un  sys- 
tème de  courbes  qui  aient  les  tangentes  doubles  pour  tangentes  communes,  dés  que 
l'on  a  sous  forme  symbolique  la  condition  nécessaire  pour  la  présence  de  deux  racine*« 
doubles  dans  une  forme  binaire  d'ordre  n  (^votr  la  note  de  la  p.  348  du  t.  I). 
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du  discriminant  F(^,  u)  un  facteur  li*.  Posons  en  efl'et 

en  vertu  de  l'identité  (t.  I,  p.  35a) 

[abu) l'y  :=  ( avu )  hj  -+-  ( atw  •  « ,  —  (  /-'««  '  ti , , 
et  à  cause  de  b".=  o,  il  résulte  de  [6) 

\[}i  —  û[bni)  b^r^] ay-^oUy[ahv)  b",  -•'"=  o 


ou 

(7) 

si  l'on  pose 


[u'^,.+  ÀV//vi; /.;-']"  =  o, 

/  bvu  ^  b"  ~  • 

Vy 

-    "y 

/,    =  o  H  ,.  =  /.  • 

'       •  •> 

Ces  dernières  équations  donnent,  pour  la  variable  binaire  -j  um 

u 

suhstitulion  linéaire  ayant  pour  déterminant 


vbu)b';,~^ 

Par  TefTet  d'une  substitution  linéaire,  le  discriminant  en  ques- 
tion ne  peut  éprouver  d'autre  modifîcation  que  la  multiplication 
par  une  puissance  du  dernier  déterminant  ;  d'ailleurs,  l'expres- 
sion (y)  est  de  la  même  forme  que  l'expression  (6);  seulement 
les  u  ont  été  remplacés  par  les  v.  Nous  avons  en  conséquence 

ou 

F(r,«}_F(j..'^ 


c'est-à-dire  que  le  quotient  du  discriminant  et  d'une  puissance 
convennhie  de  Uy  est  complètement  indépendant  des  grandeurs 
arbitraires  ii/.  Si  donc  on  sépare  le  facteur  Uy  un  assez  grand 
nombre  de  fois  pour  que  le  reste  ne  comprenne  plus  les  »,,  ce 
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dernier  reste  représentera  une  courbe  dont  il  s'agit  maintenant  de 
déterminer  Tordre.  C'est  ce  qu'on  fait  au  moyen  de  la  règle  sui- 
vante : 

«Si  dans  une  équation 

a^u"*  ■+■  mai  u*"-' À  -+-...  -+-  ma„_^  u/.'"-*  -h  a,„ >*"  =  o 

les  coefficients  a,  sont  des  fonctions  homogènes  de  Xt,  X2,  x^,  et 
que  les  nombres  ao,  ^i,  tXo,  . . .,  a„,  qui  expriment  le  degré  de 
ces  fonctions  forment  une  progression  arithmétique,  le  discrimi- 
nant est  du  degré  [m  —  i )  («o -i-  a^  )  p^f  rapport  à  XifX^y  x^. 

Nous  le  démontrerons  de  la  manière  suivante.  Le  deg^é  du  dis- 
criminant F[aQ,  ai,  . .  .y  am)  est  le  même  par  rapport  aux  x  que 
le  degré  auquel  s'élève,  par  rapport  à  t,  l'expression 

Si  maintenant  les  nombres  txo,  a, ,  . . .,  «m  forment  une  progression 
arithmétique  de  raison  ß,  de  telle  sorte  que 

«I  =  «0-1-  '?^ 

on  a,  puisque  F  est  du  degré  2 (m  —  i)  par  rapport  aux  ai, 

Mais  le  second  membre  est  le  discriminant  d'une  équation  du 
m'*"*  degré  par  rapport  aux  variables  X',  fi',  de  laquelle  procède 
l'équation  donnée  en  X,  ^  par  la  substitution  linéaire 

En  vertu  de  la  substitution,  le  discriminant  est  multiplié  par  la 
m[m  —  I )'"■""  puissance  du  déterminant  t^  de  celte  dernière  (t.  ly 
p.  24a),  c'est-à-dire  que  nous  avons 

F(flo.  fl,'^«î'*? «„./"'?;=/"'('«-»?F(ao,  «„  ...,«,„. 

d'où 

F(«ro  r.,  «,  /«.,  .  .  . ,  a„,  t'm)  =:  /('"-')(««.+»•?)  F (flr„,  rt„   .  .  .  ,  «„ 

OU,  puisque  2ao-l-  mß  est  égal  à  ao-f-  a,». 


•   •  >    "/H,  » 
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Ici  F(ao,  ai,  . . .,  Am)  ne  renferme  plus  la  quantité  t;  Texprcssion 
qui  figure  dans  le  premier  membre  est  conséqucmment-  du  degré 
(m  —  i)(firo  +  9Cm)  en  t,  et,  par  suite,  notre  discriminant  est  d'un 
degré  égal  en  Xi,  Xtf  x^,  ce  qui  était  à  démontrer. 

Il  s'agit  dans  notre  cas  de  l'équation  (/zr/^-f- Xa^)"  =  o,  laquelle, 
en  vertu  de  a"  =  o,  a"~*  ax=  o,  se  réduit  à  une  équation  de  degré 
n  — 2.  Nous  devons  donc  poser  m  =  n  —  2,  et  les  coefficients  de 
l'équation  donnée  sont  respectivement 

desd^rés  [n  —  a),     («  —  3),    ...,       i,         o  par  rapport  aux  ^^ 
des  degrés        a,  3,  ...,//  —  1,     n  par  rapport  aux  x. 

D'ailleurs,  les  Xi  sont  du  degré  n  —  i  relativement  auxj,-  et  linéaires 
relativement  aux  u,.  On  a  donc  en  tout,  pour  ce  qui  concerne  les 
quantités  x/, 

a«  =  3/1 — 4»      ,'5=:// — 2,     d'où     v.„,=n[/i  —  l). 

Par  conséquent,  le  discriminant  F(^',  u)  est  enjrt  du  degré 
[n  —  3)[3/i  —  4-H  n(«  —  «)]=  ("  —  3)  '"'  -^  2//  —  4)- 

A  l'égard  des  quantités  w/  on  a  simplement  a,  =  2,  a^,,  =  //  ;  en  con- 
séquence, F(^,  u)  est,  par  rapport  aux  m,-,  du  degré  («  —  3)(/i-H  2). 
On  doit  donc  pouvoir  séparer  de  V[j,  u)  un  facteur  u^"'""*",  de 
sorte  que  le  reste  est,  relativement  aux  y,  du  degré 

(«  —  3)  (n«  -H  2/1  —  4)  —  («  —  3)  (/i  -t-  a)  =  {«  —  2;  ;«'  -  if. 

L'équation  F  {j,  u)  ^  o  se  trouve  représenter  une  courbe  qui  touche 
la  courbe  donnée  aux  points  de  contact  des  tangentes  doubles. 
Comme  d'ailleurs  sur  chacune  de  ces  tangentes  existent  deux  points 
de  contact,  nous  avons  le  théorème  suivant,  que  nous  nous  pro* 
posions  de  démontrer  : 

Le  nombre  des  tangentes  doubles  d'une  courbe  du  n*^'"«  ordre 

est  en  général  égal  à  -  n[n  —  2  )  («' —  9)  (  •  ). 


(')  C'ett  C«yley  qui  m  donné  le  premier  la  courbe  passant  par  les  points  de  contact 
des  tangentes  doubles  (Journal  de  Crellt-,  t.  34,  p.  37).  Pour  l'exposition  qui  6guro 
au  texte,  voir  un  Mémoire  de  Jacobi,  iàt'd.,  t.  40,  p.  37,  et  an  de  Cuwtca,  ièid,,  u  63, 
p.  186.  La  séporation  eflectÎTe  des  fartt^urs  superflu»  a  été  faite  par  Hesse  pour  la 
«oarba  du  quatrième  ordre  (i^<V/.,  t.  3G,  p.  166;  t.  40,  p.  3G0;  et  t.  41,  p.  aGs).  Une 
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La  réduction  que  subit  ce  nombre  en  vertu  des  formules  de 
Pliicker,  par  suite  delà  présence  de  points  doubles  ou  de  points  de 
rebroussemenl,  peut  facilement  être  déterminée  au  moyen  des 
équations  que  nous  avons  données  plus  haut  ;  on  trouve  la  formule 
suivante  : 

i    /=  -////  — 2)(/**— 9)  — (2r/-J-3/)[/l(«  — l)  —  6j-h  2(1  [fi  ~  i) 

(8)      '         ^ 

\  -+-9/{;— i)-h6rf/-     (•). 

Il  est  possible  d'écrire  les  formules  de  Pliicker  sous  une  forme 
particulièrement  simple  en  introduisant,  conjointement  avec  n,  Â, 
d,  r,  t,  w,  une  septième  singularité  se  correspondant  dualistique- 
ment  à  elle-même,  à  savoir  le  genre  de  la  courbe  (2).  Cette  quan- 
tité (/?)  est  définie  par  la  relation 

(q)       p= '—d  —  r=^ '-^ i—t  —  w. 

Nous  serons  conduits  plus  tard  au  sens  propre  de  ce  nombre 
dans  la  théorie  des  transformations  à  détermination  unique  ;  nous 
nous  en  servirons  seulement  ici  pour  donner  les  f/uatre  formules 
de  Pliicker  sous  la  forme  suivante,  qui  est  la  plus  simple  et  celle 
qui  se  grave  le  plus  facilement  dans  la  mémoire  ('  )  : 

ip  —  0.  =  k  -+-  r  —  2  /If 
,  =n  -h  «'—  2/, 

^'**^  •  =„[„-3)-2{a-i-r], 

=  X-(A--3)-2{r  +  «')    (*). 


autre  méthode  pour  la  détermination  de  ces  courbes  a  pour  auteur  Salmon  {Quarterly 
Journal  of  mathematics,  t.  III,  et  Higher  plane  ciirves,  Chap.  I\),  et  a  été  démontrée 
par  Cayley  {Philoiophical  Transactions,  18Ö9,  p.  19.3,  et  1861,  p.  3jy).  f^oir  aussi  l'ex- 
position de  Dersch  qui  repose  sur  les  principes  du  Calcul  symbolique  {Math.  Annalen, 
t.  VII,  p.  497). 

(')  On  peut  aussi  apercevoir  géométriquemcnl  et  d'une  manière  directe  le  sens 
de  ces  réductions.  [Foir,  sur  ce  sujet,  PlCckeb,   Theorie  der  algebraischen   Ciirven, 

p.  310.) 

(')  La  notion  du  genre  d'une  fonction  algébrique  a  été  introduite  par  Rieman.n, 
Theorie  der  Abelschen  Functionen  {Journal  de  Crelle,  t.  54);  elle  a  été  appliquée  à  la 
théorie  des  courbes,  surtout  par  Clebich  {ibid.,  t.  C3  et  64).  {Foir  le  Tome  III  de  ces 
Lc^'ons.) 

(*)  Foir  Cayley  {Quarterly  Journal,  t.  XI,  p.  i85). 

(*)  Les  nombres  qui  figurent  dans  les  formules  de  Plûcker  se  réfèrent  sans  distinc- 
CLEBSCn.  —  Géométrie,  I.  5 
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Ces  équations  donnent  seulement  les  relations  auxquelles  les 
singularités  d'une  courbe  algébrique  doivent  satisfaire  en  toute 
circonstance.  Il  n'a  pas  été  démontré  jusqu'ici  à  l'inverse  que  tout 
système  de  nombres  entiers  qui  satisfait  aux  formules  de  Plücker 
puisse  se  rencontrer  réellement  dans  une  courbe.  En  général ,  on 
est  seulement  en  situation  d'indiquer  pour  d,  r,  t,  w  certaines 
limites  supérieures  que  ces  nombres  ne  peuvent  pas  franchir.  On 
a,  en  particulier,  le  théorème  suivant  : 

Le  nombre  p  est  nécessairement  égal  ou  supérieur  à  zéro  si  la 
courbe  est  assujettie  à  ne  pas  se  décomposer  en  courbes  d'ordre 
moins  élevé;  en  d'autres  termes,  on  a 


■"- ■"'■-''>  rf+, • 


1^— M*-^l>,^„. 


Si  en  effet  p  était  plus  petit  que  zéro,  si  Ton  avait  par  exemple 


(n  —  i]  (n  —  i) 
(i-\-r= '-^ i-+-  I 


(ou  une  quantité  plus  grande),  on  pourrait  faire  passer  une  courbe 
d'ordre  71  —  i  (ou  proprement  dite  ou  décomposable)  par  ces  points 
doubles  ou  cuspidaux  et  par 

[n-i){n-hri)        (//-i)(//-a)        ^^^^^       ^ 

2  ?. 

autres  points  de  la  courbe  d'ordre  n.  La  courbe  ainsi  déterminée 


tion  aux  tingularités  réelles  et  aux  singularités  imaginaira.  Mala  il  existe  ausai  entre 
les  singularités  rfelles  seules,  comme  l'a  montré  Klein  {Math.  ÂnnaUn,  t.  X),  une 
relation  numérique  déterminée.  Si,  en  effet,  w*  désigne  le  nombre  des  points  d'in- 
flexion réels,  r*  le  nombre  des  tangente«  doubles  isolées  réelles  (c'est-à-dire  de  celles 
dont  les  deux  points  de  contact  sont  conjugués  imaginaircmcnt  l'un  par  rapport  à 
l'autre),  r*  le  nombre  des  points  de  rebrousscmcnt  réels,  d'  le  nombre  des  |toinls 
doubles  isolés  réels,  on  a 

w-t-tv' -♦-«<*=  A-t-r'-i-arf'. 

Voir  «usai  Perrio  {Bulletin  dt  la  Soeiéti  mathématijiu  de  Franc«,  t.  VI,  p.  84). 
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aurait  avec  la  courbe  donnée 


[^ 


— ^ hl      4-2«—  3=/l{/I  —  lj-4-I 


points  d'intersection,  par  conséquent  un  de  plus  que  cela  n'est 
possible  lorsque  des  parties  des  deux  courbes  ne  coïncident  pas  ;  la 
courbe  du  n'*"*  ordre  doit  donc  se  décomposer,  et  le  théorème  ci- 
dessus  énoncé  se  trouve  par  conséquent  démontré.  Pour  p  =  o, 

c'est-à-dire  pour . 

' //  —  il  in  —  2 ] 
fl  -\-  1= -^ » 

2 

nous  avons  en  particulier 

«!'  =  3  (  //  —  2  ^  —  ir, 

et  par  suite  aussi  une  limite  supérieure  pour  le  nombre  des  points 
de  rebroussement,  car  w  ne  peut  jamais  devenir  négatif.  Donc, 

parmi  les poinUs  doubles  et  points  de  rebroussement 

d'une  courbe  de  genre  nul,  il  ne  peut  se  rencontrer  au  plus  que 

3 

-(/i —  a)  points  de  rebroussement. 

Appliquons  maintenant  les  résultats  acquis  aux  courbes  les  plus 
simples.  D'abord,  pour  les  coniques,  nous  n'obtenons  rien  de  nou- 
veau. On  a,  pour  ces  courbes, 

r/  =  /  •=:  «r  =  /  =  o 

et 

/■  =  «=:  2, 

et  l'on  a,  au  contraire,  Ar=  o  pour  n=ri,  d  =  i,  c'est-à-dire  que  le 
système  de  deux  lignes  droites  est  de  classe  nulle,  comme  cela  doit 
être.  D'une  manière  analogue,  on  a  pour  le  système  de  deux  points 
A=  2,  t  =  i,n  =  o. 

Dans  les  courbes  du  troisième  ordre  ou  de  la  troisième  classe, 
on  a  en  général  ^  =  i  ;  par  conséquent,  un  point  double  ou  un 
point  de  rebroussement  unique,  une  tangente  double  ou  une  tan- 
gente d'inflexion  sont  seules  possibles,  même  dans  les  cas  parti- 
culiers. D'après  cela,  nous  obtiendrons,  en  vertu  des  formules  de 
Pliicker,  pour  les  singularités  qui  peuvent  se  présenter  dans  les 

5. 
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courbes  du  troisième  ordre,  le  Tableau  suivant  : 

//  =  3, 


d 

r 

X 

IV 

P 

o 

o 

6 

9 

I 

1 

o 

4 

3 

II 

o 

1 

3 

1 

o 

cl  d'une  manière  analogue,  pour  les  courbes  de  la  troisième  classe, 

/  =  3, 


/ 

IV 

// 

r 

P 

o 

u 

6 

9 

i 

1 

o 

4 

3 

o 

o 

1 

3 

1 

o 

Dans  les  courbes  du  quatrième  ordre  on  rencontre,  en  outre, 

des  tangentes  doubles.  Là  d'ailleurs,  en  général,  p  =^3  ;  il  peut  donc 

3 
exister  trois  points  doubles,  ou  même,  puisque  -  [a  —  2)  =  3,  trois 

points  de  rebroussement.  Nous  avons  en  conséquence  le  Tableau 
suivant  : 


n  = 

1, 

d 

/• 

1. 

«• 

/ 

p 

0 

0 

12 

.4 

28 

3 

1 

0 

10 

18 

i(i 

'.». 

0 

1 

y 

iG 

10 

•». 

2 

0 

b 

17. 

8 

1 

1 

I 

7 

lO 

4 

I 

0 

'1 

6 

8 

1 

1 

3 

0 

6 

6 

4 

0 

2 

1 

5 

4 

2 

o 

I 

1 

4 

2 

1 

0 

0 

3 

3 

0 

1 

0 

Chacune  des  deux  dernières  courbes  de  ce  Tableau  se  correspond 
dualistiqucinenl  ù  clle-nièinc.  Ainsi  que  Texperiencc  Ta  appris,  les 
courbes  du  troisième  et  du  quatrième  ordre  ici  énumérées  ont  toutes 
une  existence  eflcctive. 

Nous  nous  sommes  borné  jusqu'ici  à  la  considération  d'un  point 
double  individuel,  etc.  Mais  les  formules  établies  ont  une  portée 
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générale,  car  on  peut  toujours  remplacer  les  points  multiples 
d'ordre  élevé,  en  tant  qu'il  s'agit  de  leur  influence  sur  la  classe  de 
la  courbe  et  sur  le  nombre  des  points  d'inflexion,  par  un  certain 
nombre  de  singularités  moins  élevées.  Cela  est  en  premier  lieu 
évident  pour  un  point  multiple  d'ordre  r  formé  de  branches  à 
cours  séparé,  car  dans  un  tel  point  chaque  première  polaire  a  un 
point  d'ordre  de  multiplicité  /• —  i  dont  les  branches  ne  sont  pas 
tangentes  à  celles  de  la  courbe  originaire,  et,  par  suite,  r{r  —  i)  des 
tangentes  issues  du  pôle  se  confondent  avec  la  droite  qui  joint  le 
pôle  au  point  multiple.  C'est  ce  nombre  qui  mesure  l'abaissement 

de  la  classe,  c'est-à-dire  que  nous  devons  poser  d  =  — -•  Le 

point  multiple  d'ordre  r  est  donc  équivalent  à  — points 

doubles,  comme  nous  l'avons  précédemment  montré  d'une  autre 
manière  (p.  34)- 

La  même  chose  a  lieu  pour  le  nombre  des  points  d'inflexion, 
car  on  peut  démontrer  que  la  hessienne  a  aussi  au  point  multiple 
d'ordre  /•  un  point  de  même  multiplicité  et  qu'elle  touche  à  la 
fois  toutes  les  branches  de  la  courbe  originaire. 

On  aura  aussi  à  résoudre  d'une  manière  semblable  les  singu- 
larités plus  compliquées;  on  placera  dans  ce  but  le  point  dont  il 
s'agit  en  l'un  des  sommets  du  triangle  des  coordonnées,  et  on  lui 
appliquera  ensuite  la  règle  de  Cramer  (p.  34  et  suiv.  ).  Il  est 
néanmoins  à  remarquer  qu'une  singularité  peut  tirer  son  origine 
de  la  présence  de  tangentes  multiples  en  un  point  multiple,  ce  qui 
en  rend  l'examen  difficile.  Cayley  a,  pour  l'étude  des  cas  de  cette 
nature,  donné  des  règles  (  '  )  d'après  lesquelles  on  parvient,  au  moyen 
de  développements  en  série,  à  déterminer  l'influence  de  la  singu- 
larité sur  la  classe;  toutefois,  une  exposition  complète  du  sujet 
manque  jusqu'à  présent. 

Les  démonstrations  des  formules  de  Pliicker  reposent  essentiel- 
lement sur  les  propriétés  des  polaires  et  de  la  hessienne  dans  les 
points  doubles  ou  cuspidaux  de  la  courbe  originaire.  Nous  avons 


(*)  Catley,  On  the  higher  singiilarities  of  plane  curves  {Quarterly  Journal,  t.  Vy), 
et  Note  sur  les  singularités  des  courbes  planes  {C relie' s  Journal,  t.  64,  p.  369).  Voir 
aussi  Halphen  {Comptes  rendus,  t.  LXXVIII  et  LXXX;  Journal  de  Liouville,  3*  série, 
t.  II),  et,  au  surplus,  la  fin  de  ce  Chapitre. 
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démontré  occasionnellement  les  propositions  dont  il  s'agit  et  fait 
usage,  pour  les  démonstrations,  d*une  situation  particulière  du 
triangle  des  coordonnées.  Les  méthodes  symboliques  fournissent 
un  moyen  d'obtenir  directement  ces  propositions  auxiliaires,  sans 
déplacement  de  coordonnées,  leur  caractère  projectif  étant  ainsi 
mis  en  évidence,  et  nous  abordons  d'autant  plus  volontiers  cet 
objet,  que  nous  y  trouverons  un  exemple  très-convenable  de  cal- 
culs symboliques. 
Soit 

(i)  o  =  <  =  a;  =  c;  =  ... 

Téquation  de  la  courbe  originaire,  et  y  un  point  double  de  cette 
courbe,  en  sorte  que 

(2)  <'«,  =  (»,     <  '«,  =1:0,     <  '«,  =  0. 

Ces  équations  expriment  immédiatement  que  la  première  polaire 
d'un  point  quelconque  passe  par  le  point  double.  La  (/i  —  a)'*"* 
polaire  du  point  double  lui-même 

(3)  /r,-««i  =  o 

représente  le  produit  des  deux  tangentes  en  y.  En  coordonnées 
iij^nes,  elle  donne  donc  l'équation  de  leur  point  de  rencontre  compté 
deux  fois  (t.  I,  p.  l'^gi),  c'est-à-dire  que  nous  pouvons  poser 

(4)  («/.«■«<-»/.-»  =  0««. 

Cette  expression  s'annule,  en  vertu  de  (a),  si  l'on  pose 

et  cela  indépendamment  des  valeurs  des  quantités  x/.  Nous  avons 
donc  les  trois  équations 

(  5  )  pc';    '  r,  =  [f,/w ] »  »"-^l/;-*  r'I   =•  Ci  =  O, 

lesquelles  expriment  que  la  hessienne  a  en  y  un  point  double. 

Le  couple  de  tangentes  de  la  hessienne  au  point  double  est 
donné  par 

[h  -  3)  (<i//f  )«/i;-  «  a;  «  r;  »  rj  -4-  a  >  —  a)  (/ïAr)»/i*~«  &;  »  c]  »  />,r^  =  o. 
Le  premier  terme  du  premier  membre  (à  part  le  facteur  u  —  S) 
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est  ce  que  devient  le  premier  membre  de  réquation(4)  si  l'on 
y  pose 


"/«A=<'/<"X<    ^^i- 


Mais,  par  cette  substitution,  il  vient  dans  le  second  membre 
de  (4) 


et,  par  conséquent,  le  premier  terme  de  notre  expression,  égalé  à 
zéro,  donne  le  couple  de  tangentes  de  la  courbe  originaire  ;  nous 
montrerons  qu'il  en  est  de  même  à  l'égard  du  second  terme,  c'est- 


à-dire  à  l'égard  de 

U  =  [abc]*  «^-«  b^-*  c;-»  b^c^. 

Si  l'on  multiplie  ce  terme  par  Uy,  les  ui  étant  des  grandeurs  com- 
plètement arbitraires,  on  a  identiquement  (d'après  III,  t.  1, 
p.  35a) 

Vuj.  =  a^r*  Ä^"' c*~»  b^Cjc{abc)  [ [bcu) a^  —  [acu]  by  -f-  [ahu]  c^. 

Ici  le  premier  terme  est  nul,  à  cause  de  (a)  ;  les  deux  autres  sont 
identiques,  parce  que  l'un  s'obtient  au  moyen  de  l'autre,  par  per- 
mutation de  5  et  c;  par  conséquent,  on  a 

U«v  =  2«""* ^r* <"*  b^c^[abc]  [abu ) 

=  a1r^-bY^cy'b,{abc)\{abu)c,^[bcu]n,\ 

ou,  d'après  l'identité  (III)  (t.  I,  p.  352), 

U«v  =  a»-*  by^c]-*  b^  [abc]  [(oc«  )  b^  -+-  [abc]  tt^\. 

Le  second  terme  est  nul,  d'après  (5),  elle  premier  a,  d'après  (4)» 
la  valeur 

u//v=  — pir**i«.v» 

car  il  provient,  à  part  le  signe,  de 

[abu]  [aU')ay^b'lr^  —  [acu)  (««')«';-»<-*  =  ûi/j  «>, 

si  l'on  pose  vi  =  Ä""'  h\  bi.  Par  là  se  trouve  démontrée  notre  pro- 
position, à  savoir  que  la  hessienne  touche  les  deux  branches  de  la 
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courbe  originaire  au  point  double.  Le  fait  que  la  tangente  d'une 
première  polaire  quelconque  est  harmonique  au  couple  des  tan- 
gentes du  point  double  et  à  la  ligne  qui  joint  ce  dernier  point  au 
pôle  (2)  (p.  24)  résulte  de  ce  que  la  tangente  en  question 

(6)  Ä*-»a.rt^  =  o, 

par  suite  de  la  forme  de  son  équation,  se  confond  avec  la  polaire 
du  point  z  relativement  au  couple  de  lignes  a"~^  a'^  =  o. 

Si  la  courbe  originaire  a  un  rebroussement  au  point^,  la  polaire 
quadratique  de  y  est  le  carré  parfait  d'une  expression  linéaire, 
c'est-à-dire  que  l'on  a 

(7)  <-»«]- "« 


X» 


les  quantités  ^/  désignant  les  coordonnées  de  la  tangente  de 
rebroussement.  L'équation  de  la  tangente  en  j^  à  la  première 
polaire  d'un  point  z  (équation  6)  est  alors  identique  à 


•*,«•.  =  o. 


Par  conséquent,  la  première  polaire  d'un  point  /quelconque 
touche  la  tangente  de  rebroussement  au  point  de  rebroussement  ; 
mais,  en  ce  dernier  point,  la  [n —  S)'*"*  polaire  dey 


at=o 


a  aussi  un  point  de  rebroussement  et  une  tangente  de  rebrous- 
sement commune  avec  la  courbe  donnée.  Donc,  d'après  un  Uiéo- 
rème  récemment  démontré,  la  polaire  d'un  point  relativement  à 
cette  courbe  du  troisième  ordre 


a.a\  =  o 


touche  la  tangente  de  rebroussement  au  point  de  rebroussement. 
Par  conséquent,  l'équation  de  cette  conique  en  coordonnées- 
lignes 

a';-Hl-*{aùu)*a.b.=iO 

est  satisfaite  si  Ton  pose 


«.«*=♦•/«•*  =  <?;"*<?/C4» 
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et  cela  indépendamment  des  z/.  L^équation 

(8)  {abcYa';-*b^-*c^-*a.b,  =  o     {«) 

est  donc  satisfaite  identiquement  ;  mais  elle  n'est  autre  que  l'équa- 
tion de  la  polaire  quadratique  de  y  relativement  à  la  hessienne, 
car  le  terme  qui  se  rencontre  encore  dans  cette  dernière, 

résulte  de  l'expression  {bcu)- b"~^ c"~^ ,  qui  s'évanouit,  en  vertu 
de  (7),  pour  ///«a  =  ain/,a".~*ai,  et  il  est,  par  conséquent,  iden- 
tiquement nul.  Donc  il  résulte  de  (8)  que  la  hessienne  a  un  point 
triple  au  point  de  rebroussement  de  la  courbe  primitive. 

Nous  obtiendrons  facilement  la  détermination  des  trois  tan- 
gentes à  ce  point  triple  après  avoir  considéré  les  relations  corres- 
pondantes dans  les  courbes  du  troisième  ordre.  Si  une  telle  courbe 
possède  un  point  de  rebroussement,  y  a^ant  pour  tangente  de 
rebroussement  v,  et  que  ç  soit  un  point  de  cette  dernière,  l'équa- 
tion (7)  se  transforme  en 


vrylY- 


Soit  maintenant 


il  vient,  les  «/  désignant  des  grandeurs  arbitraires, 

A«,.  =:  (rtrif)  Oj^bj-Cj.  [i^abu]Cy  —  (''^«)  by  -+-  [^c//]  ff^] 
=  3  [abc] [abii] a^bji.Cj.c y=.  3  [abv]  iabu)a^bxVjc 
=.  3  («,/'';  —  bya{)  [abu]  »x^jc^'j: 
■=ßaybi  [abu]  //_pÄ_pP_p=:  6  ^bu]  b^biv^.. 

Comme  nous  pouvons  supposer  que  les  «/  aient  été  choisis  de 


(')  L'évaiioiiissemeiit  de  cette  expression,  que  nous  désignerons  par  P,  peut  aussi 
otre  reconnu  de  la  manière  suivante.  Soit  |  un  point  de  la  tangente  de  rebroussement 
(fj=  o);  on  a,  d'après (7), 

„",-*- „l  =  {xlr;, 
et  ensuite 

«''"  *  //j-  «:  —  t'j  «-î  =  O,      a"'  '  "j-  =  o. 
De  là  résulte  qu'on  a  identiquement 
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telle  manière  que  le  (acteur {vlfu)bxbi  ne  soit  pas  identiquement 
nul,  il  s'ensuit  que  la  hessienne  d'une  courbe  du  troisième 
ordre  à  point  de  rebroussement  se  compose  de  trois  lignes 
droites,  doflt  deux  se  confondent  avec  la  tangente  de  rebrous- 
sement (p.  3o). 

Si  Ton  passe  aux  courbes  d'ordre  n,  les  trois  tangentes  de  la 
hessienne  seront  représentées  par  la  polaire  cubique  de  y  rela- 
tivement à  cette  dernière,  c'est-à-dire  par  l'équation 

I   («-a)<-»/.:.-»r;-»{«/.r]««r,/.,r, 

car  le  terme 

s'évanouit  identiquement,  en  vertu  de  (7).  Examinons  maintenant 
isolément  les  deux  termes  de  l'équation  (9).  Le  premier,  égalé 
séparément  à  zéro,  donne  la  hessienne  de  la  courbe  du  troisième 
ordre 

qui  possède  aussi  en  y  un  point  de  rebroussement  ayant  v  pour 
tangente  ;  il  renferme  donc ,  d'après  un  théorème  récemment 
démontré,  le  facteur  v^.  La  même  chose  a  aussi  lieu  pour  le  second 
terme  du  premier  membre  de  (9).  Si  l'on  désigne  en  eflet  par  Q 
ce  terme,  abstraction  faite  du  facteur  2(n  —  3),  on  a,  d'après  (7), 

Q  =  «;-*  b1r*c^r*[abcY  a%b^  =  ö«»  b^-'  [abo]*  ««  b^. 

Soit  maintenant  encore  |  un  point  de  la  tangente  de  rebrous- 
sement, d'où  t^  =  o;  il  viendra 

q  =  a;r'b;^a,br-b,r..]*nlb^ 

=  fl«-« a* 6--» /y j b^  +  »';  ' «;«| fr;:« b^ 

ou,  en  vertu  de  (2)  et  de  (7), 
et  enfin,  à  cause  de  (^  =  o. 
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L'expression  (9)  renferme  donc  effectivement  le  facteur  f'.,  el 
nous  avons  par  suite  ce  théorème  :  Si  une  courbe  possède  un  point 
de  rebroussement,  sa  hessienne  a  en  ce  point  un  point  triple  tel 
que  deux  de  ses  tangentes  coïncident  avec  la  tangente  de  rebrous- 
sement de  la  courbe  donnée. 

Dans  la  transformation  que  nous  avons  opérée  sur  Q  se  trouve 
renfermé  un  théorème  géométrique.  En  effet, 

Q  =  «;-*  &«-»  [abp]*  alù^=zo 

est   Téquation   de  la   première   polaire  de  jr  relativement  à  la 
courbe  ' 

(10)  «J-*  6^.-*  [abtf  albl=zo. 

Cette  dernière  a  donc,  de  même  que  Q,  un  point  triple  en^. 
Mais  dans  (10)  nous  avons  en  même  temps  Téquation  de  la 
conique 

en  coordonnées  lignes,  c'est-à-dire  de  la  polaire  quadratique  de  x 
relativement  à  la  courbe 

(11)  .  a';-*a',  =  o, 

courbe  du  quatrième  ordre  ayant  un  point  de  rebroussement  en^. 
L'équation  (10)  donne,  par  suite,  le  lieu  des  points  x  dont  les 
polaires  quadratiques  relativement  à  (i  i)  touchent  une  ligne  ayant 
Vi  pour  coordonnées.  Si  donc  une  courbe  du  quatrième  ordre  a 
un  point  de  rebroussement,  les  points  dont  les  secondes  polaires 
touchent  la  tangente  de  rebroussement  sont  situés  sur  une  autre 
courbe  du  quatrième  ordre.  Cette  dernière  a  au  point  de 
rebroussement  un  point  triple,  dont  deux  tangentes  coïncident 
avec  la  tangente  de  rebroussement  de  la  courbe  donnée. 


Vf.  —  Sur  quelques  courbes  covariantes. 

Il  a  déjà  été  observé  précédemment  (p.  16)  que  l'on  peut 
écrire  immédiatement  sous  forme  symbolique  un  nombre  illimité 
de  covariants,  dont  la  signification  doit  être  précisément  déduite 
de  la  théorie  des  polaires.  Parmi  ces  covariants  toutefois,  un  petit 
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nombre  a  été  étudié  jusqu'ici,  à  savoir  ceux  qui  sont  définis  par 
les  conditions  géométriques  les  plus  simples,  et  Texamen  des 
courbes  correspondantes  va  nous  occuper  maintenant.  Nous 
apprendrons  à  connaître  un  premier  exemple  d'une  relation  uni- 
vot/ne  non  linéaire  entre  deiuc  courbes;  l'importance  exceptionnelle 
de  ces  relations,  qui  n'apparaîtra  que  plus  tard,  justifiera  le  long 
temps  que  nous  consacrerons  au  sujet.  Nous  aurons  d'ailleurs  occa- 
sion de  faire,  à  diverses  reprises,  usage  des  formules  de  Pliicker 
qui  viennent  d'être  développées. 

L'espèce  citée  de  covariants  étant  caractérisée  d'une  manière 
générale  par  la  condition  que  la/''*""  polaire  d'un  point  ait  une  pro- 
priété invariante  déterminée,  établissons  en  particulier  la  condition 
à  remplir  pour  que  la  première  polaire  d'un  point  j^  relativement 
à  la  courbe  originaire 

/=<=/.«=. ..=  o 

possède  un  point  double.  Nous  avons  obtenu  (p.  19),  ainsi  qu'on 

s'en  souvient,  comme  lieu  de  ces  points  doubles,  la  hessienne  qui 

est  de  l'ordre  3(n —  2)  en  éliminant  les  j/  (coordonnées  du  pôle) 

1              '     j,           '          (  r                   '               ^'/    \ 
entre  les  trois  équations     //a  = ; —  ) 

*  \''  Il   II  —  I     t/.i-O.cjj./ 


.1- j 


Line  seconde  courbe  sera  parcourue  par  le  pùlej-  :  on  l'appelle  la 
steinérienne  de  la  courbe  originaire.  Une  troisième  sera  enveloppée 
par  les  lignes  qui  joignent  un  pôle  j'  (point  de  la  steinérienne)  avec 
le  point  double  de  sa  première  polaire  (point  de  la  hessienne);  ce 
sera  la  cajlejenne  de  la  courbe  primitive  (  •  ).    Une  quatrième 


(')  Étudiée  d'abord  par  Cayley  pour  les  rourb««du  troisi«-nic  ordre  [A  memoùr  om 
rtirves  of  the  third  order  {Phitosophical  Transaction,  t.  CXLVII,  II«  Partie,  1837),  •«• 
»ingulariU-s  ont  été  données  sans  démonstration  par  Steiner  dans  le  Journal  de  Crctle, 
t.  47.  Crcniona  a  déduit  du  raisonnement  les  nombres  pliirkériens  de  la  stcinérienn« 
{EinleiiHHg  in  die  Throrie  der  algebraischen  Curvrn,  Introdusione  ad  una  teorim 
ffeometrica  délie  ciirfe piane).  Les  démonstrations  analytiquea  qui  suivent  ont  été  don» 
nées  |iar  CLsascn,  UeSer  einigt  von  Steiner  iekandelte  Curven  {Journal  de  Crelle, 
t.  G4).  Sieincr  appelle  la  courbe  qui,  plu»  tard,  a  reçu  son  nom,  courbe-mofam 
(  Kerneurve), 
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courbe  est  enfin  enveloppée  par  les  tangentes  des  premières  polaires 
en  leurs  points  doubles  (').  Nous  bornerons  néanmoins  nos  con- 
sidérations aux  trois  premières  courbes  citées.  Nous  supposerons 
d'ailleurs  que  tous  les  coelïîcients  de  la  courbe  primitive  sont  indé- 
pendants les  uns  des  autres. 

La  hessienne  est  donnée  par  Téquation 

Elle  ne  possède  en  général,  c  est-à-dire  si  l'on  exclut  les  relations 
spéciales  entre  les  coefficients  de  la  courbe  primitive,  aucun  point 
double.  On  peut  démontrer  indirectement  cette  proposition  en 
déterminant  directement  le  genre  de  la  steinérienne,  comme  nous  le 
ferons  plus  tard,  et  en  observant  alors  que  la  hessienne  et  la  stei- 
nérienne se  correspondent  point  par  point,  de  telle  sorte  qu'à  un 
point  de  l'une  répond  sans  ambiguïté  un  point  déterminé  de  l'autre, 
et  réciproquement.  A  l'aide  du  théorème  (que  nous  démontrerons 
plus  tard  occasionnellement  à  propos  des  transformations  univoques) 
d'après  lequel  deux  courbes  qui  présentent  entre  elles  une  relation 
réciproque  à  détermination  unique  sont  du  même  genre,  on  trouve 
que  le  genre  de  la  hessienne  est  égal  à  celui  de  la  steinérienne,  c'est- 
à-dire  égal  à  -(3n  —  7)  (3/2 — 8),  d'où  il  suit  que  la  première 

courbe  n'a  pas  de  point  multiple.  La  démonstration  directe  paraît 
présenter  de  graves  difficultés  et  n'a  pas  encore  été  fournie.  Dans 
tous  les  cas,  il  est  digne  de  remarque  que  la  hessienne  puisse 
avoir  un  point  double  sans  que  la  courbe  primitive  possède  un 
point  de  cette  nature,  comme  le  montre  l'exemple  d'une  courbe 
spéciale  du  troisième  ordre  (à  savoir  la  courbe  x^^ -h  xl. -\-  x\  =^  o) . 
En  admettant  provisoirement  le  théorème  énoncé,  on  obtient 
par  les  formules  de  Pliicker,  pour  les  singularités  de  la  hessienne 
(que  nous  désignerons  par  des  lettres  accentuées),  les  nombres 


(')  Des  recherches  plus  générales  de  Zeutheo  sur  les  systèmes  d'un  nombre  simple- 
ment infini  de  courbes,  recherches  que  nous  mentionnerons  plus  tard,  il  résulte,  pour 
le  genre  p  de  cette  courbe, 

3/>=  a,3(/i  —  2)-+-ia(n  —  2)(«  —  3)  =  6(«  —  2)(2n  — 5). 
Voir  la  dernière  Section  de  ce  Chapitre. 
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suivants  : 
n'=3(«  — a),     r/'  =  o.     /^  =  o, 

Ä'=:/*'(/i'-i)     =3(«-a){3/i-7), 
ii^=  3/i'(/i'  -  î)  =  9(/i  —  a)  (3/1  —  8), 

/'=!«'(/,'- a)  (/i'«-9)  = -J  (/!-•)  (il- a)  («- 3)  (3/1 -8). 
/  =  !(//'- i)(/i'-a)       =i(3/i-7](3/i-8). 

L'équalionde  la  steinérienne  s'obtiendra  en  éliminant  les  centre 
les  équations  (i).  Conformément  à  la  proposition  suivant  laquelle 
le  degré  du  résultant  par  rapport  aux  coefiîcienls  de  chaque  équa- 
tion est  égal  au  produit  des  ordres  auxquels  entrent  les  variables 
dans  les  deux  autres  équations  (p.  i3)  [ici,  par  conséquent,  égal  à 
(«  —  I  )2] ,  elle  est  du  degré  3  (/i  —  a)'  par  rapport  aux  j^  ;  autrement 
dit,  l'ordre  delà  steinérienne  est  égala  3(/i  —  a)'. 

Pour  déterminer  sa  classe,  remarquons  que  les  coordonnées u/ 
d'une  de  ses  tangentes  se  trouvent  au  moyen  des  formules 

,      ,  (        «I.>l^-     "j  Ji-l-     "jj'3  =  «. 

(a)  < 

car  la  tangente  est  la  ligne  qui  joint  deux  points  voisins  de  la 
courbe  ayant  pour  coordonnées  j',-  et  yi-\-dji.  Le  point  y-^-dy 
doit  satisfaire,  tout  comme ^,  aux  équations  (i),  si  dans  ces  équa- 
tions on  écrit  Xi-\-dxi^  la  place  de  x,-.  Nous  avons  donc  encore 
les  trois  équations 

/il 'Ol  -+-/«'0't  -t-/*3'03  -t- J  i''/ii  -I-.'  î''/«  -+-.»»''/«  =  o. 
/ai'O  I  -+-/jî'(»  1  -4-/»8<(>»  -+-.'  l'i^ai  ■+■  »  »'(/il  +.>  j'i^s»  =  O. 

Multipliant  maintenant  les  équations  (i)^  une  fois  parxi,  Xj,  Xj, 
une  autre  fois  par  dx^,  dx^,  dx^,  et  ajoutant  chaque  fois,  il  vient 

, /*  (  ftXt  +  AXt-^-  Â  Ji  =  o» 

1  ^1  f(ft  ■+■  XitVi  -^^iff/i  —  o. 

D'ailleurs,  les  équations  (3)  multipliées  par  x^  Xty  x%  et  ajoutées 
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donnent,  en  ayant  égard  à  (4)»  le  résultat  suivant  : 

(5)  /idji  -+-/,<//,  -h/,dj,  =  o. 

Si  Ton  compare  ces  équations  avec  les  équations  (2),  on  trouve 

(6)  u«,  — /,,    _««,=/„     «tt,=/„ 

d'où  il  résulte  qu'à  tout  point  de  la  hessienne  correspond  une  tan- 
gente de  la  steinérienne.  Éliminons  les  x  entre  ces  équations  et 

entre  Téquation 

A=:o; 

il  en  résultera  une  équation  entre  les  quantités  u  qui  sera  l'équation 
de  la  steinérienne  en  coordonnées  lignes.  Sa  classe  est  déterminée 
par  le  nombre  des  tangentes  qui  passent  par  un  point  quelconque  a', 
c'est-à-dire  qui  satisfont  à  l'équation 

u-,  =  o     ou    /,=, -t- /il, +/,=,  =  o. 

Or  cette  équation  représente  une  courbe  du  [n —  i)**"*  ordre  qui, 
ensemble  avec  la  hessienne,  détermine  les  3(n  —  ^)  {^  —  *)  points 
tels  que  les  tangentes  à  la  steinérienne  qui  leur  correspondent 
passent  par  le  point  |.  Le  nombre  de  ces  tangentes  est  ainsi  déter- 
miné :  la  steinérienne  est  de  la  classe  3(«  —  i)  (n  —  2). 

Nous  passons  maintenant  d'abord  à  la  détermination  de  l'ordre 
et  de  la  classe  de  la  cayleyenne.  Un  point  de  cette  courbe  est  défini 
comme  l'intersection  de  deux  tangentes  voisines  :  donc,  pour  trou- 
ver son  ordre  nous  devons  nous  demander  combien  de  fois  il  arrive 
que  deux  tangentes  infiniment  voisines  se  coupent  sur  une  droite 
quelconque  v.  Soient  Zi  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  ^ 
la  tangente  en  ce  point  est  la  ligne  de  jonction  d'un  pôle  )'  avec  le 
point  double  x  de  sa  première  polaire,  et  par  conséquent  la  tan- 
gente voisine  la  ligne  de  jonction  des  deux  points  x  -+■  dx,  y  -f-  dr, 
si  X  et  X  +  dx  sont  des  points  voisins  de  la  hessienne.  Nous  avons 
par  suite 

(7)  ^  -/ =  .^-^  H-  VV» 

et  aussi 

Zi  =  ( «X  -H  r/tt)  [Xi  4-  da-t)  -h  (>  -t-  d\]  [fi  -f-  dj^]. 
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et  de  là  résulte 

( 8 )  x/t/ti-h  fJi ilxi  -4-  Xi it\  -+-  't. âji  =  o. 

Si  de  plus  z  doit  ôtre  situé  sur  une  droite  déterminée  »/  (v^  =  o), 
on  a,  d'après  (7), 

On  peut  donc  poser 

et  par  là  (8)  devient 

Si  nous  portons  les  valeurs  des  dyi  de  ces  équations  dans  les  équa- 
tions (3)  qui  ont  encore  lieu  ici,  nous  trouvons,  en  avant  égard 

(  »  o)      p^x{ji'^/ii+  Ji  <(/iî  -H .»  3  'ffi3  )  ■+■  ?  «'.,  -//x  'f^k  —fi  'fy^  =  o. 

Par  une  transformation  convenajale  de  ces  équations  nous  pou- 
vons en  éliminer  les  diüercntielles  des  x,,  et  nous  obtenons  ainsi 
une  équation  qui  doit  exister  entre  deux,  points  correspondants  x 
et^  de  la  hessienne  et  de  la  steinérienne  pour  que  le  point  où  leur 
ligne  de  jonction  touche  la  cayle^enne  soit  situé  sur  la  droite  y. 
Si  nous  désignons  en  effet  par //aa  les  troisièmes  dérivées  partielles 
dey,  d'où 

.  I dV 

^'^"  =  «(;,_,)(«_  2)  üx,0x,0a:^  -  "^     "'"''*"' 

y\àfn  H- y^tlfix  -h  jidfi^  =  ( /i  —  a ) H/ikh)kfi-^h, 
et  que  nous  posions  ensuite  pour  abréger 

fik  =  («  —  2)  (  J«/u  -+-.>"jy)tA  +  Jj/sx). 

l'expression  qui  figure  dans  le  premier  membre  se  transforme  en 

r\(f/(i  -hjr,df{t  -h X»*l/ii  =f.id''i  -+-  fifffXf  •+■  f,i€U,. 
En  substituant  dans  l'équation  (lo),  on  obtient 

/» »x  2  fu  da-,,  4-  2 ( o«»,.  «irx  —  x^ ffu)/a  =  o. 
Multiplions  maintenant  ces  équations  par  Vy  et  ajoutons  les  termes 
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—  i'j;duY><^ikJC^.  Cette  dernière  opération  est  sans  influence,  car  nous 
avons,  d'après  le  théorème  d'Euler  et  d'après  (i), 

Nos  équations  deviennent  enfin  par  là 

relation  dans  laquelle  on  a  posé  p/s  =  Wydxk  —  Xkda,  et  l'élimina- 
tion des  pk  et  conséquemment  aussi  celle  des  dxk  donnent  pour 
résultat 


•'v/ij  4-  «'jrSis     «v/îa  +  «xTis     ••j/33  H-  «'j-yjs 


=  0. 


Ce  déterminant  est  homogène  et  du  troisième  degré  en  Vx  et  v^  ;  il 
est,  par  conséquent,  de  la  forme 

.a.P-f-r;.vQ-f-r,rfR-|-r;S. 

Mais  ici  S  est  le  déterminant  formé  avec  \esjiis  ;  il  est  donc  nul  à 
cause  de  A  =  o  ;  d'ailleurs  P  désigne  le  déterminant  des  o/a,  et  ce 
déterminant  est  encore  nul  en  vertu  de 

L'expression  (11)  est  donc  encore  divisible  par  VxVy,  et,  après 
suppression  de  ce  facteur,  il  reste  une  équation  de  la  forme 

-2A.xj-,.>x  =  o, 

dans  laquelle  les  A^  désignent  des  fonctions  de  l'ordre  Zn  —  7  par 
rapport  aux  x.  D'autre  part,  les  produits  j7j')t  deviennent,  par  suite 
de  (i),  proportionnels  aux  déterminants  mineurs  F,ä  de  A  (');  on 
peut  donc  finalement  remplacer  (î  i)  par  l'équation 

22A,,.F,,.  =  o, 
qui  ne  dépend  plus  que  des  x.  Elle  représente,  puisque  les  F/a 

(')  Oa  tire,  en  effet,  de  (1),  d'après  des  propositions  de  la  théorie  des  coniques, 
Clebsch.  —  Géométrie,  \\.  O 
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renferment  les  X  à  ta  (a«  —  4)'*""d''"ension,  une  courbe  de  l'orare 
3/1  —  7  -h  a/i  —  4  =  5/1  —  Il  qui  coupe  la  hessienne  aux  poinisx, 
dont  les  lignes  de  jonction  avec  les  pôles  correspondants  jr 
touchent  la  cayleyenne  en  ses  points  d'intersection  avec  la 
ligne  V  ;  en  d'autres  termes,  l'ordm  de  la  cayleyenne  est  égal  à 
3(/i —  2)(5«  —  II). 

La  détermination  de  la  classe  s'efiectue  plus  simplement.  Si  la 
tangente  définie  comme  ligne  de  jonction  de  deux  points  corres- 
pondants X  clj  doit  passer  par  un  point  déterminé  ç,  on  doit  avoir 

ce  qui,  porté  dans  les  équations  (i),  donne 
(la)  /x/; -+- /y,-^o. 

si 

?(  =/m?i  -t-//!?!  -^fait- 
On  trouve,  par  suite,  les  valeurs  correspondantes  des  x  au  moyen 
des  équations 

!   /l?3    —  ?l/î—    Ü- 

Le  nombre  des  solutions  communes  aux  deux  premières  équations 
est  égal  à(2/i  —  3)*;  mais  il  en  faut  exclure  les  (/i  —  i)(/j — a) 
solutions  des  équations  J\  =  o,  o:i  =  o,  pour  lesquelles  les  deux 
premières  équations  sont  satisfaites,  mais  non  la  dernière;  nous 
avons  ensuite  à  retrancher  la  solution  av=^/,  évidemment  illu- 
soire. Il  reste  donc  seulement 

[in  —  3  '  —  (  //  —  r  ,  //  —  2  '  —  \  rzz  Z  n  —  II'//  —  »  ) 

points  communs  aux  courbes  (i3).  A  chacun  d'eux  correspond  une 
tangente  de  la  cayleyenne  passant  par  le  point  \\  la  classe  de  la 
cajlcj'cinic  est,  en  conseijuence,  égale  à  3(«  —  i)(/i  —  a). 

La  détermination  des  autres  nombres  caractéristiques  appar- 
tenant à  la  courbe  do  Steiner,  et  en  particulier  celle  du  nombre 
de  ses  tangentes  d'inflexion,  peut  être  rattachée  aux  équations  (6), 
eu  vertu  desquelles  une  tangente  u  de  la  steinérienne  est  liée  à 
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un  point  x  de  la  hessienne  par  les  relations 

De  là,  en  effet,  résulte  cette  première  conséquence  que  la  steiné- 
rienne  est  enveloppée  par  les  polaires  linéaires  des  points  de  la 
hessienne,  et  que  le  point  de  contact  de  l'une  de  ces  droites  est 
toujours  le  point  y  de  la  steinérienne  correspondant  au  pôle  x  de 
la  hessienne.  Ce  dernier  résultat  vient  de  ce  que,  en  vertu  de  (i), 
ont  toujours  lieu  pour  j'  les  équations  (4) 

et  que,  par  suite,  y  est  constamment  le  point  d'intersection  de 
deux  tangentes  successives  u  et  u  -t-  du.  On  peut  maintenant  se 
demander,  en  général,  quels  sont  Tordre  et  la  classe  d'une  courbe 
<1>  =  o  qui  serait  enveloppée  par  les  polaires  linéaires  des  points 
d'une  courbe  du  m'*""  ordre 

(»4)  ?  =  «' 

relativement  à  la  courbe  originaire  f=o  (d'ordre  n),  ce  qui  in- 
troduit dans  les  recherches  précédentes  une  courbe  du/Ti'*"'  ordre 
à  la  place  de  la  hessienne.  La  classe  est  déterminée  par  le  nombre 
des  tangentes  qui  passent  par  un  point  fixe  \,  et  conséquemment 
par  le  nombre  des  points  d'intersection  de  la  courbe  d'ordre  n  —  i 

df  ^        df  ^        df  ^ 
l5  -— 5, -4- — -  5j  H-  -— =,  =  o, 

*       '  Ox,  (iXj  c/^.-j 

avec  9  =  o,  et  elle  est,  par  suite,  égale  à  m[n  —  i).  Pour  la  déter- 
mination de  l'ordre,  nous  devons  choisir  le  point  >  sur  une  droite 
quelconque  v  de  telle  manière  que  deux  tangentes  passant  par  ce 
point,  et  par  conséquent  deux  points  d'intersection  des  courbes  (i4) 
et(i5),  soient  infiniment  rapprochées;  à  chacun  de  ces  points  d'in- 
tersection correspond  d'ailleurs  une  des  tangentes  en  question.  De 
là  il  résulte  premièrement  que  : 

Les  premières  polaires  des  points  d'une  courbe  enveloppée  par 
les  polaires  linéaires  d'une  autre  courbe  ç  sont  tangentes  à  cette 
dernière. 

6. 
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Pour  atteindre  notre  but,  nous  avons,  d'après  cela,  à  établir  la 
condition  du  contact  des  courbes  (i4)  et  (i5)  ou  au  moins  le  degré 
de  cette  condition  par  rapport  aux  coefficients  de  (i5),  et  consé- 
quemment  par  rapport  aux  ^.  Nous  élargirons  ce  problème  en  nous 
proposant  de  déterminer,  en  général,  le  degré  du  taclinvarianl 
{c'est-à-dire  de  la  condition  de  contact)  de  deux  courbes  d'ordre 
m  et  ft  par  rapport  aux  coe^cients  de  leurs  équations.  Soient 
^  =  o,  tj;:=o  respectivement  ces  deux  courbes,  qui  se  touchent 
au  point  x',  si  i*  désigne  une  droite  quelconque  et  ^  son  point 
d'intersection  avec  la  tangente  commune  de  9  et  <f<  en  x,  les  équa- 
tions suivantes  sont  nécessairement  satisfaites  : 


«I 


Ojci 
Oit 

Éliminant  les  ^z,  il  vient 


~i —  '* 


di 


?3  =  0, 


().. 


?    - 


16I 


EL 

df 


OXf 
Ôf 


EL 


équation  de  l'ordre  in-\-y. —  1  qui,  en  général,  représente  le  lieu 
des  points  dont  les  polaires  linéaires  se  coupent  sur  la  ligne  v\ 
celle  courbe  passe  donc,  indépendamment  des  v^  par  le  point  de 
contact.  Si  nous  prenons,  au  contraire,  les  x  constants,  les  v  va- 
riables, la  formule  (16)  donne  l'équation  du  point  d'intersection 
des  deux  polaires  linéaires  de  x\  mais  ce  point  d'intersection  se 
confond  avec  le  pôle  x  si  ce  dernier  est  un  point  commun  de 
^  =  o  et  de  <{^  =  o.  L'élimination  des  x  entre  9  =  0,  <{>  =  o  et 
entre  (16)  donne,  par  suite,  le  produit  des  points  d'intersection 
de  ç  et  »l^'  Toutefois  ce  produit  est  encore  multiplié  par  un  facteur 
étranger,  car  l'équation  serait  ici  du  degré  mp  par  rapport  aux 
coefficients  de  V,  du  degré  fx^m-h  (J^ —  2)  par  rapport  à  ceux  de  © 
et  du  degré  m{m-i-{t^ — 2)  par  rapport  à  ceux  de  <|»,  par  consé- 
quent en  tout  des  degrés  |üi( am  H- /x  —  a)  et ///(au -h  m  —  a)  par 
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rapport  aux  coefficients  de  9  et  de  tj^ ,  tandis  que  ces  nombres, 
d'après  des  recherches  précédentes  (t.  I,  p.  35o),  ne  peuvent  être 
respectivement  égaux  qu'à  (jl  et  m.  Le  facteur  intervenant  est  donc 
des  degrés  ft[am-{-(i  —  3)  et  m[^u-hm  —  3)  par  rapport  aux 
coefficients  de  9  et  t[>  respectivement.  Or,  comme  l'expression  (16) 
et  par  suite  aussi  notre  résultant  s'évanouissent  indépendamment 
des  t^,  si  X  est  un  point  de  contact  de  9  et  t{;,  le  facteur  cité, 
égalé  à  zéro,  donne  précisément  la  condition  du  contact,  et  nous 
avons  ce  théorème  : 

La  condition  de  contact  (^tactinvariant)  de  deux  courbes  des 
ordres  m  et  fx  est  du  degré  [x{^2m-{-  y.  —  3)  par  rapport  aux 
coefficients  de  la  première  et  du  degré  m[2yL-\- ni  —  3)  par 
rapport  aux  coefficients  de  la  seconde  (  *  ). 

Dans  notre  cas,  nous  avons  une  courbe  du  m'*""*  ordre  (i4)  et 
une  courbe  du  (/i  —  ly*"»»  ordre  (i5);  leur  tactinvariant  est  donc, 
par  rapport  aux  coefficients  de  la  dernière  et  par  conséquent  re- 
lativement aux  I  (ce  dont  il  s'agit  uniquement  pour  nous  ici),  du 
degré  m[2n-\-  m  —  5).  Mais  l'invariant,  égalé  à  zéro,  donne  immé- 
diatement le  lieu  des  points  ^  dont  les  premières  polaires  touchent 
la  courbe  9,  c'est-à-dire  la  courbe  4>  =  o  en  coordonnées  points. 
Donc  l'ordre  de  la  courbe  enveloppée  par  les  polaires  linéaires 
des  points  de  9  =  o  est  égal  à  ni[in  -^  ui  —  5  ) . 

En  remplaçant  maintenant  de  nouveau  9  =  0  par  la  hessienne 
et  par  suite  m  par  3(/i  —  2),  nous  trouverions  l'ordre  de  la  steiné- 
rienne  égal  à  3(/i  —  2)(5n  —  11),  tandis  qu'en  réalité  il  est  seule- 
ment égal  à  3(/i  —  2)-.  Cela  provient  de  ce  que,  parmi  les  tangentes 
qu'il  s'agit  de  mener  de  |  à  *ï>  =  o,  il  y  en  a  deux  successives  qui 
coïncident  aussi  pour  tout  point  d'une  tangente  d'inflexion  de  4>  (2). 
Donc,  dans  la  steinérienne  se  présentent  des  tangentes  d'inflexion 
(ce  qui,  en  général,  n'aurait  pas  Heu  pour  une  courbe  donnée  en 
coordonnées  lignes),  d'où  la  conséquence  suivante  : 

Le  lieu  des  points  dont  les  premières  polaires  touchent  la  hes~ 


(')  F'oir  Salmo:«,  Higher  plane  curves,  Chap.  III.  Comme  exemple,  citons  le  tactin- 
Tariant  de  deux  coniques,  t.  I,  p.  371. 

(*)  Pour  un  point  appartenant  à  une  tangente  double,  il  y  a  aussi  deux  de  ces  tan- 
gentes qui  coïncident,  mais  elles  ne  sont  pas  consécutives. 
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sienne  se  décompose  en  deux  parties  :  la  courbe  de  Meiner,  qui 
est  d'ordre  3(/i  —  2)',  et  une  autre  courbe  d'ordre 

3(/i—  2)  (5«  _  1 1)  _  3(«  -  2)«  =  3(/i  -  2)  {4/1—9), 

qui  est  le  produit  des  tangentes  d' inflexion  de  la  steinérienne. 
Pour  les  premières  polaires  des  points  de  ces  tangentes  d'inflexion 
le  contact  est  un  contact  proprement  dit;  au  contraire,  pour  celles 
des  points  de  la  steinérienne,  le  contact  est  improprement  dit, 
ces  dernières  polaires  ayant  un  point  double  sur  la  hessienne. 
Le  théorème  énoncé  en  dernier  lieu  nous  donne  le  nombre  des 
tangentes  d'inflexion  de  la  courbe  de  Steiner,  c'est-à-dire 

3(/I  —  2j(4«— <)), 

et  nous  pouvons,  par  suite,  calculer  les  singularités  restantes  au 
moyen  des  formules  de  Pliicker.  On  obtient  en  particulier  pour  le 
genre  p  de  la  courbe  de  Steiner  la  relation 

2/»  —  2  =  3(«  —  2)'h-  3(«  —  2)  (4«  —  9)  —  2.3  («  —  i)(«  —  2), 

d'où 


/,  =  -(3//-7)(3«-8] 


2 


Le  genre  de  la  hessienne  se  trouve  ainsi  également  connu,  si 
l'on  fait  usage  du  théorème  mentionné  plus  haut  sur  les  courbes 
qui  sont  liées  réciproquement  entre  elles  par  une  relation  à  déter- 
mination unique.  La  relation  à  détermination  unique  dont  il  est 
question  ici  consiste  en  ce  qu'à  un  point  quelconque  de  la  steiné- 
rienne correspond  un  point  de  la  hessienne,  savoir  le  point  double 
de  sa  première  polaire,  et  il  y  a  également  unité  de  détermination 
dans  la  relation  inverse.  Mais  les  deux  courbes  présentent  aussi  une 
relation  de  môme  nature  à  l'égard  de  la  cayleyenne  :  à  un  point 
quelconque  de  la  courbe  de  Steiner  correspond  une  tangente  et  par 
conséquent  aussi  un  point  de  la  cayleyenne.  Le  genre  de  cette  der- 
nière (')  est  donc  encore  égal  à-(3n  —  7)(3/i  —  8).  Au  moyen  du 


(')  Ce  théorème  n'est  pas  exact  à  l'égard  de  la  cayleyenne  pour  n  =  3,  et  il  en  est 
conaéquemment  de  même  alors  des  nombres  qui  suirent.  Dans  ce  cas,  en  effet,  la 
steinérienne  et  la  hessienne  »e  confondent,  et  k  une  tangente  de  la  cayleyenne  correa> 
pondent  deux  pointa  do  la  hessienne. 
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genre,  de  Tordre  et  de  la  classe  de  chacune  de  ces  courbes,  nous 
pouvons  calculer  leurs  autres  singularités  par  les  formules  de 
Pliicker.  La  réalisation  du  calcul  nous  fournit  le  Tableau  suivant, 
dans  lequel,  pour  faciliter  la  comparaison,  nous  répétons  les  nombres 
relatifs  à  la  hessienne  : 




p 

II 
k 
d 
r 

t 
tv 

IIKSülLNNE. 

STEINKBIK.NSF.. 

<;  WLEVESM".. 

7'3«--7);3«— 8) 

l(3«-7;(3/i-«) 

l(3«-7){3«-8) 

3(«—  Ji) 

3(«--0' 

3(«—  2)v  3«  —  »0 

.;(//  — •j)(3/i- 7) 

3(w  — i)(//  — 2) 

3{n-i)(u—i) 

n 

^  («—2)  C«— 3)  (3«'— 9  «— .)) 

"  («— 2)  (j/j— 1 3)  î5  «*— iç)/i-+- i<j) 

0 

1  j  (  w  —  2  X  «  —  3  ) 

l8(«—  2)(2«  —  5) 

S^(«-0(«-3)(«-3)(3«-«) 

^  («_2)(/i— 3)  (3  ««—3/1—8) 

"(«  —  2)'(''*  —  2  «  —  I  ^ 

9(«  — •j)(3/i  — 8) 

3(«_,)(1«-9) 

0 

On  doit,  ainsi  que  nous  le  montrerons  plus  tard  dans  l'étude  des 
transformations  univoques  générales  (*),  se  représenter  les  points 
doubles  de  la  courbe  de  Steiner  comme  tirant  leur  origine  du  fait  qu'à 
deux  points  séparés  x  de  la  hessienne  vient  correspondre  un  seul 
et  même  point  j>'  de  la  steinérienne,  qui  devient  alors  précisément  un 
point  double  de  cette  dernière,  et  inversement  à  ce  point  double 
correspondent  deux  points  séparés  de  la  hessienne.  //  existe  donc 

-(w  —  2)  [n  —  3)  (3/2-  —  9//  —  j)  premières  polaires  à   deux 

points  doubles,  et  les  pôles  correspondants  sont  les  points  doubles 
de  la  steinérienne.  Les  deux  tangentes  en  ces  derniers  points  sont, 
d'après  ce  qui  précède,  les  polaires  linéaires  des  deux  points  cor- 
respondants de  la  hessienne. 

Si  au  contraire  la  première  polaire  de  j>'  a  en  a:  un  rebroussement, 
ce  qui  exige  également  l'accomplissement  de  deux  conditions  et 


(')  Les  formules  données  alors  permettront  "de  reconnaître  facilement  comment 
le  Tableau  précédent  se  modifie  lorsque  la  courbe  primitive  possède  des  points  doubles 
ou  cuspidaux. 
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ne  peut  conséquemmenl  avoir  lieu  que  pour  un  nombre  déterminé 
de  points,  nous  avons,  cci,  a<i,  «j  étant  les  coordonnées  de  la  tan- 
gente de  rcbroussement,  les  six  équations 

ou,  d'après  les  notations  introduites  plus  haut, 

(17)  ?/X  =  («  —  2)«/«^, 

avec 

«I -^i  -+-  «r^^t  ■+■  «3^3  =  O- 

Nous  allons  maintenant  montrer  que  dans  ce  cas  la  steinérienne 
a  également  au  pôle  correspondant^  un  point  de  rebroussement, 
c'est-à-dire  (p.  ^y)  que  trois  tangentes  successives  de  cette 
courbe  passent  par  le  pointj^.  En  effet,  au  moyen  des  équations 

nous  trouverons 

UjePu  H-  ^  fi  y.  flu,-  ■+■  y-fi*«,- 

=  («  —  •)(«  —  ^)^2./a„ffj^i.dr,,  -f-  (/î  —  \)lf,itPx^i 

et,  si  nous  multiplions  les  trois  dernières  équations  respectivement 
par  roJTa»  jTs»  ^'  9"^  nous  ajoutions,  nous  obtenons,  puisque  l'on 
a  toujours  [voir  (4)] 

(i8)[  2«,),=  o     et     ^ri/fu,=:o, 

en  ayant  égard  à  (i), 

li2jrid*uiz=[n  —  l)[n  —  '2)111  f,u,  Xt(fra'i.'/,  =  [n  —  i]llfi,,tUitlrfy, 

Dans  le  cas  d'un  rebroussement  on  a  donc,  en  vertu  de  (17), 
(19)        itlxtiPu,  =  («  _  i)  («  _  2)  {a,e/.f,  -h  «,^/.r,  4-  «,</.r, ;«, 

et  celte  dernière  expression  est  nulle.  Multipliant  en  effet  les  trois 
équations  (lo)  respectivement  p^i^  Jt»  J'2f  J's  et  ajoutant,  nous 
obtenons 

fn'jc  UtifaXij-t  =  1/i  .1  v'(f»  —  ?  *•)  -2/i  ii)i  tU,, , 

y^y-^ày  étant  deux  points  de  la  steinérienne,  x  etx-hrfx  les 
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points  correspondants  de  la  hessienne  :  points  dont  les  lignes 
de  jonction  respectives  se  coupent  sur  la  ligne  v.  Mais  les  expres- 
sions qui  figurent  dans  le  second  membre  s'évanouissent  en  vertu 
de  (18),  et  il  en  résulte,  puisque  Vr  n'est  pas  nul  en  général, 

(20)  ^^'^fikXtXk  =  "l^l  *  ".ix  =  o. 

adjc  étant  égal  à  a,djCi-\-  a^ilxi-i-aidjct.  Cette  équation  donne 
d'abord  le  théorème  suivant  : 

Si  la  première  polaire  de  y  a  en  x  un  point  double,  la  tan- 
gente  de  la  deuxième  polaire  dej  touche  en  x  la  hessienne,  ou, 
d'après  un  théorème  précédent  de  la  théorie  des  polaires,  la  tan- 
gente de  la  hessienne  en  un  point  x  est  la  droite  quatrième  har- 
monique à  la  ligne  de  jonction  de  x  avec  le  pôle  correspondant  y 
et  aux  tangentes  de  la  première  polaire  de  jr  au  point  double  x. 

Mais  dans  le  cas  d'un  rebroussement  on  a,  en  vertu  de  (17), 

d'où 

et  par  suite,  à  cause  de  (20),  a.djc  =  o  ou  a,- =  o.  Cette  dernière 
circonstance  ne  peut  pas  se  présenter,  car  d'après  (17)  on  a 

expression  qui  deviendrait  alors  nulle,  et  cela  indépendamment 
des  z,  c'est-à-dire  que  la  seconde  polaire  de  j-  aurait  un  poin 
double  en  x,  tandis  que,  comme  première  polaire  dejy  relativement 
à  aj-a"''  =  o,  elle  doit  passer  simplement  par  le  point  de  rebrous- 
sement de  cette  courbe  (en  y  touchant  la  tangente  de  rebrous-- 
sèment)  (p.  a5).  Donc,  en  fait,  pour  le  pôle  ^  ont  lieu  simulta- 
nément, d'après  (19),  les  trois  équations 

3  «/  j'/  =  o ,     2l  ^1 V  '/«/  =  o ,     ^jjfPui  z=o. 

L'équation  xjjc  =  o  fait  voir  de  suite  que  le  point  x  ■+•  dx  se 
trouve  simultanément  sur  la  hessienne  et  sur  la  tangente  de  rebrous- 
sement a  ;  nous  aurons  donc,  en  nous  reportant  aux  nombres  du 
Tableau,  ce  théorème  : 

Jl  existe  ia(7i  —  2)(/i  —  3)  premières  polaires  qui  ont  un  point 
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de  rebroussement  ;  les  pôles  correspondants  sont  les  rebrousse^ 
nients  de  la steinèrienne  [*),  etles  tangentes  aux  points  de  rebrous- 
sement des  polaifes  touchent  la  hessienne  en  ces  points.  Celle  der- 
nière propriété  résulte  immédiatement  de  la  remarque  précédente. 

Nous  citerons  encore  les  relations  suivantes,  indiquées  par  Steiner 
entre  les  courbes  considérées  ici  : 

De  même  que  la  hessienne  passe  par  les  points  d 'inflexion  de  Iti 
courbe  originaire,  de  même  la  steinèrienne  touche  toutes  ses  tan- 
gentes d' inßexion.  Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  la  der- 
nière des  deux  courbes  est  enveloppée  par  les  polaires  linéaires  de 
la  première,  car  pour  les  points  d'inflexion  ces  droites  sont  les 
tangentes  d'inflexion. 

En  second  lieu,  deux  pôles  dont  les  polaires  se  touchent  sont 
toujours  situés  sur  une  tangente  de  la  steinèrienne,  et  les  polaires 
de  tous  les  pôles  situés  sur  l'une  de  ces  tangentes  se  coupent  en  un 
seul  point,  le  point  double  x,  lequel  appartient  à  la  polaire  du 
point  de  contact  y^  de  la  tangente;  la  tangente  commune  de  toutes 
les  polaires  est  la  ligne  de  jonction  de  x  et  de  j  ',  elle  est  donc 
tangente  à  la  cajlej  enne. 

Si,  en  efi'et,  z  cl  t  sont  deux  points  dont  les  polaires 

se  touchent  eu  x,  les  trois  équations  suivantes  ont  nécessairement 
lieu  : 

(a»)  -./a  -I-  ^»/jA  -H  ^iÂi  =  ."('i/ix-  4-  'i/u-  +  '»/»x > 

Si  donc  on  pose 

on  a  devant  soi  les  équations  (i);  donc  la  ligne  qui  joint  z  et  {ren- 
ferme le  point  j-  de  la  steinèrienne  et  est  tangente  en  ce  point, 
puisque  l'équation  de  la  tangente  enj^  [voir  (6)] 

/|X,  -t-/,X,  -4-/,X,  =  » 


(')  C«  théorème  ■  été  démontré  pour  1m  courbe«  du  quatrième  ordre  par  Clebseh 
{Journal  de  BorcharJt,  t.  59),  et  eu  général  par  Cremona  {toe.  dt.). 
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est  satisfaite  pour  X  =  :;  et  X  =  f .  Enfin,  l'équation  des  tangentes 
communes  des  polaires  au  point  de  contact  x  est 

X,  I/u  =i  H-  X,I/„.=,.  H-  X,2/„.3,.  =  o. 

Cette  équation,  étant  satisfaite  pour  X  =  or  et  X  =j>',  représente  la 
ligne  qui  joint  le  pôle  au  point  double  correspondant  de  la  polaire. 
De  même  qu'en  imposant  ici  aux  premières  polaires  la  condition 
de  posséder  certaines  singularités  nous  avons  été  conduits  à  des 
courbes  covariantes,  de  même  on  peut  partir  des  polaires  d'un 
ordre  quelconque  et  engendrer  des  figures  covariantes  qui,  comme 
les  courbes  traitées  ici,  présenteront  certaines  singularités  ;  mais  les 
courbes  qui  ont'cette  origine  n'ont  pas  encore  été  étudiées  d'une 
manière  approfondie. 

y.  —  Sur  les  systèmes  des  courbes. 

Après  avoir  poursuivi,  autant  que  le  permet  le  développement 
actuel  de  la  théorie,  certaines  considérations  générales  se  rattachant 
à  une  courbe  unique,  la  première  question  qui  se  présente  à  nous 
est  celle  des  relations  respectives  de  deux  courbes  qui  peuvent 
être  en  général  d'ordres  différents,  c'est-à-dire  celle  des  invariants 
fonctionnels  simultanés  de  deux  formes  algébriques  ternaires. 
Jusqu'ici,  toutefois,  il  n'est  possible  de  donner  d'éclaircissements 
généraux  que  sur  un  petit  nombre  de  points. 

Un  invariant  simultané  de  deux  courbes  du  m'*"®  et  du  /z*^"*  ordre 
est  fourni  par  le  tactinvariant  déjà  mentionné  plus  haut  (p.  84), 
et  dont  l'évanouissement  exprime  que  les  deux  courbes  se  tou- 
chent; cet  invariant  est  du  degré /z  (  2 m -+- «  —  3)  par  rapport  aux 
coefficients  de  la  courbe  d'ordre  m  et  du  degré  Tn{^n-{-  m  —  3) 
par  rapport  à  ceux  de  la  courbe  d'ordre  n  ;  nous  avons,  du  reste, 
établi  cet  invariant  d'une  manière  effective  pour  le  cas  de  deux 
coniques  (t.  I,  p.  371). 

On  sera  conduit  à  des  covariants  simultanés  en  imposant,  pa 
exemple,  que  les  polaires  d'un  certain  ordre  de  l'une  des  courbes 
aient  avec  l'autre  courbe  une  relation  invariante  déterminée,  telle 
qu'une  relation  de  contact.  Si  l'on  prend,  par  exemple,  une  courbe 
du  /i'*""«  et  une  du  premier  ordre 

«"  =  o     et     «^  =  o. 
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la  condition  que  les  polaires  coniques,  c'esl-à-dirc  les  (/i  —  a)'**" 
polaires  d'un  point,  touchent  la  ligne  u  donne  la  courbe  d'ordre 
2(/ï  —  a)  déjà  mentionnée  plus  haut  (p.  i8)  : 

On  obtient  de  môme,  si  les  polaires  cubiques  doivent  toucher 
la  ligne  u,  Téquation  d'ordre  4(/»  —  3)  (t.  I,  p.  34Ö), 

[aùu)*  {cdu)*  {acu)  {6r/«)o«-»  ^»-»c^-'r/;-»  =  o. 

Étant  données  ensuite  une  courbe  du  /i'*"*  ordre  et  une  conique 
a"  =  o     et     «  '  =  o, 

on  peut  imposer  la  condition  que,  pour  les  deux  coniques 
a"~*a*  =  o     et     «^  =  o, 

l'un  des  deux  invariants  simultanés  (A|,3  ou  A, 32  d'après  nos 
notations  précédentes)  s'évanouisse;  on  obtient  alors  respecti- 
vement les  deux  courbes 

[au^j^a"^    *z=o     et     («Z»«)»«;*  i^"*  —  o, 

d'où  résultent,  en  vertu  de  la  signification  géométrique  des  équa- 
tions Ana  =  o,  A|2a  =  o  (t.  I,  p.  368),  ces  deux  théorèmes  : 

1°  Le  lieu  d'un  point  dont  la  conique  polaire  possède  une 
infinité  de  triangles  polaires  circonscrits  à  une  conique  donnée 
est  une  courbe  de  l'ordre  n —  2. 

a**  Le  lieu  d'un  point  dont  la  conique  polaire  est  inscrite  en  un 
triangle  polaire  appartenant  à  une  conique  donnée  [et  par  con- 
séquent eh  une  infinité)  est  une  courbe  de  l'ordre  i[n —  a). 

Si  l'on  impose  ensuite  aux  courbes  covariantes  qui  ont  cette 
origine  des  propriétés  invariantes  déterminées,  on  sera  conduit  de 
nouveau  à  des  invariants  simultanés  des  deux  courbes  données. 
Ainsi,  par  exemple,  pour  «  =  4>  ^^  courbe  du  (/i — a)'***  ordre 
dont  l'équation  a  été  établie  ci-dessus  est  la  conique 

(««.S)«a«  =  o, 
et,  suivant  que  cette  courbe  doit  se  décomposer  ou  présenter  à 
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l'égard  de  la  conique  donnée  les  relations  invariantes  dont  il  a  été 
question,  on  obtient  les  conditions  invariantes  qui  suivent  : 

A  =  (««P)«  (  by^Y  (^«?)'  («*<^)'  =  O. 

B  =  («/a;3)*(a7J)*  =  o, 

C  =  (rtaS)»  (Pyo^)«  [abt]^  —  G, 

OÙ  les  symboles  ß,  y,  <J,  e,  ^  ont  tous  la  même  signification  que  a. 
Ces  exemples,  choisis  tout  à  fait  arbitrairement,  suffiront  pour 
donner  une  idée  de  la  diversité  des  formations  qui  peuvent  se 
présenter. 

Si  les  deux  courbes  considérées  (y=  o,  ç^o)  appartiennent 
au  même  ordre,  que  nous  désignerons  parn,  il  existe  une  infinité 
de  courbes  du  n'*"*  ordre  qui  passent  par  leurs  n^  points  d'intersec- 
tion (  '  ),  et  qui  forment  \e  faisceau 

/-+-  ).?  =  o, 

et,  pour  préciser,  par  chaque  point  du  plan  passe  une  courbe  du 
faisceau.  De  même  que  dans  un  faisceau  de  coniques  on  rencontre 
en  général  trois  couples  de  lignes,  c'est-à-dire  trois  courbes  à 
point  double,  de  même  il  se  trouvera  parmi  les  courbes  du  fais- 
ceauy-J-  Xy  =  o  un  nombre  déterminé  de  courbes  à  points  doubles, 
car  imposer  un  point  double  donne  une  condition  relativement  aux 
coefficients  de  la  courbey-H  Xy,  et  par  conséquent  une  équation 
pour  X,  à  savoir  l'évanouissement  du  discriminant.  Or,  pour  une 
courbe  d'ordre  n,  cette  dernière  fonction  est  du  degré  3  (/z  —  i)- 
par  rapport  aux  coefficients,  et  conséquemment  dans  notre  cas  par 
rapport  à  X.  //  existe  donc  en  général  dans  un  faisceau  de  courbes 
du  «'^'»*  ordre  3  («  —  i)-  courbes  à  point  double.  Ce  nombre 
peut  toutefois  subir  une  réduction  lorsque  les  courbes  y*  et  y  se 
touchent,  lorsque  dans  le  faisceau  se  rencontre  une  courbe  à  point 
de  rebroussement,  lorsque  toutes  les  courbes  ont  un  point  double 
commun  et  dans  d'autres  éventualités  semblables  (  -).  Dans  ces  cas, 

(')  Ceci  n'est  point  en  contradiction  arec  le  fait  qu'une  coarbe  d'ordre  n  est  déjà 

,  .^        .    •  /i(/i-t-3)       .  ...  ..... 

déterminée  par  — ^ points,  car  les  «'  points  ne  sont  pas  indépendants  les  uns 

des  autres.  {Voir  le  t.  III  de  ces  Leçons.) 
(*)  Voir,  sur  ce  sujet,  Ckemosa,  Einleitung  in  die  TIteorie  ebener  Curven. 
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3(/<  —  i)' désigne  à  la  fois  le  nombre  des  solutions  proprement 
dites  et  le  nombre  des  solutions  improprement  dites,  si  chacune 
de  ces  dernières  est  comptée  au  degré  exact  de  multiplicité. 

On  peut  de  même  demander,  en  général,  que  pour  une  courbe 
du  faisceau  un  invariant  déterminé  s'évanouisse  ;  ilj  aura  toujours 
alors  {x  courbes  de  l'espèce  voulue  dans  lejaisceau  si  Finvariant 
est  du  degré  fi  par  rapport  aux  coefficients  de  la  courbe  du  /»'*"* 
ordre.  On  peut  aussi  mettre  le  faisceau  en  relation  avec  une 
courbe  d'ordre  m  donnée  arbitrairement  ;  il  y  aura  alors  un  nombre 
déterminé  de  courbes  pour  lesquelles  un  des  invariants  simul- 
tanés possédés  en  commun  avec  la  forme  d'ordre  n  s'évanouira. 
Conformément  aux  nombres  indiqués  plus  haut  pour  le  degré  du 
tactinvariant,  il  existe ,  par  exemple,  dans  un  Jaisceau  du  n'^"**' 
ordre,  m[t>.n-{-  m  —  3 )  courbes  qui  touchent  une  courbe  donnée 
d'ordre  m.  Si  toutefois  cette  dernière  courbe  a  des  points 
doubles,  parmi  ces  m  (a/i  -h  m  —  3)  courbes  tangentes  du  faisceau 
sont  encore  comprises  celles  qui  passent  par  les  points  doubles,  car 
dans  un  point  double  deux  intersections  se  trouvent  aussi  réunies. 
Mais  toute  courbe  de  cette  nature  absorbe  deux  courbes  tangentes 
proprement  dites  du  faisceau.  On  le  reconnaît  géométriquement 
par  le  procédé  employé  à  propos  des  formules  de  Pliicker  pour 
établir  que  tout  point  double  d'une  courbe  diminue  sa  classe  de 
deux  unités,  c'est-à-dire  en  faisant  successivement  dégénérer  la 
courbe  fixe  du  m'*"*  ordre  en  une  courbe  à  point  double  et  en 
considérant  alors  que  dans  les  deux  parties  courbes  se  trouvaient 
deux  points  de  contact  confondus  ensuite  au  point  double  {ßg.  i8, 
p.  5a).  Si  enfin  l'on  fait  en  sorte  que  la  boucle  du  point  double 
se  rétrécisse  de  plus  en  plus,  un  autre  point  de  contact  se  réunira, 
à  la  limite,  avec  le  point  de  rebroussement  ainsi  obtenu.  Le 
nombre  des  courbes  du  n'^"*^  ordre  d'un  Jaisceau  qui  ont  un 
contact  proprement  dit  avec  une  courbe  d'ordre  m  possédant 
d  points  doubles  et  r  points  de  rebroussement  est  donc  égal  à 

m   ?.  «  -J-  «1  —  3  )  —  md  —  3  /•, 

ou,  si  nous  introduisons  le  genre p  z=  ~  [m  —  i  )  (m  —  a )  —  d  —  /• 

(p.G5),égaU 


-  •  \ 


'  mn  -^  p  —  I  ) 
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nombre  que  nous  déduirons  plus  tard  par  une  autre  voie  de  consi- 
dérations plus  générales  (' ). 

A  la  considération  des  faisceaux  se  rattache  un  mode  de  géné- 
ration simple  d'une  courbe  algébrique  au  moyen  de  courbes  d'ordre 
moins  élevé,  qui  peut  être  considéré  comme  une  généralisation 
du  mode  de  génération  des  coniques  par  deux  faisceaux  projectifs 
de  rayons.  A  la  place  de  ces  derniers,  prenons  en  effet  deux  fais- 
ceaux de  courbes  quelconques  d'ordres  m  ei  n  respectivement, 

(i)  F-f->-*  =  o,    /-h  «î,  =  o, 

et  établissons  entre  eux  une  relation  telle  qu'à  chaque  courbe  de 
l'un  corresponde  une  courbe  de  l'autre  et  inversement,  de  sorte 
qu'entre  leurs  paramètres  X,  fx  existe  une  équation  linéo-linéaire 

(2)  a/a -f- i).  +  cti -f- rf=o; 

le  lieu  des  points  d'intersection  des  courbes  correspondantes  des 
deux  faisceaux  liés  projectivement  l'un  à  l'autre  est  alors  une 
courbe  du  (m -h  m)'*""  ordre,  dont  l'équation  s'obtient  en  éliminant 
X,  ^  entre  les  trois  équations  (i)  et  (2). 

Si  l'on  prend  la  relation  projective,  ce  qui  est  toujours  permis, 
sous  la  forme  simple  où  deux  courbes  ayant  même  paramètre  X  se 
correspondent  dans  les  faisceaux  (i),   la    courbe  résultante   est 

donnée  par 

F»  — */=o; 

elle  est  donc  effectivement  de  l'ordre  m-\-n,  et  l'on  reconnaît 
qu'elle  passe  par  tous  les  points  de  base  des  deux  faisceaux.  On 
peut  se  représenter  géométriquement  la  relation  projective  des 
faisceaux  comme  ayant  l'origine  suivante.  Posons 

F  =  <,  ♦  =  «;;", 
/  =  «^    <f  =..-', 

et  soient j^  un  point  de  base  du  premier  faisceau,  z  un  point  de  base 
du  second;  les  tangentes  de  toutes  les  courbes  des  deux  faisceaux 
en  ces  points  fondamentaux  forment   deux  faisceaux  de  rayons 

(')  Voir  ci-après  la  Section  VIII  sur  l'extension  du  principe  de  correspondance. 
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donnés  par 

<'"*''x-+->«v"''«!r  =  Oi 

«"-»«^-t-Àa;"-'  a'  =o 

Ces  faisceaux  de  rayons  sont  projectifs  l'un  par  rapport  à  l'autre, 
et  Ton  peut  à  l'inverse  établir  la  corrélation  de  deux  faisceaux  de 
courbes  en  reliant  projectivement  deux  semblables  faisceaux  de 
tangentes,  car  à  chaque  tangente  correspond  une  courbe  unique 
du  faisceau  auquel  elle  se  rapporte. 

Ici  se  pose  la  question  de  savoir  si  la  courbe  engendrée  est  la 
plus  générale  de  son  espèce  et  si  toute  courbe  algébrique  peut  être 
engendrée  de  cette  manière.  Nous  serons  plus  tard  en  situation  de 
répondre  affirmativement  à  cette  question,  en  montrant  que  sur 
toute  courbe  on  peut  toujours  déterminer  deux  systèmes  de  points 
qui  peuvent  être  employés  comme  points  de  base  de  deux  faisceaux 
projectifs  pour  la  génération  de  la  courbe  donnée  (  '  ). 

Nous  passons  à  la  considération  simultanée  de  trois  courbes. 
Parmi  les  formations  invariantes  simultanées  auxquelles  elles  don- 
nent naissance,  il  en  est  une  qui  a  été  spécialement  étudiée  jusqu'à 
présent  et  à  laquelle  nous  aurons  uniquement  égard  ici  :  c'est  la 
jacobienne  des  trois  courbes  primitives.  Supposons  ces  dernières 
données  par  les  équations 

y  =  <  =  0,      •;<  =  «r=0,      /.  =  «"r=o; 

la  jacobienne  sera  représentée  par  l'évanouissement  de  leur  déter- 
minant fonctionnel,  c'est-à-dire  par 

dy       ôf       dy 


dx, 

ÜX, 

dx. 

I 
mm'  m' 

Ou, 

0^ 
d.r. 

d.r. 

dx, 

à/. 

,m~\  „'m'-i    •/«■^i 


(')  Co  théorème  a  été  donné  pour  le«  courbes  du  troiaième  ordre  par  Chattes 
{Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XLi,  i853)  et  dans  sa  gêné* 
raillé  par  de  Jo:«vi)iuies,  Essai  sur  la  génération  des  courbes  géométriques  {Uémoirrt 
présentés  par  divers  savants  à  l'Académie  des  Sciences,  t.  XVI,  i858).  Dans  ce  traratl 
se  trouvent  traites  beaucoup  de  problèmes  de  construction  se  rapportant  au  théo- 
rène  dont  il  s'agit.  Pour  le»  courbes  du  troisième  ordre,  voir  le  second  CbapitM  du 
présent  Volume. 


TBtoRIE  CÉMÉKALS  »ES  COCRWS  ALCÉBSIOCES.  g-j 

Lajacobienne  est  donc  de  l'ordre  m  -f-  ni  -+-  m" —  3,  et,  comme 
on  l'aperçoit  immédiatement,  elle  est  le  lieu  des  points  dont  les 
polaires  linéaires  relativement  aux  trois  courbes  données  se 
coupent  en  un  même  point  (  '  ). 

La  jacobienne  possède  en  particulier  la  propriété  de  passer  par 
les  points  comnmns  aux  trois  courbes.  Si,  en  effet,  l'on  multiplie 
les  deux  premières  lignes  du  déterminant  fonctionnel  parxi,  x-, 
respectivement,  et  qu'on  les  ajoute  à  la  troisième  multipliée  par  x^ , 
cette  dernière  se  trouve  alors  composée  des  termes mo,  m' si»,  m"/, 
et  le  déterminant  s'évanouit  en  même  temps  que  ces  fonctions. 

Dans  ce  cas,  il  se  présente  une  particularité  très-importante 
pour  les  applications  ultérieures  lorsque  deux  des  courbes  primi- 
tives sont  du  même  ordre  ;  on  a  alors  ce  théorème  : 

La  jacobienne  de  trois  courbes  o  =  ayf^i  =  o,  y=  o  touche  en 
chacun  de  leurs  points  communs  la  courbe  y=  o  lorsque  o  et  à 
sont  du  même  ordre;  si  le  point  commun  est  un  point  double 
pour  j(,  ce  point  sera  également  un  point  double  pour  la  jaco- 
bienne, et  les  tangentes  de  cette  dernière  courbe  en  ce  point  se 
confondront  avec  celles  de  -/=  o['-). 

Pour  le  démontrer,  comparons  les  dérivées  partielles  de  y  pour 
les  coordonnées  du  point  considéré  avec  celles  du  déterminant 
fonctionnel  (m  =  m',  m" -+-  am' —  3  =  (J-) 

A>  z=  „an   ]  <'-«  /7'j"'->  a^''-^ 
Or,  nous  avons 

X  [(/«'— i)«^a'^rt'  ■+-  [m'—  i]a'j.r/^a.  ^  (m  —  i) a'^a'j.fi.']. 


(')  Observons  qu'ici,  comme  pour  les  coniques,  on  a  le  tbéorème  suivant  :  Si  le 
déterminant  fonctionnel  de  trois  courbes  de  même  ordre  est  identiquement  nul,  les 
trois  courbes  appartiennent  au  même  faisceau.  La  démonstration  a  la  même  marche 
que  dans  les  formes  quadratiques;  ou  doit  seulement  multiplier  toutes  les  équations 
dont  il  est  question  (t.  I,p.  379)  par  les  facteurs  symboliques  a'"~-,  «|^"~-,  «'"'"*.  Tou- 
tefois, des  considérations  plus  approfondies  deviennent  n(*Ccssaires  lorsque  les  points 
d'intersection  coïncident,  et  le  théorème  subit  des  exceptions  lorsque  les  trois  courbes 
considérées  se  composent  partiellement  de  branches  comptant  plusieurs  fois.  (Fio/r, 
s-.ir  ce  sujet,  Gordax  et  NörncB,  Math,  ytnnalen,  t.  X.) 

(')  fuir  Hesse,  Journal  de  C relie,  t.  41,  p.  a86,  et  CtEBScn,  Cun-en  deren  Coordi- 
naten  ellipt.  Functionen  eines  Parameters  sind  (^ibid.,  t.  64). 

Clebscu.  —  Géométrie,  II.  7 


98  ToaB  II.  —  ciiAriTiii  i. 

et,  si  nous  mulllpllons  par  Uxi  les  iz,-  étant  des  quantités  purement 
arbitraires  (sous  la  seule  condition  de  m^  ^  ou  <^  o),  et  que  nous 
fassions  usage  de  l'identité 

(  3  )  [aa'a"  )  u^  =  {aa'  «)  a'^  -  [an"  u)  a^  +  («'  a"  u]  a,,, 

nous  obtiendrons,  par  suite  de  ce  que  les  termes  multipliés 
par  <f,  t^,  '/^  sont  nuls, 

Mais  ici  le  dernier  terme  se  réduit  au  premier,  à  cause  de  A  =  o, 
car  on  a  identiquement 

(5)  {a"au]a.+  [a' a"  u)  a.  —  [aa'a")u.  —  [aa'tt)a'., 

et  il  vient,  par  conséquent, 

a  AÎT«  à.H^  =  {m"  —  m'  )  af-  '  a\  [aa'  a  )  «';•'-  »  à^'  "  « , 

c'est-à-dire,  puisque  le  facteur  [aa'u)  «'"  '  «'"'  '  peut  toujours 
être  supposé  diflerent  de  zéro  à  cause  de  la  qualité  arbitraire  des  u, 
que  la  tangente  de  A  en  x  coïncide  avec  celle  de  Y.y  c^  qu'il  fallait 
démontrer. 

Mais,  si  X  est  un  point  double  de  ;(  =  o,  le  second  membre  est 
nul  indépendamment  des  z;  il  en  est  donc  de  même  du  premier, 
c'est-à-dire  que  A  =  o  a  également  en  x  un  point  double.  Les 
tangentes  de  ce  dernier  s'obtiendront,  à  cause  de  l'évanouissement 
àea^"'* a^t  en  égalant  à  zéro  l'expression  suivante,  dans  laquelle  C 
est  un  facteur  numérique  : 

a  (  u  -  i)  AJ^-»A|  «,  =  Cay-^a.*  {aa'tt)a'f-' àf-\ 

c'est-à-dire  que  les  tangentes  du  point  double  de  A  se  confondent 
avec  celles  du  point  double  de  y^. 

On  peut  obtenir  une  généralisation  du  théorème  ainsi  démontré 
dans  le  cas  où  le  point  commun  x  est  pour  les  courbes  <^  et  <j)  un 
point  multiple  d'ordre  r  —  i  et  d'autre  part  pour  j^  un  point 
multiple  d'ordre /",  nous  supposons  d'ailleurs  ici  que  les  tangentes 
des  différentes  courbes  en  x  ont  un  cours  séparé.  Dans  ce  cas,  les 

dérivées  partielles  -r^»  -r^  s'annulent  r —  2  fois  au  point  x,  et  les 
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dérivées  -^  r  —  i  fois.  Le  déterminant  A  formé  avec  elles  aura, 
par  suite,  une  racine  de  l'ordre 

2(r  —  2) -f- r — 1=3/- — 5. 

La  courbe  A  =  o  a  donc  en  x  un  point  dont  Tordre  de  multi- 
plicité est  au  moins  3/" — 5.  Pour  un  plus  ample  examen,  obser- 
vons que  la  (  u  —  f)'*"*  polaire  de  x  relativement  à  A  :=  o  est  donnée 
par  Tévanouissement  de  l'expression  suivante  : 


^6,  . 

\aa'  a 


■'\   .   .^^^ 


"  )  y  V  V  "'/  m,Mi\  <'-'■-'  df-'^-'^af-'-^a'.d^al 

i  =  o  k  =:o  /  =  o 

dans  laquelle  i  -f-  A-  H-  /  =  v  et  où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 
m]  =  ( ///'  —  I )  ( 'w'  —  2  ) .  .  .  (  w'  —  /) , 

m'f  devant  être  défini  d'une  manière  correspondante.  Si  main- 
tenant, en  vertu  de  nos  hypothèses  précédentes,  les  équations 

(7)        n'f"^-a'.''=o,     n'J."'-'-^'-df^-=o,     «"/"-'"+'«;'-»  =  o 

ont  lieu  indépendamment  des  z,  tous  les  termes  de  la  triple  somme 
écrite  ci-dessus  qui  renferment  un  des  facteurs  symboliques 
^ni'-r+2^  ^|»*'-/-+2^  ^"nr-r+i  ^^^^^  ^^  g^^-  j.eyjgjj^  ^^  même,  un  des  fac- 
teurs flC~',  û/~',  ^"z  'f  disparaissent,  et  il  ne  reste  plus,  en  consé- 
quence, que  des  termes  multipliés  par  les  facteurs 


ou  par  des  puissances  plus  élevées  de  a^,  a'.,  a"..  Mais  pour 
5  =  3/'  —  5,  à  cause  de  la  relation  i  -f-  A  -f-  /=  s,  la  plus  haute 
puissance    de    a'  qui  puisse  se   rencontrer    est    précisément   la 

(/•  —  I )''■■"*,  puisque 

r  —  I  =3  r  —  5  —  2.  [r  —  2.]. 

Notre   somme   se   réduit  donc,  abstraction  faite  d'un  facteur 
numérique,  au  terme  unique 
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Si  nous  multiplions  ce  dernier  terme  par  i/xet  que  nous  fassions 
de  nouveau  usage  de  Tidentité  (3),  nous  obtiendrons  une  combi- 
naison linéaire  des  expressions  nulles  (7),  et  par  conséquent  un 
résultat  égal  à  zéro  :  A  ^  o  a  donc  en  x  un  point  multiple  d'ordre 

3r  — 4. 

Recherchons  ensuite  les  tangentes  de  A  en  ce  point,  c'est-à-dire 

formons  la  somme  (6)  pour  .v  =  3r — 4-  Dans  cette  somme,  tous 
les  termes  multipliés  par  rtC"',  i'/"',  n^~^  disparaissent  encore,  et, 
à  cause  de  *  -f-  A^ -h  /  =  3  /•  —  4>  'a  plus  haute  puissance  à  laquelle 
a\  puisse  entrer  est  égale  à 

3r  —  4  —  2(r —  2)  =  r, 

tandis  que  la  moins  élevée  est  égale  à  /• —  i.  D'après  cela,  il  reste 
dans  la  somme  en  question  un  terme 

et  deux  termes  dont  la  somme  renferme  les  facteurs  symboliques 

(9)  { ««'  «*  )  <'"  '  «r  *  «V  ~  *  (  <>■.  »X  -+-  "x  »';  ) . 

Si  nous  multiplions  ces  facteurs  par  Ux^  et  que  nous  appliquions 
de  nouveau  l'identité  (3),  ils  deviennent  égaux  ù 

ce  qui  est,  d'après  l'identité  (a),  égal  à 

a^a^  [  { aa'a") .  «.  —  (««'  «  )  «'-]«".'-  •  «Ç  *  '»V  "*  • 

Mais  ici  le  premier  terme  est  le  terme  qui  se  présente  dans  le 
développement  de  Û^T^'"*"^  A''""'',  et  il  est  en  conséquence  nul, 
tandis  que  le  second  terme  comprend  le  facteur  «T",  comme  le 
premier  terme  (8)  mentionné  plus  haut.  Or  les  symboles  vP  ne 
figurent  plus  dans  son  second  facteur  entre  parenthèses  (aa'u);  il 
renferme  donc  aussi  le  facteur  d^'~'^ .  Nous  pouvons  reconnahrc  ce 
dernier  facteur  dans  le  terme  (8)  en  multipliant  de  m(>me  par  i/^ 
et  en  appliquant  l'identité  (3).  11  reste,  en  vertu  de  (7),  précisé- 
ment le  même  terme  auquel  nous  venons  de  réduire  la  somme  (9), 
cl  l'on  a,  en  conséquence,  C  désignant  un  facteur  numérique, 


=  C.a;!'    'a:.{aa'u]a 
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L'expression  qui  figure  dans  le  premier  membre  renferme  donc 
le  facteur  a"''~''d^,  qui  détermine  le  produit  des  /•  tangentes  de 
;(r  =  G  en  x.  D'où  l'on  déduit  ce  théorème  : 

Si  deux  courbes  de  même  ordre  ont  en  un  de  leurs  points 
communs  un  point  multiple  d'ordre  r — i,  et  qu'en  ce  même 
point  une  troisième  courbe  possède  un  point  multiple  d'ordre  r 
[tous  à  tangentes  séparées) ,  la  jacobienne  a  au  lieu  dont  il  s'agit 
un  point  multiple  d'ordre  'ir  —  4>  dont  r  tangentes  coïncident 
av^ec  les  tangentes  de  la  troisième  courbe. 

Ce  théorème  n'est  pas  modifié  si  parmi  les  tangentes  de  la 
courbe  yeux  plusieurs  coïncident  par  groupes.  Si,  au  contraire, 
les  courbes  9  et  t|<  ont  en  commun  les  r  —  i  tangentes  de  leur  point 
multiple,  rt^'*"*'«^  '  devient  proportionnel  à  a  "''''**  a'r~* ,  et  l'on 
reconnaît  que  A  acquiert  un  point  multiple  de  l'ordre  3  (r — i). 

Il  se  présente  encore  d'autres  particularités  si  quelques-unes  de 
ces  tangentes  communes  de  o  et  '^  ou  toutes  sont  en  même  temps 
tangentes  du  point  multiple  de  y. 

Si  enfin  les  trois  courbes  sont  du  même  ordre  [m  =  m'  =^m''), 
on  peut  remplacer  chacune  d'elles  par  une  courbe  quelconque  du 
système 

(10)  XV  ■+-  '/-^  -^  u/=  O 

sans  faire  varier  la  jacobienne.  On  appelle  aussi  dans  ce  cas  cette 
dernière  courbe  la  hessienne  du  système,  et  l'on  désigne  le  système 
sous  le  nom  de  réseau.  La  jacobienne  est,  par  conséquent,  une 
combinante  de  ce  dernier  [l.  I,  p,  378).  Un  réseau  est  caractérisé 
analytiquement  par  le  fait  que  chacune  de  ses  courbes  dépend 
linéairement  de  deux  paramètres;  il  le  sera  donc  géométriquement 
par  cette  circonstance  que  toutes  ses  courbes  qui  passent  par  un 
point  déterminé  forment  un  faisceau,  car,  si  l'on  substitue  les 
coordonnées  de  ce  point   dans  (4),  on   peut  exprimer  l'un  des 

paramètres  -»  -  linéairement  au  moven  de  l'autre.  Par  suite,  la 

u.     u. 

réunion  des  courbes  d'ordre  n  qui  passent  par  — — ^— 2  points 

fixes  forme  l'exemple  le  plus  simple  d'un  réseau.  Un  autre 
exemple  nous   est  fourni   par  l'ensemble  des  premières  polaires 
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appartenant  à  une  courbe  donnée  (^.r=  o) 

—  et  "^  devant  alors  ôtre  considérés  comme  les  deux  paramètres 

Xi     y 

qui  entrent  linéairement.  Pour  ce  réseau,  la  hessienne  se  confond 
avec  la  hessienne  de  la  courbe  primitive,  car  nous  pouvons,  entre 
autres  manières,  définir  la  première  par  le  théorème  suivant  ; 

//  existe  dans  un  réseau  une  infinité  de  courbes  à  point  double; 
le  lieu  de  ces  points  doubles  est  la  hessienne  ou  la  jacobienne  du 
réseau. 

L'élimination  de  jt,  X,  ^  entre  les  trois  équations  qui  représentent 
les  conditions  nécessaires  pour  un  point  double 


x«;î'-"  «,-+->.«;;." 


"m-i     '  — 


conduit,  en  effet,  au  déterminant  fonctionnel  de  »ij-,  v{/,  j^. 

Nous  pouvons  enfin  donner  pour  cette  courbe  une  troisième 
définition.  Il  arrivera  un  nombre  infini  de  fois  que  deux  courbes 
et  par  conséquent  un  nombre  infini  de  courbes  du  réseau  se  tou- 
clienl  en  un  point,  car  ceci  exige  l'accomplissement  d'«we  seule 
condition  à  l'égard  des  deux  paramètres  arbitraires.  Soient  main- 
tenant 9  =  o,  (^  =  o  deux  courbes  du  réseau  ainsi  tangentes;  toute 
courbe 


Ox, 

d^ 

dxj 

les  r  pouvant  avoir  des  valeurs  quelconques,  passera  par  leur  point 
decontact, ainsi  que  nousravonsmontré(p.84).  Or,  si  nous  posons 

i',  =  -r^t  on  n'a  là  autre  chose  que  la  hessienne  de  notre  réseau, 

OXi  ^ 

d'où  la  conclusion  suivante  : 

La  hessienne  d'un  réseau  est  le  lieu  des  points  oii  fwuvent  se 
toucher  deux  courbes  du  réseau. 

11  existe  pour  ces  courbes,  relativement  à  la  manière  dont  elles 
se  comportent  à  l'égard  des  points  remarquables  du  réseau,  des 
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théorèmes  tout  à  fait  semblables  à  ceux  qui  ont  lieu  pour  le 
réseau  des  premières  polaires  à  l'égard  des  points  singuliers  de  la 
courbe  originaire.  Nous  mentionnerons  seulement  le  suivant  :  En 
un  point  commun  à  toutes  les  courbes  du  réseau,  la  hessienne 
possède  un  point  double  (  •  ).  Pour  m'  =  /«"=  m  en  effet,  l'équa- 
tion (4)  se  transforme  en 

fiAr^.-:«^= (m  — !)[{««' «)«;-+-  [/i'«*«) â.-{-[a''au)a'.]a'^-^  «';»-' aj^*'^ 
=   w  —  l)(fla'a'X-'«;;''-'a';"-'.i/.  =(w  —  iJA^ir.; 

l'expression  ù^^~^  A.  est  donc  nulle  indépendamment  des  ;;,  puisque, 
d'après  ce  qui  précède,  on  a  pour  le  point  commun  A  =  o,  ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

Si,  au  contraire,  pour  le  point  x  existent  les  trois  équations 

la  jacobienne  a  toujours  en  x  un  point  multiple  d'ordre  3(/'  —  i), 
puisque  les  premières  dérivées  partielles  de  ç,  •]>,  }^  s'annulent 
encore  ici  au  degré  de  multiplicité  r  —  i ,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

Or,  si  l'on  forme  ensuite  l'expression  ^j^-»'+î  A?'""'  suivant  l'équa- 
tion (6),  les  facteurs  «;,  a'.,  «'  ne  peuvent  entrer  dans  les  termes 
de  la  somme,  à  cause  de  (lo),  qu'àla  puissance  r  —  i  ou  à  une  puis- 
sance plus  élevée.  La  somme  renferme  donc  le  terme  unique 

[aa'a"  )  a^"'" aj!-'' a'J"-'- a'^r  '  a'.^' '  dr  ' . 

Si  on  le  multiplie  par  Uj-,  et  qu'on  fasse  usage  de  l'identité  (3),  on 
voit  qu'il  est  nécessairement  nul.  D'après  des  principes  tout  à  fait 
identiques,  l'expression  ^j^-''  +-  A''~-  se  réduit,  abstraction  faite 
d'un  facteur  numérique,  à  l'expression 

(««'a'')«^-'-»  ö'^-'-»  ö;^"-'--»  a^-»  «?-' a".'-' 


(')  Voir,  pour  d'autres  théorèmes  de  cette  espèce,  ainsi  qu'en  général  pour  la 
théorie  des  réseaux,  Crcxoma,  Einleitung  in  die  Theorie  der  algebraischen  Curven,  sur- 
tout Y  Appendice  dans  l'édition  allemande.  Sur  le  nombre  des  courbes  à  point  de  re- 
broussement  ou  à  deux  points  doubles  dans  un  réseau  général,  voir  de  Jomqciébes. 
Math.  Annalen,  1. 1,  p.  .'124. 
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et,  si  Ton  applique  de  nouveau  à  chaque  terme,  après  multiplication 
par  Mj,  les  identités  ^3)  et  (5),  il  vient 

( «7«' /?" ]  ( a. a'j. tt'j. ->r  ttjc a. a'^ -+-  a^ n^  a.  ]  u^ 

z=z  Ojf  a'^ a'j. \ (  ««'  //  )a.  —  (  «/»'«  )«'.-+-( a'aTu ) a. ] 


•x"jr"xv' 


=  «-«,«,  fia  a    » -. 


Si  nous  ajoutons  enfin  de  nouveau  les  autres  facteurs  symbo- 
liques, nous  obtenons  le  terme  du  développement  de  l'expression 
évanouissante  Û;'^.''"^*A^'"  "',  c'est-à-dire  que  l'on  a  aussi 

Ai-"+»A^'-*£=o. 

SI  donc  toutes  les  courbes  d'un  réseau  ont  en  un  point  ßxe  un 
point  multiple  d' ordre  r,  la  jacobienne  a  au  même  lieu  un  point 
multiple  (*)  d'ordre  3(/- —  i). 

Au  point  de  vue  auquel  nous  nous  sommes  placés  d'abord,  la 
hessienne  s'est  montrée  à  nous  comme  le  lieu  des  points  dont  les 
polaires  linéaires  relativement  à  toutes  les  courbes  du  réseau  se 
coupent  en  un  même  point;  ces  points  décrivent  une  autre  courbe, 
la  steinerienne  du  reseau,  dont  l'équation  s'obtient  en  éliminant 
les  quantités  X  entre  les  trois  équations 


La  steinerienne  est  donc  de  l'ordre  3(/« —  i)';  conformément  à 
sa  définition,  elle  est  liée  à  la  hessienne  par  une  relation  à  déter- 
mination unique. 

Enfin  une  troisième  courbe,  la  cajleyenne  du  réseau,  serA  enve- 
loppée par  les  lignes  qui  joignent  les  points  correspondants  de  la 


(')  Comiuo  toutes  les  premières  polaires  d'une  courbe  alc«brique  ont,  en  un  point 
multiple  d'ordre  r  de  cette  dernière,  un  point  multiple  d'ortire  r  — i,  et  que  la  jaco- 
bienne du  réseau  de  ces  polaires  est  en  mémo  temps  la  hessienne  de  la  courbe  primi- 
tive, il  eu  résulte  que  la  hettieiine  possède,  en  un  point  multiple  d'ordre  r  pour  la 
courbe,  un  point  multiple  d'ordre  Sr —  4-  ^"  vcriiie  facilement  que  r  tangentM  de  ce 
dernier  coïncident  avec  les  r  tangentes  de  la  courlMS  primitive;  donc  au  point  mul- 
tiple se  trouvent  réunies  r(3r  —  \)-^r s=.Zr{^r  —  i)  intersections  des  deux  courlte». 
Il  suit  de  là  qu'un  point  multiple  d'ordre  r  dans  une  courbe  absorbe  3r(r  —  i)  points 

d'iuOcxion,  c'ost-ii-dirc  autant  que  -  r(r  —  i)  points  doubles.  Ce  résultat  est  conforme 

aox  observations  précédentes  (p.  3'|}. 
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hcssiennc  et  de  la  sleinérlenne  ;  elle  est  de  la  classe  3m{m  —  i). 
En  effet,  le  théorème  suivant  est  vrai  d'une  manière  générale  (•)  : 

Si  deux  courbes  d'ordre  m  et  m'  sont  liées  par  une  relation  à 
détennination  unit/ue,  les  lignes  de  Jonction  des  points  corres- 
pondants enveloppent   une  courbe  de  classe  m  -+-  m'. 

Pour  le  démontrer  considérons  un  faisceau  de  rayons  quelconque. 
Chaque  rayon  u  de  ce  faisceau  coupe  l'une  des  courbes  en  m  points, 
à  chacun  desquels  correspond  un  point  de  l'autre  courbe;  joignons 
ces  derniers  au  sommet  du  faisceau  parles  lignes  v.  Nous  avons  alors 
en  ce  sommet  entre  les  rayons  u  et  i»  une  correspondance  (t.  I, 
p.  a6i)  de  telle  nature  qu'à  chaque  rayon  u  répondent  ni  rayons 
V  et  qu'à  chaque  rayon  v  répondent  de  même  m'  rayons  u.  D'a- 
près le  principe  de  correspondance  de  M.  Ghasles,  il  arrivera  donc 
[m  -h  //*')  fois  que  deux  lignes  correspondantes  u  et  v  coïncident; 
c'est-à-dire  que  par  un  point  quelconque  passent  m -4- m' lignes 
joignant  des  points  correspondants  des  deux  courbes,  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

Il  existe,  à  l'égard  des  singularités  de  la  steinérienne  et  de  la 
cayleyenne,  des  théorèmes  analogues  à  ceux  qui  ont  lieu  dans  des 
circonstances  semblables  pour  le  réseau  des  premières  polaires. 
Toutefois,  celte  corrélation  n'est  nullement  telle  que  tout  réseau 
d'ordre  m  puisse  être  considéré  comme  le  système  polaire  d'une 
courbe  d'ordre  m  -t-  i .  Trois  courbes  quelconques  d'un  réseau  gé- 

3 

néral  dépendent  en  effet  de  -  m(w  -t-  3)  constantes  ;  trois  courbes 

quelconques  du  m"^"*  ordre  d'un  système  de  premières  polaires 

, ,          ,                            .        ,       (  /7l  -4-  I U  /«  -H  i  )  j     ,  , 

dépendent  au  contraire  des ^ ^  constantes  de  la  courbe 

primitive  et  des  six  coordonnées  de  leurs  trois  pôles,  par  conséquent 

en  tout  de  -  ( m -+-i)(to -H 4) +  6  constantes  seulement.  Néanmoins 

les  deux  nombres  sont  égaux  pour  ni  =  a.  Un  réseau  de  coniques 
peut  donc  toujours,  d'après  cette  supputation  préliminaire,  être 
considéré  comme  le  système  des  premières  polaires  d'une  courbe 


(')  Nous  aurions  pu  déterminer  d'une  manière  identique  la  classe  de  la  cayleyenne 
d'une  courbe  (  p.  82  ).  La  méthode  de  supputation  dont  il  est  fait  usage  dans  le  texte 
est  tK>s-utiIe  pour  les  problèmes  de  même  nature. 
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du  troisième  ordre.  Du  reste,  dans  la  théorie  des  courbes  du  troi- 
sième ordre  qui  suivra  plus  tard,  nous  reviendrons  avec  plus  de 
détails  sur  ce  sujet. 

De  la  considération  des  réseaux  on  peut  s'élever  à  Tétude  des 
systèmes  de  courbes  qui  dépendent  de  3,  4>  •  •  •  paramètres,  et  qui 
représentent,  par  suite,  des  familles  triplement,  quadruplement 
inßnies;  on  peut  ainsi,  dans  lescourbes  du  /i'*""  ordre,  aller  jusqu'à 

un  système  à  -  /i(«  -i-  3)  paramètres  entrant  linéairement,  système 

qui  embrasse  la  totalité  des  courbes  du  n'*™*  ordre.  Le  type  le  plus 
simple  d'un  système  /'  fois  infîni  sera  toujours  donné  par  l'ensemble 

des  courbes  d'ordre  n  qui  possèdent  -  /i(/î-|-3)  —  /*  points  com- 
muns. On  doit  d'ailleurs  étudier  corrélativement,  en  vertu  du 
principe  de  dualité,  les  systèmes  de  courbes  dont  l'équation  en 
coordonnées  lignes  renferme  linéairement  un  certain  nombre  de 
paramètres.  Mais  il  est  digne  de  remarque  qu'à  un  système  r  fois 
infini  de  courbes  du  «''""'  ordre  est  toujours  associé  un  système 

déterminé    -n(//-f-3)  —  r —  i     fois  infîni  de  courbes  de  la  n'*"* 

classe,  et  cela  se  produit  d'une  manière  analogue  à  ce  qui  arrive 
pour  une  ligne  droite  a  (c'est-à-dire  pour  une  courbe  du  premier 
ordre,  d'où  n  =  i,  /•  =  o),  à  laquelle,  en  vertu  de  la  condition 

(il)  1/^  =  «,x,  -4-  «,.r,  -h  //j-rj  =  o, 

est  associé  un  nombre  de  points  simplement  infini  qui  sont  réunis 
avec  elle.  Deux  courbes 

«^  =  o     et     u'I  =  o 

donnent  en  effet  naissance  à  l'invariant  simultané  a",  linéaire  par 
rapport  aux  coefficients  des  deux  équations.  Si  nous  regardons 
les  a  comme  donnés  et  les  a  comme  des  paramètres,  à  la  courbe 
Jixe  rt"  =  o  sera  associé,  par  l'équation 


un  système  linéaire  -  [n  (/i  -f-  3)  —  i]  fois  injini  de  courbes  de 
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«''""  classe  placées   en  situation   réunie  avec  la  première  ('). 
Soit  plus  généralement  un  système  linéaire  /•  fois  infini  donné 
par  Tcquation 

)i,«^  +  /,«;;•  -h ...  -f-  /r«^'"^x  =  o; 

il  existe  un  système  de  courbes  de  /»'*"*  classe  m"=  o  satisfaisant 
individuellement  aux  r  -h  i  équations 

<'z=o,     «'."  =  0,      ...,     «.'^'"  =  0, 

système  qui  se  trouve  dépendre  encore  ainsi  de-n(/i-f-3)  —  /•  —  i 

paramètres  arbitraires.  Nous  dirons  que  cesjstème  est  en  situation 
réunie  avec  le  premier  (-). 

Réciproquement  aussi,  étant  donné  un  système 

Ào«;'  -h  >i  <■  4- . . .  -i-  >r"«  '  =  o, 

il  existera  naturellement  un  système  de  courbes  «"=  o  placé  en 
situation  réunie  avec  le  premier  en  vertu  des  /*  -f-  i  équations 

«';,)=  o. 

Si  en  particulier  les  a^"  ne  sont  pas  des  symboles  de  forme  u%i, 
mais  réellement  des  coordonnées  de  points,  les  courbes  du  système 
passent  réellement  par  ces  points  ;  dans  ce  cas,  nos  appellations  ont 
une  interprétation  géométrique  immédiate.  Cependant  jusqu'ici 
une  interprétation  semblable  n'a  pu  être  donnée  dans  le  cas  général  ; 
en  ce  qui  concerne  les  coniques  seulement,  le  sens  de  la  condition 

(')  On  peut  considérer  les  coeGScients  d'une  courbe  comme  des  variables  indépen- 
dantes jr,,  x.,  ...  (coordonnées)  dans  une  multiplicité  (espace)  de  -«(/n-S)  dimen- 
sions ;  alors,  à  chaque  point  de  cette  multiplicité  correspond  une  courbe  du  «'«"' 
ordre,  et  aux  courbes  de  /i'"*  classe,  placées  avec  elle  en  situation  réunie,  les  plans 

en  nombre  -«(«-<-  3)  —  i  fois  infini  («x=  o)  qu'  passent  par  le  point  cité.  Aux  mul- 
tiplicités linéaires  auxquelles  donne  naissance  l'intersection  de  difTércnts  plans //^  =  o, 
•',  =  0,  . . .,  ou  la  jonction  de  différents  points,  correspondent  alors  les  faisceaux,  les 
réseaux,  etc.,  et  les  figures  qui  sont  placées  en  situation  réunie  avec  eux. 

(')  RosANES  {loc.  cit.)  se  sert  pour  cette  relation  du  mot  conjugué  {^voir  la  note  de 
la  p.  368,  t.  1);  en  ce  qui  concerne  les  recherches  correspondantes  relativement  aux 
formes  binaires,  consulter  un  Mémoire  du  même  auteur  :  Ueber  ein  Princip  der 
Zuordnung  algebraischer  Formen  [Journal  de  Crelle,  t.  76),  ainsi  que  Sturm  {ibid., 
t.  86). 
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/ij  t=  o  est  connu  (t.  I,  p.  368).  Pour  les  coniques  placées  en  situa- 
tion réunie,  on  doit  distinguer  rigoureusement  quelle  est  celle  qui 
est  supposée  donnée  en  coordonnées  points,  quelle  est  celle  sup- 
posée donnée  en  coordonnées  lignes,  car  pour  ces  courbes 
l'ordre  est  égal  à  la  classe,  et  comme  contre-partie  de  l'invariant  A,,  j 
se  rencontre  immédiatement  l'autre  invariant  A122  qui  lui  corres- 
pond dualistiquement  (t.  I,  p.  3()o).  Si  pour /i=  a  on  a  en  parti- 
culier /•=2,  il  existe,  en  situation  réunie  avec  un  réseau  de 
coniques,  un  système  aussi  doublement  infîni  de  coniques,  et  les 
deux  systèmes  présentent  l'un  avec  l'autre  des  relations  intéres- 
santes et  variées.  Nous  reviendrons  sur  ce  sujet  à  propos  des  courbes 
du  troisième  ordre. 

Nous  pouvons  aussi  considérer  les  paramètres  qui  entrent  dans 
un  réseau  comme  les  coordonnées  d'un  point  du  plan.  Si  nous  les 
désignons  d'après  cela  par^'i,j>'a,  r.i»  l'équation  du  réseau 

associe  à  chaque  point  y  une  courbe  du  m'*"«  ordre  et  à  chaque 
point  X  une  ligne  droite.  On  peut  alors,  par  analogie  avec  la  stci- 
nériennc,  indiquer  un  lieu  des  poinls^  auxquels  correspondent 
des  courbes  à  point  double,  et  aux  points  doubles  de  ce  lieu  cor- 
respondront des  courbes  à  deux  points  doubles,  de  même  que  dans 
\\\\  réseau  de  premières  polaires  (p.  87).  On  peut  d'ailleurs  consi- 
<lércr  en  général  des  systèmes  de  courbes  représentés  par  une  équa- 
tion homogène,  soit  par  rapport  aux  j,  soit  par  rapport  auxx,  et 
des  ordres  m  et  n  par  rapport  aux  x  et  aux  j^  respectivement  : 

im     H\ 
f[x,jr)=0. 

Alors,  ù  chaque  point  x  correspond  une  courbe  du  «'*■•  ordre,  à 
<  haque  point  y  une  courbe  du  m'*"*  ordre.  Nous  mentionnerons 
.seulement  encore  un  théorème  relatif  à  ces  systèmes  ('),  qui 
tloit  être  considéré  comme  une  extension  aux  formes  ternaires  du 
principe  de  correspondance  de  M.  Chasles  (p.  a6i)  et  qui  peut  sou- 
vent être  utile  dans  certaines  supputations,  de  même  que  ce  dernier. 


(')  f'oir  Salmo<<,  Geowetrr  oj  three  dimentioHt,  tocondc  édit.,   |R6.^,  p.  5ii,   ou 
|>.  SSC  dam  la  seconde  Partie  do  la  U-aductiou  allemande  de  Fiodicr.  Lciptii;,  1874« 
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Étant  donnés  deux  systèmes  de  courbes  de  l'espèce  citée, 

/m     n^  /m'    tt'\ 

à  chaque  point  x  du  plan  correspondent  a'  =  nn'  points  jr  qui 
sont  les  intersections  des  deux  courbes,  mises  en  relation  avec  ce 
point  pary=  o  cl  (p  =  o;  de  même  à  chaque  point^  du  plan  cor- 
respondent« =  mm'  points  x:  on  demande  quels  sont  les  points  x 
qui  coïncident  avec  leurs  points  correspondants^.  En  posant  x^j 
dans  les  équations /=  o,  9  =  0,  nous  obtiendrons  les  points  cher- 
chés [points  de  coïncidence)  comme  intersections  des  deux  courbes 

lin      n  \  I m'    n>  \ 

f\X,   x)  =  o,       '^\.V,  x)z=o\ 

leur  nombre  est  donc  égal  à 

(nu-  «)  [m'-\-  n')  =  mm' -h  n/i' -h  mn'-h  ma'  =  a  -f-  a'-f-  ^, 

si  l'on  pose  ß  =  nin'-\-  nni'.  Le  nombre  ß  est  ici  égal  à  l'ordre  de 
la  courbe  que  décrit  un  point ^  si  x  avance  sur  une  droite.  On  ob- 
tient en  effet  l'équation  de  cette  courbe  si  dans/  =  o,  o  =  o  on  pose 

Xi  =  Zi  -f-  ).  ti 

et  qu'on  élimine  /;  le  résultat  de  l'élimination  est  alors  précisé- 
ment de  l'ordre  mii -\- nivi  en  j'.  La  courbe  parcourue  par  x 
lorsque j'  décrit  une  droite  est  naturellement  du  même  ordre. 

Si  l'on  donne  du  nombre  ß  cette  définition  géométrique,  notre 
théorème  sur  le  nombre  a-+-  a'-hß  est  encore  vrai,  même  lorsque 
les  a  ou  OL  points  ne  sont  pas  représentables  comme  le  système 
complet  des  points  d'intersection  de  deux  courbes,  ce  qui  arrive 
toujours  nécessairement  au  cas  où  a  et  a'  désignent  des  nombres 
premiers.  Mais  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  d'une  manière 
encore  plus  générale  si  nous  supposons  que  pour  tous  les  points 
d'une  courbe  déterminée  une  coïncidence  ait  lieu.  INous  recher- 
cherons alors  le  nombre  des  points  de  coïncidence  de  la  corres- 
pondance non  situés  sur  la  courbe  de  coïncidence  (  •  ) . 


(')  Cette  cxteusion  du  Ihéorcine  a  été  donnée  par  M.  Zectuex,  Comptes  rendus  def 
séatices  de  l'académie  des  Sciences,  juia  187/1.  Au  cas  où  la  corroepondauce  est  repré- 
seiitable  par  deux  équations  /:^  o,  p  =  0.  une  courbe  de  coïncidence  prendra  nais- 
sance lorsque,  eu  posant  jc  =j;  un  seul  et  même  facteur  se  séparera  de  /et  de  f . 
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Nous  admettons  donc  qu'à  un  point  x  correspondent  a'  points  >, 
qu'à  un  point  j'  correspondent  a  points  x;  soit  d'ailleurs  |S  l'ordre 
de  la  courbe  que  parcourent  les  points  j-  homologues  de  x  lorsque 
X  décrit  une  droite.  Nous  pouvons  énoncer  cette  dernière  sup- 
position en  disant  que  sur  une  droite  quelconque  il  doit  exister 
S  couples  de  points  tels  qu'un  de  leurs  points  se  trouve  compris 
dans  le  groupe  des  points  homologues  de  l'autre.  Sous  cette 
forme,  ß  dépend  symétriquement  des  groupes  de  points  xet^; 
ß  est  donc  en  même  temps  l'ordre  de  la  courbe  que  décrivent  les 
points  X  homologues  de  y  lorsque  y  avance  sur  une  droite.  Nous 
désignerons  enfin  par  y  l'ordre  de  la  courbe  de  coïncidence,  dont 
tous  les  points  sont  par  définition  des  points  de  coïncidence,  et 
par  à  la  classe  de  la  courbe  dont  les  tangentes  joignent  un  point  x 
de  la  courbe  de  coïncidence  au  point  homologue^,  qui  en  est  infi- 
niment voisin. 

Nous  déterminerons  d'abord  l'ordre  d'une  courbe  K^  qui  sera 
parcourue  par  un  point  x,  si  la  ligne  qui  joint  ce  point  à  l'un  de 
ses  «'points  homologues j^  passe  par  un  point  fixe  O.  Joignons 
dans  ce  but  O  aux  points  x  d'une  droite  quelconque  i^»  par  des 
rayons  u.  A  tout  rayon  u  correspondent  a'  rayons  v  joignant  O 
aux  appoints  j- homologues  du  point  d'intersection  x  de  u  et  de  w. 
A  toute  ligne  v  correspondent  d'autre  partß  rayons  u,  à  savoir  les 
lignes  de  jonction  de  O  avec  les  points  d'intersection  de  la  ligne  sv 
et  de  la  courbe  d'ordre  ß  décrite  par  les  points  x,  lorsque  >  par- 
court le  rayon  v. 

Maintenant,  d'après  le  principe  de  correspondance  de  Chasles 
(t.  I,  p.  261),  il  arrivera  (ac'-hß)  fois  qu'une  ligne  u  coïncide  avec 
une  ligne  homologue  i».  Parmi  ces  rayons  de  coïncidence,  il  en  est 
toutefois  y  que  nous  devons  exclure  :  ce  sont  les  lignes  de  jonction 
de  O  avec  les  y  points  d'intersection  de  la  ligne  w  cl  de  la  courbe 
de  .coïncidence,  car  à  toute  ligne  semblable  envisagée  comme 
rayon  u  correspond,  par  suite  de  la  définition  de  la  courbe  de 
coïncidence,  un  rayon  infiniment  voisin  r.  Il  existe  donc  sur  w 
a'-f-ß  —  y  points  dont  les  lignes  de  jonction  avec  un  des  points 
homologues^  passent  par  O  ;  autrement  dit,  l'ordre  cherché  de 
la  courbe  K^  est  égal  à  «'-t-ß  —  7.  Semblablement,  le  lieu  des 
points^  dont  les  lignes  de  jonction  avec  un  point  homologue  x 
passent  par  O  est  une  courbe  K,-  de  l'ordre  a  -+-  ß  —  y. 
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Prenons  ensuite  un  second  point  fixe  P,  et  joignons-le  aux  points 
homologues  entre  eux  x  eiy  qui  sont  situés  par  couples  sur  une 
droite  passant  par  O  au  moyen  des  lignes  li  et  */  respectivement. 
Chaque  ligne  i/  coupe  la  courbe  K^  qui  appartient  à  O  en  a'-f-  ß — y 
points  X  ;  à  chacun  de  ces  derniers  répond  un  point  j'  dont  la  ligne 
de  jonction  avec  lui  passe  par  O;  donc  ù  toute  ligne  u' corres- 
pondent a'  H-  ß* —  y  lignes  v',  et  à  tou  te  ligne  v'  correspondent  d'une 
manière  analogue  sc-i-fù  —  y  lignes  u'.  Par  suite,  entre  ces  deux 
rayons  ont  lieu  a-f-a'-f-  riß  —  27  coïncidences.  Mais,  parmi  ces 
derniers  rayons  de  coïncidence,  ß  —  7  se  perdent  dans  la  ligne  de 
jonction  de  O  et  de  P,  car  cette  droite  renferme,  comme  toute  autre 
droite  quelconque,  ß  couples  de  points  homologues  x  etjy,  parmi 
lesquels  y  coïncident  avec  les  points  d'intersection  de  w  et  de  la 
courbe  de  coïncidence.  Les  a-hx'  -i-  ^  — y  coïncidences  restantes 
donnent,  par  suite  de  notre  construction,  les  lignes  de  jonction 
de  P  avec  les  points  de  coïncidence  de  la  correspondance  origi- 
naire dans  le  plan.  Mais  parmi  elles  sont  encore  comprises  les 
alignes  de  jonction  de  Pavec  les  ^points  de  la  courbe  de  coïncidence 
tels  que  les  tangentes  à  l'enveloppe  définie  plus  haut  qui  leur 
appartiennent  passent  par  O.  11  existe  donc  finalement 

K  -r-  «'-f-  S  —  y  —  0 

points  situés  à  part  qui  coïncident  avec  leurs  homologues.  Nous 
avons  par  suite  ce  théorème  : 

Soit  donnée  dans  un  plan  une  correspondance  en  vertu  de 
laquelle  à  tout  point  x  répondent  ol'  points  y  et  à  tout  point  y 
a  points  x\  soit  ß  l'ordre  du  lieu  des  points  x  ou  y  qui  corres- 
pondent aux  points  d^une  droite  quelconque  ;  supposons  ensuite 
que  la  correspondance  ait  une  courbe  de  coïncidence  de  l'ordre  y 
et  que  V enveloppe  des  lignes  joignant  les  points  de  cette  courbe 
avec  leurs  points  homologues  injîniment  voisins  soit  de  la 
classe  ^  (')•  Alors  il  existe  dans  le  plan 

a  -f-  a  -h  p  —  '/  —  0 


(')  Si  pour  la  relation  des  deux  conrbes  voisines  d'ordre  y  il  n'y  a  pas  de  points 
exceptionnels  particuliers,  on  a  ^  =  3y  {^voir  p.  io5). 


113  TOlte   II.    COAPITIE   I. 

points  OÙ  deux  points  homologues  x  et  y  se  conjondent  [points  de 

coïncidence). 

» 

Comme  application  nous  donnerons  la  démonstration  de  la  pro- 
position suivante  : 

//  existe  en  général 

(/i  —  l)«  H- (//  — l)  (/ï- l)  -+-(«'-  l)» 

points  dont  les  polaires  linéaires  par  rapport  à  une  courbe  du  /i'^""' 
ordre  et  par  rapport  à  une  autre  du  n'^''"^"  ordre  se  confomlent. 

Soient  en  elTel  f=  a".  =  0,0  =  a'"'  =  o  les  deux  courbes;  à  la 
polaire  linéaire  d'un  point  .r  relativement  à  J'=z  o  répondent 
(/i' — 1)^  points  x'  dont  cette  droite  est  la  polaire  linéaire  relati- 
vement à  0  =  0;  nous  avons  par  conséquent  a'  =z[n' —  i)^,  et  de 
même  a  =  (/t —  1)2.  Pour  la  détermination  de  ß,  observons  que  la 
polaire  linéaire  d'un  point  x  relativement  ^f=-  o  enveloppe  une 
courbe  de  la  («  —  i)'"""  classe  si  x  parcourt  une  droite  (p.  83). 
Toute  tangente  de  cette  courbe  est  encore  la  (;/ —  i)'*"*  polaire  de 
(n' — i)'  points  x'  relativement  à  0=0,  et  tous  ces  points  x' 
forment  alors  une  courbe  de  l'ordre  {n  —  i)  («' —  i).  Cette  dernière 
assertion  résulte  du  théorème  général  que  voici  : 

Si  une  droite  enveloppe  une  courbe  de  ^'^"'*  classe  u'^  =  o,  les 
(m — i)'^  pôles  de  cette  droite  relativement  à  une  courbe  a"' =  o 
enveloppent  une  courbe  de  l'ordre  ix{m  —  i  ).  On  obtient  d'ailleurs 
immédiatement  l'équation  de  cette  dernière  en  substituant  dans 
u^  aux  quantités  u/  les  valeurs  aia'"  ' . 

Nous  avons  donc,  dans  notre  cas,  ù  prendre  ß  =  (n  —  1  )  [n^ —  i  ), 
et,  par  conséquent  (puisque  y  =  d=  o),  le  nombre  des  points  cher- 
chés est  en  fait  égal  à 

«  4-  a'4-  ^=  («  —  i)»4-  (//  —  l)  (/!'—  l)  4-  {»'—  l)«. 

Dans  ce  cas,  nous  aurions  pu  aussi  obtenir  algébriquement  par  voie 

directe  le  nombre  trouvé.  Si  l'on  pose  en  eflct  //  =  -7—»  0,=  -r^» 

on  a  nécessairement  pour  les  points  de  coïncidence  x  les  équations 
suivantes  : 

/i  •  /«  *  /i  =  ?i  :  ?!  *  ?» 
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OU 

/»?!  —  ?j/»  =  0» 

Les  deux  premières  sont  de  l'ordre  «  —  i  4-  «' —  i  *,  elles  ont  en 
conséquence  (//  —  i-f-w' — i)*  solutions  communes.  Mais  parmi 
ces  solutions  se  trouvent  compris  les  («  —  0  ("' —  0  points  d'in- 
tersection de  çp2  =  o,  f\  =0  par  lesquels  ne  passe  pas  la  courbe 
yio,  — ^3/1-  Le  nombre  des  solutions  communes  à  la  fois  aux 
trois  équations  est  donc  égal  à 

;„_,+  „'_,)«_(«_,)(,/_,)  =  („_, )«4.(„'_,)*-h(«-i)(«'_i;, 

comme  nous  l'avons  trouvé  précédemment  ('). 

Pour  le  cas  de  «  =  //',  les  3(«  —  i)^  points  de  coïncidence  du 
résultat  ne  diffèrent  pas  des  points  doubles  qui  se  rencontrent  dans 
le  faisceau  y -+-  /çp  =  o,  car  les  conditions  relatives  3  un  point  de 
cette  espèce, 

fi  -«-  >?/  =  o, 

peuvent,  après  élimination  de  X,  s'écrire  précisément  sous  la  forme 

/i  :  /t  :  /a  =  ?i  •  ?!  •  ?3« 

VI.  —  Continuation.  —  La  méthode  des  caractéristiques. 

Dans  ces  derniers  temps,  on  a  étudié  avec  plus  de  détails  les 
svstèmes  de  courbes  qui  dépendent  d'un  paramètre  arbitraire,  et 
ces  considérations  ont,  particulièrement  en  ce  qui  concerne  la 
conception  exacte  des  dégénérations  des  courbes  algébriques, 
conduit  à  des  résultats  importants. 

Nous  devons,  toutefois,  nous  contenter  de  signaler  dans  ce  qui 
suit  les  points  de  vue  à  poursuivre;  ce  n'est  que  sur  les  systèmes 
de  coniques  que  nous  nous  arrêterons  un  peu  plus  longtemps. 
Nous  rencontrons  ici  une  partie  de  la  Géométrie  qui,  à  l'époque 
contemporaine,  s'est  élevée  au  rang  d'une  doctrine  de  plus  en  plus 


(')  Voir,  sur  de  semblables  systèmes  d'équations,  Salmox-Ficdler,  Raumgeometrif, 
II,  p.  5ig  et  suiv.  dans  la  deuxième  cdit.,  i8y4- 

Clebscu.  —  Geometrie,  II,  Ö 
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complète,  et  qui,  par  suite,  est  désignée  avec  raison  sous  le  nom 
de  Géométrie  du  Nombre. 

Un  tel  système  de  courbes  en  nombre  simplement  infini  peut  se 
représenter  algébriquement  de  la  manière  suivante.  Les  coefficients 
de  la  courbe  mobile  de  l'ensemble  {J'=o)  sont  des  fonctions 
algébriques  non  nécessairement  rationnelles  d'un  paramètre  X.  Si 
cette  dépendance  est  irrationnelle,  on  peut  toujours,  comme 
l'apprend  la  théorie  des  fonctions  algébriques,  exprimer  les  coeffi- 
cients rationnellement  au  moyen  de  deux  paramètres  entre  lesquels 
existe  une  équation  algébrique,  ou,  si  nous  introduisons  encore 
un  facteur  d'homogénéité ,  comme  des  fonctions  homogènes 
entières  de  X,,  X2,  X3,  ces  dernières  quantités  étant  liées  par  une 
équation  homogène. 

Relativement  au  système  de  courbes,  deux  nombres  ont  une 
importance  particulière  et  sont  appelés  les  caractéristiques  du 
système,  savoir  : 

[i.  le  nombre  des  courbes  du  système  qui  passent  par  un  point 

fixe  quelconque; 
V  le  nombre  des  courbes  du  système  qui  touchent  une  droite 

fixe  donnée  (*). 

Le  nombre  fi,  lorsque  les  coefficients  de  la  courbe  mobile  sont 
des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre,  se  confond  avec  la 
dimension  à  laquelle  entre  ce  dernier  dans  l'équation  ponctuelle 
/'=  o  du  système.  Le  nombre  v;  donnera  alors  en  général  la 
dimension  à  laquelle  entre  ce  paramètre  dans  l'équation  (p  =  o  du 
système  en  coordonnées  lignes;  donc  dans  les  courbes  d'ordre  n  il 
sera  égal  à  af*  (  /^  —  i  ),  puisque  <p  est  du  degré  a  (  //  —  i  )  par  rapport 
aux  coefficients  dey"(^).  11  peut  néanmoins  arriver,  et,  dans  ce 


(')  Ces  earactcristiquos  ont  d'abord  ctc  introduites  |>ar  M.  Chnsics,  à  qui  l'on  doit 
en  général  la  création  de  la  théorie  des  caractéristiques.  Cotte  théorie  a  vXè  ensuite 
développée  par  MM.  de  Jonqiiièros,  Oiyley,  Salmoii,  Zonthcn.  Voir  surtout  le  tniTaü 
d'ensemble  de  Caylf.x,  O«  the  curves  which  satisjy  given  conditions  {Philos.  Tramtac- 
tiont,  London,  i8C8,  t.  CLVIII),pui8SAmoM,tf/^A<T^/rt/i<'cMrf«,  etC«EiiosA,£/«/*ùwii^ 
in  die  Theorie  der  algebraischen  Curven.  On  trouvera  des  indications  bibliographiques 
plus  compléteH  dans  Cayley  {loc.  cit.)  et  dans  Faisvis,  Bulletin  des  Sciences  mathé' 
matltjues,  t.  III,  p.  i55. 

(*)  C'est  à  CCS  hypolh«?ses  que  se  rapportent  le«  premières  ccherches  de  M.  de 
Jonquièrvs. 
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qui  suit,  nous  présupposerons  en  général  l'existence  de  faits  sem- 
blables, que  dans  le  système  soient  comprises  des  courbes  qui 
touchent  une  droite  quelconque;  c'est  ce  qui  a  lieu  lorsque,  par 
exemple,  une  courbe  du  «'•""'  ordre  se  décompose  en  une  courbe 
du  (n —  ay«*»'«  ordre  et  en  une  droite  comptant  doublement,  ou  en 
général  lorsqu'elle  renferme  une  branche  comptée  plusieurs  fois. 
Toutes  les  courbes  de  cette  espèce  qui  satisfont  identiquement  à 
l'équation  ç=o  seront  englobées  dans  le  nombre  2pi(w — i), 
tandis  que  dans  le  nombre  v  nous  n'avons  l'intention  de  com- 
prendre que  les  courbes  qui  ont  un  contact  proprement  dit.  De 
même /lA  doit  indiquer  seulement  le  nombre  des  courbes  qui  passent 
par  un  point  dans  le  sens  propre,  sans  égard  à  celles  qui  renfer- 
ment un  point  comptant  double  et  qui  ainsi,  en  un  certain  sens, 
passent  par  un  point  quelconque  :  courbes  qui,  à  vrai  dire,  ne  sont 
complètement  représentables  que  par  une  équation  en  coordonnées 
lignes. 

Ce  sont  précisément  ces  éventualités  qui  rendent  nécessaire, 
pour  les  recherches  algébriques,  d'avoir  toujours  simultanément 
sous  les  yeux  les  équations  y*=  o  et  9  =  o.  Les  courbes  singu- 
lières dont  nous  avons  parlé,  à  branches  comptant  plusieurs  fois, 
apparaissent  dans  les  recherches  géométriques  lorsqu'on  fait 
dégénérer  successivement  une  courbe  générale  ('  ).  Si  l'on  part  de 
la  conception  ponctuelle,  et  qu'on  réunisse  par  exemple  un  point 
double  à  des  points  doubles  existant  déjà  ou  qu'on  transforme  un 
point  double  en  un  point  de  rebroussement,  celte  réduction  est 
représentée  dans  la  conception  linéaire  par  la  circonstance  qu'un 
point  particulier  situé  sur  la  courbe  vient  à  s'en  distinguer  de 
manière  à  compter  éventuellement  plusieurs  fois.  Nous  désignerons 
un  point  semblable,  où  la  courbe  dont  il  s'agit  doit  être  regardée 
comme  touchée  par  toute  courbe  qui  y  passe,  par  le  nom  de 
sonunet  (*-),  Des  droites  comptant  éventuellement  plusieurs  fois 
peuvent  de  même  se  séparer  d'une  courbe,  tandis  que  dans  la 
conception  linéaire  elles  restent  inaperçues  ;  nous  les  désignerons 
sous  le  nom  de  branches  droites. 


(•)  Voir  des  exemples  du  fait  p.  55  et  ôg. 

(*)  Il  n'est  pas  nécessaire  qu'un  sommet  soit  situé  en  un  point  multiple,  comme 
(bns  l'exemple;  il  peut  aussi  être  situé  d'une  manière  quelconque  sur  une  branche 
de  la  courbe  comptant  plusieurs  fois. 

Ö. 
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Ces  décompositions  monlrcnt  que,  pour  la  détermination  des 
nombres  /x,  v  d'un  système,  il  est  nécessaire  avant  toutes  choses 
de  connaître  complètement  les  courbes  singulières  du  système, 
et  c'est  dans  la  détermination  de  ces  dernières,  et  surtout  dans 
la  détermination  de  Tordre  de  multiplicité  des  branches  droites 
et  des  sommets,  que  se  trouve  la  principale  difficulté  du  pro- 
blème. 

Nous  expliquerons  d'abord  ces  circonstances  par  rapport  aux 
systèmes  de  coniques.  Dans  un  tel  s^'stème,  les  courbes  suivantes 
sont  possibles  : 

1°  Dans  la  conception  ponctuelle  : 

Le  couple  de  lignes,  dont  le  point  double  est  alors   un 

sommet; 
La  ligne  double,  qui  est  elle-même  une  branche  droite,  et 

sur  laquelle  sont  situés  deux  sommets  séparés. 
a°  Dans  la  conception  linéaire  : 

Le  couple  de  points,   dont  la  ligne  de  jonction  est  une 

branche  droite; 
Le  point  double,  qui  est  lui-même  un  sommet  par  lequel 

passent  deux  branches  droites  séparées. 

3°  Dans  les  deux  points  de  vue  simultanément  : 

La  droite,  avec  un  seul  point  situé  sur  cette  droite. 

Nous  déterminerons  d'abord  le  nombre  X  des  lignes  droites, 
ir  des  points  doubles. 

Par  tout  point  d'une  droite  quelconque  passent  [x  courbes  du 
système,  dont  chacune  coupe  encore  la  droite  en  un  point  y;  de 
même ,  à  tout  point  y  correspondent  fx  points  x  sur  la  droite  : 
nous  avons  par  suite  2/Jt  coïncidences.  Celles-ci  sont  produites  ou 
bien  par  le  contact  de  la  droite  avec  une  conique  proprement  dite, 
ou  bien  par  sa  rencontre  avec  une  ligne  double  ;  mais  il  y  a  y  coni- 
ques proprement  dites  tangentesaune  droite  quelconque,  et  nous 
avons  en  conséquence 

(■)  (>=».«-'. 

f     17  ZZ^   1V  tt. 

Au  moyen  de  ces  équations  on  peut,  si  l'on  n'y  arrive  pas  direc- 
tement, déterminer  les  caractéristiques  //,  v  d'un  système  par  les 
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nombres  ^,  r,  lorsque  l'on  connaît  ces  derniers,  et  c'est  à  ces 
déterminations  que  se  rapportent  spécialement  les  recherches  de 
M.  Zeulhcn.  Les  nombres  en  question  s'obtiendront  encore  d'une 
manière  simple  pour  les  systèmes  donnés  par  ce  qu'on  appelle  des 
conditions  élémentaires ,  c'est-à-dire  si  l'on  demande  que  les 
coniques  passent  par  quatre  points  donnés  ou  passent  par  trois 
points  et  touchent  une  droite,  etc.  :  systèmes  que  nous  désignerons 
brièvement  par  les  symboles 


(::).    (AI),    (.,11).    (.111),    (I 


Nous  réunissons  dans  le  Tableau  suivant  les  valeurs  obtenues 
pour  II,  V,  >,  t:  : 


(^) 


.« 

V 

y 

it 

(::) 

I 

■i 

0 

3 

(.M) 

2 

4 

o 

6 

(..II) 

4 

4 

4 

4 

(.111) 

1 

1 

6 

o 

(Mil) 

Q 

• 

3 

0 

Les  systèmes  (;;)  et  (|I|1)  ont  déjà  été  traités  en  détail  dans  la 
théorie  des  coniques.  En  ce  qui  concerne  la  représentation  ana- 
lytique du  système  (,%j),  nous  observerons  ce  qui  suit.  Prenons  les 
trois  points  fixes  pour  sommets  du  triangle  des  coordonnées; 
Téquation  d'une  conique  passant  par  ces  points  est  alors 

Soient  ensuite  i//  les  coordonnées  de  la  tangente  fixe  ;  nous  avons 
encore  la  condition 
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Mais  le  développement  de  ce  déterminant  donne  précisément  le 
produit  des  quatre  valeurs  que  prend  l'expression 


suivant  les  signes  employés.  Si  donc  nous  posons 
y  équation  du  système  [^*,  j  )  sera 


avec 


A*  ).*  ).* 

—  -^j»-»  +  —  •'•»"'•i  -^-  —  -^1  -r, 

H,  II,  II-, 


(4)  >i  -+->♦  -+->3  =  o. 

Les  quantités  X,,  X^f  ^3  entrant  ici  au  second  degré,  on  a  u=  3. 

Dans  le  système  sont  compris  trois  couples  de  lignes  donnés  par 

l'évanouissement  du  déterminant.    Comme  celui-ci,   c'est-à-dire 

2  -'   *  '»  est  un  carré  parfait,  chaque  couple  compte  deux  fois,  et 
tti«i  II, 

il  en  est  de  même  de  chacun  des  trois  sommets;  donc  le  nombre 
TT  du  Tableau  est  égal  à  6.  Ces  sommets  sont  les  points  d'intersec- 
tion des  trois  côtés  du  triangle  avec  la  droite  fixe;  chaque  côté,  en 
y  adjoignant  la  ligne  qui  joint  le  sommet  situé  sur  ce  côté  au  point 
de  rencontre  des  deux  côtés  adjacents ,  forme  une  courbe  du 
système.  Il  n'y  a  pas  ici  de  lignes  doubles;  on  a  donc  v  =  4  et 
).  =  o,  et,  en  effet,  aucun  facteur  ne  se  sépare  dans  la  formation 
de  l'équation  en  coordonnées  lignes. 

On  peut  aussi  se  rendre  compte,  par  voie  purement  géométrique 
et  ainsi  qu'il  suit,  de  cette  circonstance  que  les  trois  couples  de 
lignes  doivent  être  comptés  deux  fois  comme  coniques  du  système. 
Nous  rechercherons  d'abord  comment  dans  un  système  linéaire 
de  courbes  une  conique  dégénère  insensiblement  en  un  couple 
de  lignes  ou  en  un  couple  de  points.  Dans  un  faisceau,  nous 
devons  évidemment  considérer  un  couple  de  lignes  comme  pro- 
venant de  ce  que,  dans  l'un  des  espaces  angulaires  du  couple  en 
question,  les  branches  d'une  hyperbole  se  rapprochent  de  plus  en 
plus  de  la  forme  d'un  système  de  deux  droites,  pour  ensuite,  en 
continuant  leur  mouvement  et  après  avoir  atteint  celte  position 
limite,  s'en  éloigner  de  nouveau  dans  l'autre  espace  angulaire. 
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Le  couple  de  lignes  n'est  évidemment  parcouru  qu'une  fois  dans 
celte  circonstance;  il  ne  compte  donc  qu'une  fois.  Les  choses  se 
passent  d'une  manière  analogue  pour  le  couple  de  points  dans  un 
système  de  coniques  à  quatre  tangentes  communes ,  par  exemple 
un  système  confocal  ;  une  ellipse  s'amincit  de  plus  en  plus  autour 
des  points  du  couple  jusqu'à  ce  qu'enfin  elle  recouvre  deux  fois  la 
portion  intérieure  de  leur  ligne  de  jonction  ;  alors,  comme  figure 
ligne,  elle  est  représentée  précisément  par  les  deux  points  (som- 
mets). Si  nous  passons  à  la  courbe  immédiatement  voisine,  ce 
sera  une  hyperbole  étroitement  appliquée  sur  les  deux  parties  de 
la  droite  qui  à  partir  des  deux  points  tendent  vers  l'infini  et 
recouvrent  ainsi  doublement  cette  portion.  Dans  le  passage  suc- 
cessif à  d'autres  courbes,  les  branches  des  hyperboles  font  un 
angle  de  plus  en  plus  grand  avec  la  ligne  double  dont  il  vient 
d'être  parlé.  Le  couple  de  points  doit  être  évidemment  compté  une 
seule  fois;  il  forme  une  position  de  passage  simple  des  courbes  du 
système. 

11  en  est  autrement  du  système  (♦%!),  dont  nous  nous  occupons 
actuellement,  et  qui  est  représenté  en  abrégé  dans  la  fig.  20.  Ici 


A,  B,  G  sont  les  trois  points  fixes,  u  est  la  tangente  fixe.  De  l'un 
des  couples  cités  (ayant  D  pour  sommet)  s'approche  l'hyperbole  ç 
dont  une  branche  touche  la  ligne  u,  tandis  que  l'autre  en  arrive 
infiniment  près  de  l'autre  côté.  Lorsque  le  couple  de  lignes  est 
atteint,  l'hyperbole  avec  ses  branches  ne  passe  pas  dans  les  espaces 
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angulaires  voisins,  mais  revient  en  arrière  en  prenant  dans  la  figure 
la  position  de  la  courbe  <|>;  elle  se  comporte  d'une  certaine  manière 
dans  le  système  de  courbes  comme  un  point  de  rebroussement  sur 
une  courbe  algébrique,  et  il  est  visible  qu'elle  doit  être  comptée 
deux  fois  comme  courbe  du  système. 

Pour  la  représentation  du  système  dualistique  à  lui-même  («,  ||), 
prenons  le  point  d'intersection  des  deux  droites  comme  sommet 
Ui  =  o  du  triangle  des  coordonnées  et  la  ligne  de  jonction  des 
deux  points  comme  côté  Xi  =  o.  Déterminons  les  autres  éléments 
du  triangle  de  telle  sorte  que  les  deux  points  donnés  soient 
harmoniques  aux  points  u.,  =  o,  113  =  o,  et  qu'en  même  temps  les 
droites  données  soient  harmoniques  à  or^  =  o,  j'j  =  o.  L'équation 
de  la  conique  a  alors  la  forme 

rt,,.r*  -+-  afl-ijXjXj  -h  2<i„.rj.r,  ■+■  «„xj  h-  <î„j:J  =  o, 

«^/j2  :  r/33  =  c  étant  une  constante.  De  même,  dans  l'équation  en 
coordonnées  lignes,  la  quantité 


'î, 


doit  être  nécessairement  constante  et  le  terme  en  «2  "3  manquer, 
ce  qui  donne  la  condition 

Chacune  des  hypothèses  aij  =  o,  ai3  =  o  satisfait  donc  aux 
conditions  posées,  et  nous  avons  ce  théorème  : 

Le  système  de  coniques  à  deux  points  Jixes  et  deux  tangentes 
fixes  est  réductible,  c'est-à-dire  se  décompose  en  deux  systèmes 
complètement  séparés  ['). 

En  posant  par  exemple  a«3  =  o  et 

).,  =  «,,,     >,=/?,,  =  ca,„     >,  =  ry,„ 

Vét/uation  de  Vun  des  systèmes  devient 

(5)  >,x»  H- -5i,(cjr»4-x*) -ha)i»J"|X,  =  0, 


(')  Cela  Mt  évidont  si  l'on  Tait  coiiicider  les  deux  points  fixes  avec  le»  pointa  cir- 
eulairea.  Lca  cercles  de  l'un  des  systèmes  sont  alors  situés  dans  l'un  des  espaces  angu- 
lairat  oonpris  entre  les  deux  tangentes  fixes,  ceux  de  l'autre  système  dan«  l'autre 
angulaire. 
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avec  la  condition 

(6)  ^1**1  {«  —  c)  -h  cc"kl=zo. 

Donc,  par  tout  point  passent  deux  coniques;  il  en  est  de  même 
dans  le  système  «13  =  o  :  on  a  par  conséquent  ici  (i=  4*  et  en 
vertu  du  principe  de  dualité  aussi  v  =  4-  De  là  résulte  ensuite,  à 
cause  de  (1),  >.  =  r  =  4-  En  elTet,  pour  des  coniques  évanouis- 
santes, le  discriminant 

).,).*  —  C/*/.j  =  0 

est  nécessairement  nul.  On  a  donc 

nubien     Àj  =  o,       nubien     À,).,  —  c'/l^o. 

Dans  le  premier  cas,  en  vertu  de  l'équation  de  condition  (6), 
on  a  aussi  /.,  =  o.  Dans  le  second,  (6)  se  transforme  en  X,  X^  =  o, 
de  sorte  qu'on  a  ou  bien  Ij  =  o  et  /s  =  o,  ce  qui  est  le  cas  précé- 
dent, ou  bien  '/.,  =  o  et  A3  =  o.  Ces  dernières  conditions  donnent 
le  couple  de  lignes  ex:,  -f-  x'î  =  o,  lequel  est  formé  des  lignes 
joignant  les  deux  points  fixes  au  point  d'intersection  des  deux 
tangentes  fixes.  Les  équations  '/..,  =  n,  l^  =  o,  au  contraire,  con- 
duisent à  la  ligne  double  x\  =  o,  qui  est  la  ligne  de  jonction  des 
deux  points  fixes.  Cette  dernière  compte  deux  fois  dans  chacun 
des  deux  systèmes,  et  par  conséquent  quatre  fois  en  tout  (d'où 
Â  =  4)>  car  pour  À«  =  o,  /s  =  o,  non-seulement  le  discriminant 
).,/.!; — C/3À2  s'évanouit,  mais  encore  les  dérivées  partielles  de 
celui-ci  par  rapport  à  X,,/,?  ^3  sont  individuellement  nulles.  Il 
existe  de  même  un  sommet  comptant  quadruplement  (  d'où  t:  =  4  )> 
savoir  le  point  de  rencontre  des  deux  droites  données. 

Nous  pouvons  nous  rendre  compte  de  la  multiplicité  des 
courbes  singulières  par  des  considérations  géométriques  sem- 
blables à  celles  présentées  à  propos  du  système  (*%|)-  Dans  les 
fig.  aiaCtaaa,  deux  coniques  appartenant  à  chacun  des  deux 
systèmes  en  lesquels  se  décompose  le  système  (*»||)  ont  été 
représentées  un  peu  avant  et  un  peu  après  la  position  limite  qui 
est  indiquée  par  la  ligne  double  AB.  Les  deux  systèmes  se  dis- 
tinguent, comme  on  voit,  en  ce  que  dans  l'un  les  courbes  se 
coupent  toujours  en  quatre  points  réels,  tandis  que  dans  l'autre  il 
n'en  est  pas  toujours  ainsi.  La  circonstance  que  l'ellipse  devenue 


IM 
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infiniment  aplatie  ne  s^élend  point  de  la  manière  représentée  plus 
haut  (p.  119),  de  manière  à  devenir  une  hyperbole,  mais  se 
transforme  immédialcmcnl  en  l'ellipse  infiniment  voisine  sans  que 


Fiß.  31. 


Fig.  a 3, 


les  branches  infinies  de  la  ligne  double  soient  recouvertes  par  une 
hyperbole  infiniment  aplatie,  indique  ici  que  la  ligne  double  doit 
compter  deux  fois;  elle  se  comporte  précisément  comme  un  point 
de  rebroussement  d'une  courbe  algébrique.  C'est  d'une  manière 
tout  à  fait  analogue  sous  le  rapport  de  la  dualité  qu'a  lieu,  dans 
les  deux  systèmes,  le  rapprochement  successif  vers  le  point  d'in- 
tersection C  des  deux  droites  données  11,  Uj  ce  qui  est  visible  sur 


llg.    31 4. 


Fiß.  Tit. 


\csjig.  ai«  et  a  a».  Les  tangentes  des  hyperboles  aux  points  A,  ß 
se  rapprochent  toujours  de  plus  en  plus  des  lignes  AC,  BC,  corréla- 
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tivement  à  la  circonstance  que  dans  les  premières  figures  les  points 
de  contact  des  ellipses  tendent  de  plus  en  plus  vers  les  points 
d'intersection  de  la  ligne  double  avec  it  et  ^'  (  '  ). 

Comme  dégénération  du  cas  considéré  en  dernier  lieu,  on  peut 
considérer  le  système  linéaire  de  coniques  dont  quatre  points  de 
base  sont  infiniment  voisins.  On  a  pour  ce  système  a  =  v  =  t. 
Son  équation  a  été  précédemment  établie  en  coordonnées  points 
(t.  I,  p.  175)  sous  la  forme 

Si  Ton  pose  j  t  =  X| ,  }  j  =  0*2»  ß^'a  ■+-  "/J'z  =  a Xj,  elle  devient 
(7)  x*-+->(ax* -i-ax,j-,)  =  o. 

(^omme  courbe  singulière  se  présente  la  tangente  commune 
jc,  =0,  qui  répond  au  paramètre  X  =0;  en  effet,  le  discriminant 
est  égal  à  — À' a.  L'équation  en  coordonnées  lignes  devient,  après 
séparation  d'un  facteur  X, 

«' a  —  /  [«*  -+-  -2 a«, «3  ]  =  o. 

Elle  donne  pour  /  =  o,  comme  courbe  singulière,  le  point  M3  =  o, 
qui  est  situé  surxi  =0.  Nous  avons  donc  là  une  courbe  singu- 
lière de  l'espèce  comprise  sous  le  n°  3, 

Les  caractéristiques  u,  v  d'un  système  de  coniques  ont  pour 
ce  système  une  importance  considérable.  M.  Ghasles  a  en  effet 
observé  que,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  le  nombre  des  coniques 
d'un  système  (a,  v)  qui  satisfont  à  une  cinquième  condition  est  de 
la  forme  X[x  -+-  (iv,  les  nombres  a,  ß  dépendant  uniquement  de  la 
nature  de  la  condition  et  non  du  système  de  coniques.  D'après 
cette  observation,  de  nombreuses  recherches  ont  été  entreprises 
sur  les  coniques,  principalement  à  l'aide  du  principe  de  correspon- 
dance de  M.  Chasles.  M.  Halphen  a  d'ailleurs  montré  (-)  que  le 


(  '  )  Nos  dévcloppcraents  géométriques  ne  décident,  à  proprement  parler,  que  la 
question  de  savoir  si  la  multiplicité  des  courbes  en  question  est  donnée  par  un  nombre 
pair  ou  par  un  nombre  impair. 

(')  Comptes  rendus  des  séances  de  l'yicadéinie  des  Sciences,  4  septembre  et  i3  no- 
vembre i8y6.  M.  Halphen  arrive  au  théorème  général  qui  suit  : 

Pour  que  le  nombre  des  coniques  satisfaisant  à  une  condition  ♦  et  faisant  partie 
d'tui  système  quelconque  (/t,  y)  soit  égal  à  a,a -+-  ;3ï  {ol  et  ^  étant  des  nombres  ne  dé- 
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théorème  cité  sur  le  nombre  au  -+-  ßv  n'est  pas  exact  dans  tous  les 
cas  et  qu'au  contraire  il  peut  souffrir  des  exceptions  lorsque  le 
système  (fx,  v)  admet  des  dégénérations  de  l'espèce  mentionnée  sous 
le  n**  3.  C'est  ce  que  nous  allons  montrer  dans  ce  qui  suit  par  un 
exemple. 

Supposons  que  l'équation  du  système  dont  il  s'agit  soit  repré- 
sentée par  «  j.  =  o.  Soient  deux  points  quelconques  j,  z  et  deux 
droites  quelconques  \>,  w.  On  recherche  les  courbes  du  système 
(jui  rencontrent  la  ligne  joignant  j  et  ;;  de  telle  manière  que  le 
rapport  anharmonique  des  points  d'intersection  et  des  points  j',  z 
soit  égal  au  rapport  anharmonique  déterminé  par  les  lignes  Vj  ^v 
et  par  les  deux  tangentes  des  courbes  en  question,  comprises  dans 
le  faisceau  u-f-Xtv.  Le  rapport  anharmonique  a  de  ces  quatre 
points  se  calcule  au  moyen  de  l'équation  (t.  1,  p.  95) 

PR{a-M)*  — 4aQ»  =  o, 

dans  laquelle  P  =  n^,  R=  <ii,  Q  =  (ly-a.,  et  le  rapport  anharmo- 
nique ß  des  quatre  droites  au  moyen  de 

GL(;3-hi)»— 4;5H»=o, 
relation  où  l'on  a 

G  =  [abi')*,     L  =  [abuf,     II  =  [abi')  [abiv] . 

Les  deux  rapports  anharmoniques  devant  être  égaux,  il  en  résulte 
(8)  GLQ»  =  PRH*. 

C'est  là  la  cinquième  condition  à  remplir,  qui  est  imposée  uu\ 
courbes  du  système  (1"^=:  o. 

Soit  maintenant,  en  particulier,  ar^.  =  o  un  ensemble  linéaire  de 
coniques  ayant  deux  points  de  contact  communs  de  telle  sorte 
que 

fli  =  JT*  -4-  2)ix,x,,     [abuY  =  —  aîi(ît«J  -♦-  3«««,}. 


pendant  que  de  la  condition  ^),  il  faut  ft  il  suffit  qun  le  nombre  des  comiques  saliS' 
/'lisant  à  In  condition  4  et  ayant  en  un  point  donné  des  contacts  du  troisième  ordre 
avec  une  courbe  donnée  soit  égal  à  x-t-  ß. 

Sur  la  »ißnificalioit  algébrique  des  nombre«  «  et  ^  dans  Ict  cas  où  t'applique  le  theo* 
rémc  do  M.  Châties,  i>oi>  CutBSca,  Zur  Theorie  der  Ckarakleristiken  {Math.  AmmaUm, 
t.  VI). 
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L'équation  (8),  après  séparation  du  facteur  À^,  se  transforme 
alors  en 

=  (  V*  -+-  a  Vt  V,]  [z]  -+-  7.À3,5j)  (X«',"',  ■+■  «',«••,  4-  «•»"',)'. 

Nous  avons  par  suite  une  équation  du  quatrième  degré,  et  nous 
aurions  xy.  -H  ßv  =  a  -+-  ß  =  4»  Si  donc  le  théorème  sur  le  nombre 
ata  -f-  ßy  était  vrai  d'une  manière  générale,  il  faudrait  que  dans 
tout  système  (i,  i)  le  nombre  des  coniques  qui  satisfont  à  la  condi- 
tion (8)  fût  égal  à  a  -f-  ß,  c'est-à-dire  égal  à  4;  or  il  n'en  est  pas 
ainsi,  comme  il  résulte  de  ce  qui  suit. 

Toutes  les  coniques  du  système  a^  =  o  peuvent  avoir  entre  elles, 
au  point  (xi  =  0,0^2  =  o),  un  contact  du  troisième  ordre.  On  a  alors, 
d'après  (7), 

al  =  .r\  -f-  À  [.r]  H-  2  x,  .r^  ] ,      ^nhri] *  =  —  2).  [u]  —  ). u^  —  2À«,  «, ). 
L'équation  (8),  après  suppression  du  facteur  X*,  devient 
I  î  -4-  irl  -+-  2>vVuVj)  [z]  -h  'f.zl  -h  2a:,3,)  (p,«i',  —  /«'jfi'j  —  >«*i"'3  —  >f3"'i)* 

=  [''3  —  '•♦■*   —  2'«'i''3)    /«'s   —  "'•"l    —  2).»',"3)   (71-1  -t-  '^-Ji^i  +  >J'l-3-+-   'Js^lj 

On  peut  encore  une  fois  en  séparer  le  facteur  X,  car  le  seul  terme 
non  multiplié  par  X,  savoir  j^  z'^  vl  iv^,  est  le  même  dans  les  deux 
membres.  Le  nombre  des  solutions  est  donc  égal  à  3  et  non  à  4- 
Pat'  conséquent,  l'observation  de  M.  Chastes  n'est  pas  applicable  à 
tons  les  systèmes  de  coniques. 

D'un  autre  côté,  celte  observation  conduit  toujours  à  d'impor- 
tants résultats  lorsqu'il  s'agit  de  trouver  le  nombre  des  coniques 
d'un  système  qui  touchent  une  courbe  fixe  donnée  d'ordre  « 
et  de  classe  k;  on  a  alors  a  =  Ä,  ß  =  //,  et  le  nombre  cherché 
est  par  suite  égal  à  ka-h  nv.  Le  théorème  dont  il  s'agit  est  vrai 
non-seulement  pour  les  systèmes  de  coniques,  mais  aussi  pour 
les  systèmes  de  courbes  d'ordre  quelconque,  ft  de  ces  courbes  pas- 
sant par  un  point  quelconque  et  y  touchant  une  droite  quelconque. 
Nous  allons  en  donner  incessamment  la  démonstration.  En  sup- 
posant provisoirement  la  proposition  vraie,  nous  pouvons  facile- 
ment trouver  le  nombre  Z  des  coniques  qui  touchent  cinq  courbes 
données  C,,  Ca,  C3,  C4,  C5,  dont  les  ordres  sont  respectivement 
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/ii,  Rj,  /ij,  /I4,  Tis  et  les  classes  ^1,  Atj,  Ar«,  Ar«,  A*,.  Si  (i,  v  sont  les 
caractéristiques  du  système  de  coniques  tangentes  aux  courbes  C3, 
Cj,  C*,  Cs,  on  aura  Z  =A,|yi  + Wiv,  //,  v  ne  dépendant  pasdcA, ,  U|. 
Mais,  comme  Z  est  composé  symétriquement  avec  les  nombres  A/, 
«/,  il  en  résulte,  p,  t/,  >\  v,  /,  u  désignant  des  grandeurs  purement 
numériques, 

Z  =/>Xi  AjA-jA^A-,  -t-  92A-iA-,A-,A-(//,  -f-  /'^AiAriAtn^^i,  -t-  s^klk^ntn^n^ 

les  signes  sommatoires  indiquant  qu'il  faut  former  avec  les  élé- 
ments qu'ils  concernent  des  fonctions  symétriques  en  permutant 
les  indices.  Pour  la  détermination  des  facteurs  numériques  qui 
interviennent,  nous  considérerons  des  cas  particuliers.  Si  par 
exemple  une  conique  doit  passer  par  cinq  points,  on  a 

«,  =  «,  =  //,  =  ll^  r=  //,  =  o, 

A|  =  A,  =r:  A-j  =  A^  r=z  A'j  =  I , 

d'où 

Z  =/>  =  I. 

Il  existe  en  second  lieu  deux  coniques,  passant  par  quatre  points 
fixes  et  tangentes  à  une  droite  fixe.  Ici  l'on  a 

A|  =  X'i  =  A,  =  Xj  rnz  I,       A-,  ==:  o, 

//,  =zn,z=  «3  =  //j  =0,     Wj  =  i , 

d'où 

Z  =  7  =  •?.. 

Enfin  il  existe  quatre  coniques  passant  par  trois  points  fixes  et 
tangentes  à  deux  droites  fixes.  On  a,  dans  ce  cas, 

/■|  =  A'i  =  /j  =:  I,      Â\  =  Xj  =0, 
//,  =n  //,  rr:  //,  =r  o,      //;  =:  //,  — _  | , 

d'où 

Z  =  r=1. 

Kn  vertu  du  caractère  dualistique  des  nombres  A/,  n,\  les  nombres 
/>,  ^,  /'  doivent  nécessairement  se  confondre  respectivement  avec  u, 
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/,  5;  nous  avons  par  suite 


5  1=4,     '  =  2,     H  =  I, 


d'où  ce  théorème 


Le  nombre  des  coniques  qui  touchent  cinq  courbes  appartenant 
respectivement  aux  ordres  /ï|,  /i,,  Wj,  n^,  n^  et  aux  classes  A|,  Ara, 
kifkif  kt  est  égal  à 

■+-  42^i^i«j''i«i  H-  2  2it,«,//,«4«j  ■+-  nin^n^u^n^, 

A.insi,  par  exemple,  pour  /i/=  A/=  2,  il  existe  8264  coniques,  qui 
touchent  cinq  coniques  données  { '  ). 

Quant  aux  courbes  d'ordre  supérieur,  il  a  été  fait  aussi,  jusqu'à 
un  certain  degré,  des  recherches  générales  se  référant  surtout  aux 
courbes  singulières  qui  se  rencontrent  dans  les  divers  systèmes; 
une  étude  approfondie  des  considérations  dont  il  s'agit  n'est  pas 
possible  ici,  à  cause  de  sa  complication  ;  d'ailleurs  jusqu'ici  le  côté 
algébrique  des  questions  dont  il  s'agit  n'a  pas  été  étudié  dans  la 
mesure  où  l'exigerait  une  exposition  du  sujet  en  harmonie  avec  nos 
précédentes  méthodes;  nous  nous  bornerons  pour  cette  raison  à 
renvoyer  aux  travaux  de  M.  Zeuthen  (2). 

Nous  donnerons  seulement  ci-dessous  la  démonstration  du 
théorème  cité  plus  haut  (  '  )  sur  le  nombre  des  courbes  d'un  svstème 


(')  Des  recherches  plus  approfondies  sur  les  coniques  qui  satisfont  à  des  conditions 
de  contact  données  ont  été  faites  par  M.  Zecthes  (iV^f  Bidrag  til  Laeren  om  Syste- 
mer af  keglesnit,  Kjobenhavn,  i863,  ou  la  traduction  française.  Nouvelles  jiiinales. 
t.  VI,  1866).  Consulter  aussi  la  fin  de  l'OuTrage  de  Saljiox,  Higher  plane  Curves. 
Ainsi  que  M.  Cremona  l'a  remarqué  {Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des 
Sciences,  t.  LXIX,  p.  776),  il  existe,  pour  un  système  doublement  infini  de  coniques, 
trois  nombres  p,  7,  r  ayant  une  signification  analogue  à  celle  des  nombres  /t,  y  pour 
un  système  simplement  infini  ;  p  désigne  alors  le  nombre  des  coniques  du  système 
qui  passent  par  deux  points,  9  le  nombre  de  celles  qui  passent  par  un  point  et  tou- 
chent une  droite,  t  le  nombre  de  celles  qui  touchent  deux  droites.  On  n'a  pas  encore 
examiné  sous  quelles  hypothèses  le  nombre  des  coniques  du  système  qui  satisfont  n 
deux  nouvelles  conditions  apparaît  sous  la  forme  ap  -+- ;3»- -+- yr. 

(')  Alinindelige  Egenskaber  ved  Systemer  af  plane  Kurved  med  Anvendelse  til  Bes- 
temmelse  af  Kar  acter  istikerne  i  île  elementacre  Systemer  af  ßerde  Orden,  avec  un 
résumé  en  français  (  Mémoires  de  la  Société  danoise  des  Sciences,  5*  série,  t.  X,  187.3  ). 
Voir  aussi  un  compte  rendu  dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  t.  VII. 
1874,  p.  97. 

(*3  Voir  Cbasles,  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  \b  té- 
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qui  touchent  une  courbe  Hxe.  Nous  y  ferons  usage  de  la  proposi- 
tion auxiliaire  qui  suit  : 

Si  l'on  mène  d'un  point  fixe  toutes  les  tangentes  possibles  aux 
courbes  d'un  système  [fx,  v),  le  lieu  des  points  de  contact  de  ces 
tangentes  est  une  courbe  de  l'ordre  fi  -h  v  ayant  au  pointßxe  un 
point  multiple  d'ordre  (x. 

Considérons  une  droite  quelconque  G,  qui  passe  par  le  point 
fixe  O.  Une  courbe  du  système  qui  coupe  la  droite  G  de  telle 
manière  que  sa  tangente  au  point  d'intersection  passe  par  O  doit 
ou  bien  toucher  la  droite  G,  ou  bien  passer  clle-môme  par  O.  Le 
nombre  des  courbes  de  cette  nature  est  donc  égal  à  v  H-  jix  ;  et  c'est 
là  en  même  temps  le  nombre  des  points  d'intersection  du  lieu 
considéré  avec  G.  Le  lemme  énoncé  se  trouve  ainsi  démontré. 

Désignons  par  G  la  courbe  fixe  du  /i'*""  ordre  et  de  la  A'**' classe. 
Prenons  dans  le  plan  une  droite  quelconque  G;  menons  d'un 
pointa:  de  cette  dernière  les  k  tangentes  à  la  courbe  C,  et  construi- 
sons en  chacun  des  points  de  contact  les  tangentes  aux  /x  courbes 
du  système  qui  passent  par  ce  point.  Les  susdites  droites  coupent  G 
en  Â/m  points^,  qui  correspondent  au  point  x.  Nous  avons  à  recher- 
cher le  nombre  des  coïncidences  des  points  a:et^  sur  G.  Or, 
inversement,  à  tout  point  jy^  correspond,  comme  lieu  des  points  de 
contact  des  tangentes  que  Ton  peut  mener  de  j  à  toutes  les  courbes 
du  système,  une  courbe  de  l'ordre  ft-t-v  possédant  en^  (suivant 
le  Icmnie  qui  vient  d'être  démontré)  un  point  multiple  d'ordre  [x. 
Cette  courbe  coupe  la  courbe  C  en  //(u-hv)  points;  si  l'on  mène 
en  ces  points  les  tangentes  à  C,  les  points  de  rencontre  de  ces 
«lernières  avec  la  droite  G  sont  les  points  x  qui  correspondent  aux 
points  j'.  Entre  x  ety  existe  donc  une  correspondance 


vrier  1864,  et  ZErniE?i,  Math.  Anmalen,  t.  III,  p.  i53.  I.c  théorème  a  et«  étenda  par 
M.  FooRET  k  ccrtnins  systèmes  tic  courbes  transcondantos  qui  sont  dolinics  par  des  équa- 
tions diflnrcntiollos  algcbriqups  {Bulletin  de  la  Société  ntathémntifue  de  France,  t.  Il, 
|i.  7a).  Cotisultor  aussi  (t.  II!  de  ces  Levons)  la  tlit-oric  des  connexes,  f'oir  «ocore 
Halpbe!«,  Sur  la  recherche  des  points  d'une  courbe  algébrique  platte  qui  satisfont  à 
une  condition  exprimée  par  une  équation  difféi  entielle  algébrique,  et  sur  les  questions 
analogues  dans  l'espace  {^Journal  de  JJout-ille,  3*  s«rio,  t.  Il,  1876).  La  démonstration 
qui  suit  au  texte  a  été  donnée  par  Baiix,  Uath.  Annalen,  t.  X,  p.  534. 
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Aux  points  de  coïncidence  de  cette  dernière  appartiennent  \esn 
points  où  la  droite  G  est  rencontrée  par  la  courbe  fixe,  et,  comme 
on  le  reconnaît  sans  difficulté,  chacun  de  ces  points  doit  être 
compté  jtjtfois.  Ces  «/ut  coïncidences  ne  proviennent  pas  de  la  con- 
fusion des  tangentes  correspondantes  dans  toute  leur  extension, 
mais  seulement  de  leur  rencontre  accidentelle  sur  la  droite  G.  Les 

au  -t-  n[u  -h  v)  —  nu  =z  k u  -+-  nv 

autres  points  restants  correspondent  à  celles  des  tangentes  à  lu 
courbe  fixe  qui  sont  indépendantes  de  la  situation  de  la  droite  G, 
et  qui,  par  suite,  les  points  de  contact  venant  à  se  confondre, 
sont  en  même  temps  tangentes  aux  courbes  du  système.  Nous 
pouvons,  en  conséquence,  énoncer  le  théorème  suivant,  dont  nous 
avons  fait  usage  plus  haut  : 

Si,  dans  un  système  simplement  infini  de  courbes,  il  j  ena  y. 
passant  par  un  point  quelconque  et  v  tangentes  à  une  droite  quel- 
conque, il  existe  dans  ce  même  système  1nt.-\-ny  courbes  qui 
touchent  une  courbe  d 'ordre  n  et  de  classe  k  (  indépendante  du 
sjstème). 

A  l'aide  de  ce  théorème,  on  pourra  trouver  le  nombre  des  courbes 
d'ordre  quelconque  qui  dépendent  uniquement  des  conditions  de 
contact,  si  l'on  étudie  préalablement  les  systèmes  élémentaires  des 
courbes  de  cette  nature,  c'est-à-dire  les  systèmes  dont  les  courbes 
sont  déterminées  par  des  points  fixes  et  par  des  tangentes  fixes. 
Jusqu'ici  les  systèmes  élémentaires  de  certaines  courbes  du  troisième 
et  du  quatrième  ordre  ont  seuls  été  étudiés  d'une  manière  appro- 
fondie ('). 


(')  Foir,  pour  les  courbes  du  troisième  ordre,  Maillard,  Recherche  des  caracté- 
ristiques des  srstèmes  élémentaires  des  courbes  planes  du  troisième  ordre  (Thèse  pour 
le  doctorat,  1870,  publiée  en  décembre  1871),  et  Zeithen,  Comptes  rendus  des  séances 
de  V  Académie  des  Sciences,  t.  LXXIV,  19,  26  février  et  1 1  mars  1872  ;  pour  les  courbes 
du  quatrième  ordre,  Zectue.i,  ibid.,  t.  LXXV,  p.  7o3  et  g3o,  et  le  Mémoire  danois  cité 
plus  baut. 
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Vn.  —  La  Géométrie  sur  une  courbe  algébrique. 

Nous  avons  déjà  fait  observer  différentes  fois  que,  parmi  les 
points  d'inlerseclion  de  deux  courbes,  et  en  particulier  parmi  les 
points  de  base  d'un  faisceau  de  courbes,  tous  ne  peuvent  pas  être 
rhoisis  arbitrairement,  et  qu'au  contraire  un  certain  nombre  sont 
déterminés  par  les  autres. 

Nous  allons  maintenant  étudier  avec  plus  de  soin  ces  relations. 

Une  courbe  donnée  du  n"""  ordrey*=  o  est  coupée  par  une  courbe 

du  m'*""  ordre  o  =  o  en  mn  points  que  nous  supposerons  d'abord 

ne  pas  coïncider  avec  les  points  doubles  ou  les  points  de  rebrous-  ^ 

j      ,.           £,.           ^   ^        .,              ,          .               //i^w-+-3) 
sèment  dey  =  o.  Si  m  est  <.  n,  il  y  a  nécessairement ■ 

points  d'intersection  donnés  ;  ces  points  déterminent  complètement 
la  courbe  9  =  0,  par  conséquent  aussi  ses  autres  points  d'inter- 
section A\ecJ=  o.  Si  l'on  a,  au  contraire,  m^n,  on  peut,  s'il  ne 
s'agit  que  des  intersections  des  deux  courbes  et  non  de  la  courbe 
sécante  9  elle-même,  remplacer  l'équation  9  =  0  par  l'équation 

[A  étant  une  expression  du  (m  —  n )'*'"•  ordre.  Les 


—  (///  —  «  -i-  I  )  (/«  —  /i  4-  2) 


coefficients  complètement  arbitraires  de  fi  peuvent  être  choisis  de 
manière  à  annuler  un  pareil  nombre  de  coefficients  de  la  fonction  9'. 
On  peut  donc,  sans  modifier  le  système  des  points  d'intersection, 
substituer  à  une  courbe  générale  9  =  0  une  courbe  spéciale 

?'  =  ?-»-  :^/=  o» 

qui  ne  dépend  que  de 

m (/»-+- 3)       '»»  —  «4- i)f/w  —  « -4- al                  {n  —  i]  {n  —  7.) 
— i : =  mn  — — 


constantes.     Cette    courbe    réduite    est   alors    déterminée    par 

mn (m  —  i)(f« — a)    points;    si   donc    on  donne    un  pareil 

nombre  de  points    d'inlerseclion  dey=o  et  9'=©,  les  autres 
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L^? — îi  sont  par  là  même  fixés,  et  il  en  ^st  naturellement 

de  même  à  l'égard  des  points  d'intersection  de  f=  o  et  o  :=  o, 
puisque  ce  sont  les  mêmes  points. 
Les  deux  nombres 

m'm  -i-  3)               n  —  i] (»  —  î»] 
ma '■ et      > 

qui  indiquent  respectivement,  pour  le  cas  de  m<^n  et  celui  de 
/w^/î,  combien  de  points  d'intersection  du  système  sont  donnés 
par  les  autres,  se  confondent  lorsque //i  =  «  —  i  el  m  =  n  —  2. 
Vourm^n  —  3,    on  peut  donc  toujours   admettre   le   nombre 

-(/i  — 1)(« — 2),  lequel,  et  c'est  là  l'important,  est  complètement 

indépendant  de  in(*);  mais,  pour  des  valeurs  plus  petites  de  m, 
le  nombre  des  points  qui  sont  donnés  par  les  autres  est  plus 
faible. 

Ces  considérations  demandent  une  légère  modification  lorsque^ 
passe  par  quelques-uns  des  points  doubles  ou  de  rebroussement  dey. 
Ces  points  doivent,  en  effet,  être  comptés  une  seule  fois  comme 
éléments  déterminateurs  de  9,  et  au  contraire  deux  fois  comme 
points  d'intersection  de  o  avec^l  Le  nombre  des  points  d'inter- 
section déterminés  parles  autres  sera  alors  diminué  du  nombre  (^) 
des  points  qui  coïncident  avec  les  points  exceptionnels  dont  nous 
parlons,  et  qui,  par  suite,  sont  connus  par  avance.  On  a  en  consé- 
quence ce  théorème  : 

Parmi  les  points  d'intersection  d'iàie  courbe  donnée  du  «'^'«* 
ordre  f^=  o  avec  une  courbe  du  m^"^^  ordre  assujettie  à  passer 
par  d  points  exceptionnels  def=  o  sans  j  avoir  eUe-méme  de 


{*)  Cette  circonstance  a  d'abord  été  signalée  poar  les  courbes  da  même  ordre  par 
Ealer  dans  les  Jlémoires  de  l' Académie  de  Berlin,  i  -48  {Sur  une  contradiction  apparente 
dans  la  doctrine  des  lignes  courbes^;  elle  a  été  expliquée  plus  en  détail  par  Cramer 
{Introduction  à  l'Analrse,  etc.,  lyôo,  p.  78),  et  par  Plûcker  {Annales  de  Gergonne, 
t.  XIX.).  L'extension  do  théorème  a  été  donnée  cn'méme  temps  par  Jacobî,  De  rela- 
tionibus,  etc.  {Journal  de  Crelle,  X.  15)  et  par  Plûcker  {iitd.,  t.  16);  on  en  trouve 
une  généralisation  encore  plus  étendue  dans  Plûcker,  Theorie  der  algebraischen 
Curven,  Bonn,  iSSg,  p.  11.)  Pour  l'exposition  du  texte,  ntoir  Ç^xascM  et  Gosdas. 
Theorie  der  Abelschen  Piutctionen,  Leipzig,  1866,  p.  34* 
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points  multiples,  le  nombre  des  points  déterminés  par  les  autres 
sera  :  ' 

i"  oim^n  —  9.,  tie o; 


2 


«   t>.        ^               j               /w  (ot  -4-  3)        ». 
a"  Ol  m<^n  —  a,  de  mn ■ ■  —  o. 

Il  est  à  peine  besoin  de  faire  observer  que  les  points  d'intersection 
non  situés  en  des  points  singuliers  de  la  courbe  primitive  peuvent  se 
rapprocher  indéfiniment  les  uns  des  autres  suivant  un  groupement 
quelconque,  sans  que  la  vérité  de  notre  théorème  en  soit  influencée. 
La  proposition  souffre  néanmoins  exception  lorsque  les  points  à 
choisir  arbitrairement  dépendent  d'une  certaine  manière  les  uns 
des  autres.  Si,  par  exemple,  la  courbe  o  =  o  se  décompose  en 
plusieurs  autres  d'ordre  moins  élevé,  le  système  entier  des  points 
d'intersection  se  décompose  aussi  en  plusieurs  autres,  et  dans 
chacun  de  ces  systèmes  de  points  d'intersection  il  ne  doit  se  trouver 
parmi  les  points  donnés  qu'un  nombre  égal  à  celui  qui  sufTit  poui* 
déterminer  les  autres, en  vertu  de  notre  théorème,  dans  une  courbe 
d'ordre  ainsi  abaissé.  Si,  par  exemple,  nous  coupons  une  courbe 
du  quatrième  ordre  sans  point  double  (J  =  o)  par  une  courbe  du 
troisième  ordre  qui  se  décompose  en  une  droite  et  en  une  conique, 
on  ne  peut  choisir  que  deux  points  de  la  droite  et  cinq  points  de 
la  conique,  donc  en  tout  seulement  sept  points  pris  arbitrairement 
surCt,  tandis  que,  dans  le  système  des  points  d'intersection  d'une 

courbe  quelconque  C3  avec  C4',  9=3« (/i  —  i)(/i — a)! 

points  peuvent  être  choisis  arbitrairement  sur  C«.  Au  contraire, 
les  points  fixes  (dont  le  choix  est  arbitraire)  peuvent  se  décom- 
poser en  systèmes  séparés  sans  que  la  vérité  de  notre  théorème  en 
soit  influencée,  à  la  seule  condition  que  le  système  des  points  à 
déterminer  par  eux  ne  se  décompose  pas.  Il  peut  arriver,  d'autre 
part,  que  pour  des  systèmes  non  décomposables  d'intersections  les 

mn (/i  —  i)(/i  —  a)-H^  points  donnés  (dans  le  cas  de  mn^n — a) 

ne  suffisent  pas  pour  détenniner  les  autres.  On  pourra  même  se 
poser  précisément  ce  problème  :  Liant  donnés 

m/i [fi  —  i)  [n  —  2]  •+-  i  —  r 
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points,  déterminer  les  /•  autres  de  manière  que,  pris  avec  les  pre- 
miers, ils  ne  déterminent  pas  les  autres  -{n  —  i){n  —  2)  intersections 

d'une  courbe  du  m'*"*  ordre  passant  par  les  $  points  exceptionnels 
de  /=  o.  Et,  en  fait,  le  problème  dont  il  s'agit,  dans  le  cas  de 
m  =  n  —  3,  aura  plus  tard  pour  nous  une  importance  toute  par- 
ticulière. Nous  énoncerons  donc  le  théorème  donné  ci-dessus  sous 

une  forme   plus   exacte   en  disant  que  -(«  — 1)(«  —  2)  —  0  ou 

mn m(m-h3)  —  0  points  d'intersection  au  plus  sont  déter- 
minés par  les  autres  lorsqu'il  n'intervient  pas  d'autres  conditions. 
Ce  théorème,  à  cause  de  ses  nombreuses  applications,  fait  partie 
des  propositions  les  plus  importantes  de  la  théorie  des  courbes 
algébriques;  il  est  en  particulier  le  principe  essentiel  de  ce  qui  va 
suivre  ('  ).  Nous  observerons  d'abord,  pour  le  cas  de  ni  =  n,  que, 

parmi  les  m'  points  de  base  d'un  faisceau,  -  (m —  i)  (m —  2)  sont 
en  fait  déterminés  par  les  autres,  et  que  par  conséquent 

-m  (»I  -I-  3]  —  I 

seulement  sont  arbitraires  (p.  93).  La  proposition  appliquée  aux 
courbes  du  troisième  ordre  donne  d'ailleurs  du  théorème  de  Pascal 
une  démonstration  extrêmement  simple  et  que  nous  ne  voulons 
pas  omettre  de  mentionner.  Pour  /;*  =  /i  =  3  notre  théorème  est 
ainsi  conçu  : 

Toutes  les  courbes  du  troisième  ordre  qui  ont  huit  points 
conmiuns  passent  encore  par  un  neuvième  point. 

Soient  maintenant  les  six  points  i,  2,  3,  4>  5,  6  situés  sur  une 
conique  et  réunis  en  couples  de  telle  manière  que,  dans  le  tableau 
[voir  t.  I,  p.  63) 


12 

45 

I 

i3 

56 

II 

34 

67 

in 

(')  On  peut  en  déduire  une  série  d'autres  théorèmes  sur  les  systèmes  de  points 
d'intersection.  Consulter  Caylet,  Cambridge  and  Dublin  mathematical  Journal,  t.  III, 
p.  211,  et  les  Ouvrages  cités  de  Crcmona  et  Salmon.  Nous  nous  occuperons  plus  tard 
partiellement  de  ces  théorèmes. 
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les  lignes  situées  Tune  à  côté  de  l'autre  soient  considérées  comme 
les  côtés  opposés  de  l'hexagone.  Désignant  par  I,  II,  III  respec- 
tivement les  points  de  rencontre  de  deux  d'entre  elles,  nous 
pouvons  regarder  toute  la  figure  comme  formée  de  trois  courbes 
décomposables  du  troisième  ordre  ayant  huit  points  communs  et 
qui  sont  : 

1°  La  conique  et  la  ligne  1  II  ; 
a°  Les  trois  lignes  12,  56,  34; 
3°  Les  trois  lignes  4ô>  »3,  (ii. 

CliDcune  de  ces  courbes  passe  par  les  huit  points  i ,  2,  3,  4>  5,  6, 
I,  II  ;  par  conséquent  la  troisième  passe  aussi  par  le  neuvième  point 
d'intersection  III  de  deux  d'entre  elles,  et  le  théorème  de  Pascal 
se  trouve  ainsi  démontré  (*  ). 

La  proposition  qui  nous  occupe  forme,  conjointement  avec 
l'extension  du  principe  de  correspondance  que  nous  établirons 
plus  tard,  la  base  de  la  géoniélrie  sur  une  courue  algébrique, 
c'est-à-dire  permet  d'établir  une  théorie  des  groupes  de  points  sur 
une  courbe,  semblable  à  celle  que  nous  avons  déjà  appris  à 
connaître  relativement  à  la  ligne  droite  (  Théorie  des  formes 
algébriques  binaires).  Dans  les  recherches  qui  ont  cet  objet, 
l'importance  fondamentale  du  genre  (p.  65)  d'uno  courbe  algé- 
brique du  w'*""  ordre 

»  =  -in  —  I .  («  —  2  —  tl  ~  r 

se  présentera  à  nous  dans  toute  son  étendue.  Les  propriétés  les 
plus  essentielles  des  systèmes  de  points  sur  une  courbe  apparaissent 
comme  dépendant  précisément  du  seul  nombre/»,  et  non  de  l'ordre 
et  de  la  classe  de  la  courbe,  de  telle  sorte  que  nous  serons  ulté- 
rieurement forcés  d'étudier  les  courbes  de  plus  près  suivant  leur 
genre,  et  de  les  diviser  à  ce  point  de  vue  en  classes  essentiellement 
difl'érentes.  Ceci  est  en  corrélation  exacte  avec  la  théorie  des 
intégrales  abéliennes  et  des  transformations  univoques;  ce  n'est 
qu'une  fois  en  possession  de  ces  théories  que  nous  pourrons  envi- 

(*)  Foir  PtCcKBI,  jénalj-tisck-geomeiritche  F.Httvtrklunjfr» ,  t,  I.  1838,  p.  367. 
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sager  dans  son  ensemble  la  géométrie  sur  une  courbe.  Nous 
sommes  toutefois  en  situation  de  traiter  d'une  manière  purement 
algébrique  toute  une  série  de  problèmes,  en  nous  appuyant  surtout 
sur  les  travaux  de  Brill  et  de  Nother  (  '  ). 

Nous  nous  bornons  ici  à  la  considération  des  systèmes  de  points 
qui  sont  traversés  sur  une  courbe  algébrique  par  ce  qu'on  appelle 
une  courbe  adjointe,  restriction  justifiée  par  ce  fait  que  les 
théorèmes  deviennent  notablement  plus  compliqués  pour  les 
courbes  non  adjointes.  Sous  le  nom  de  courbe  adjointe,  nous 
entendons  une  courbe  qui  passe  une  fois  par  tous  les  points 
doubles  et  les  points  de  rebroussement  de  la  courbe  fixe  ou  plus 
généralement  qui  passe  i  —  i  fois  par  tout  point  multiple  d'ordre  i 
pour  celle-ci,  sans  que,  en  général,  les  branches  particulières  des 
deux  courbes  s'y  touchent.  Nous  supposons  ensuite  que  la  courbe 
donnée  du  «'*■"«  ordre  0«  possède  en  chaque  point  multiple  des 
tangentes  séparées  (-).  Alors  nous  pouvons  imaginer  tout  point 

multiple  d'ordre  i  comme  remplacé  par-i(f  —  i)  points  doubles 
(p.  34)>  et  en  ce  qui  concerne  le  genre  poser 


n  —  I     // 


si  la  courbe  C«  possède  a^  points  doubles,  «3  points  triples,  . .  . 
a,  points  multiples  d'ordre  i.  Pour  le  système  des  points  d'inter- 
section d'une  courbe  adjointe,  nous  avons  à  poser  dans  les  formules 

de  notre  théorème  fondamental  à  =  -  Sa/i(i  —  i),  et  nous  pouvons 

alors  l'énoncer  de  la  manière  suivante,  ainsi  qu'on  le  reconnaît 
facilement,  puisque  dans  un  point  multiple  d'ordre  i  sont  toujours 
réunis  i  [i  —  i)  points  d'intersection  avec  la  courbe  adjointe. 

Parmi  les  points  d'intersection  d'une  courbe  adjointe  du  m'^""' 
ordre  avec  la  courbe  donnée  C«  non  situés  aux  points  singuliers. 


(')  Consulter,  pour  ce  qui  suit,  Brill  et  Pîotber,  lieber  die  algebraischen  Func- 
tionen und  ihre  Anwendung  in  der  Geometrie  (Giit  tinger  y  achrichten,  fé*Tier  1873. 
et  3Iath.  Annalen,  t.  VII,  p.  26g). 

(')  Sur  la  considération  des  points  multiples  à  branches  partiellement  coïncidentes, 
iH>ir  la  Section  des  Transformations  univoques,  dans  le  Tome  III,  ainsi  que  la  fin 
de  la  présente  Section. 
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1°  Pour  m'^  n  —  3,   ^    au  plus   sont    déterminés  par    les 

nm  —  liai.i{i  —  i)  —  p=z  iix-\- p —  a[a  =  m  —  (/i  —  3)] 
restants; 

a"  Pour  tn  =  n  —  a  —  /•,  p  —  i (/•-+-  a)  (  /• —  i  )  au  plus  sont 

déterminés  par  les  -  m  [m -\-'^) 2  «/ .  i  (  i  —  i  )  restants. 

Dans  l'examen  que  nous  allons  faire  des  systèmes  de  courbes 
adjointes,  ou  plutôt  dans  Texamen  des  groupes  de  points  déter- 
minés sur  C„  par  des  systèmes  semblables,  nous  regarderons  ces 
derniers  comme  caractérisés  par  les  éléments  suivants  : 

I®  Le  nombre  (Q)  des  points  qui  se  trouvent  dans  chaque 
groupe  du  système,  c'est-à-dire  le  nombre  des  points 
d'intersection  mobiles  d'une  courbe  adjointe  du  système 
considéré.  Celle  dernière  peut,  en  efiet,  en  dehors  des 
points  singuliers  dej,  avoir  un  certain  nombre  de  points 
d'intersection^x«  communs  avec  C^; 

a"  La  multiplicité  du  système,  c'est-à-dire  le  nombre  [q)  des 
paramètres  arbitraires  dont  dépendent  les  coefficients  d'une 
courbe  du  système; 

3**  Le  degré  du  système,  c'est-à-dire  la  dimension  ou  la  forme 
suivant  laquelle  ces  q  paramètres  entrent  dans  l'équation 
de  la  courbe.  Ces  paramètres  seront  toujours  supposés  par 
la  suite  entrer  rationnellement. 

Quelques  exemples  peuvent  servir  à  mieux  éclaircir  ces  carac- 
tères distinctifs.  Supposons  que  G,,  soit  une  courbe  du  troisième 
ordre  sans  points  singuliers;  alors  toutes  les  droites  du  plan 
forment  un  système  doublement  infini  oo  ■'(//:=  a)  de  courbes 
adjointes  qui  dépend  linéairement  de  deux  paramètres;  les  groupes 
de  points  déterminés  par  elles  sur  C3  forment  par  suite  un  système 
linéaire  doublement  infini  de  trois  points  (Q  =  3).  D'autre  part, 
toutes  les  lignes  qui  passent  par  un  point  fixe  de  Cj  et  qui,  par 
conséquent,  coupent  encore  cette  courbe  en  deux  points  mobiles, 
déterminent  un  système  linéaire  simplement  infini  de  deux 
points  (Q=:a,  ^  =  1);  puis  les  langentes  d'une  conique  fixe 
jr,  Xj  — «ï^î  ==  Oj  étant  rcprésenlables  sous  la  forme 

j-,  H-  aXx,  H-  X»j(r,  =  o. 
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forment  un  système  t/uadratique  simplement  infini  de  trois  points. 
Si  C3  a  un  point  double  et  que  nous  considérions  le  faisceau  de 
rayons  issu  de  ce  point,  chaque  rayon  rencontrant  encore  C3  en 
un  point  mobile,  le  faisceau  en  question  détermine  un  système 
simplement  infini  d'un  seul  ^oiVi<(Q  =  i).  Enfin,  généralement, 
toutes  les  courbes  adjointes  du  w'*"*  ordre  (m  étant  ^  n —  3)  qui 
passent  par  s  points  fi%es  quelconques  déterminent  sur  C„  un 
système  linéaire  de  groupes  de  points  pour  lesquels 

Q  =  nm  —  Z  a/.  /  (/"  —  i  ), 

7  =  /////  —  2l  Ä/ .  /  ■  /  —  1 1  —  p  —  S] 

car,  parmi  les  Q  points  d'intersection,  il  y  en  a  />  qui,  d'après 
notre  théorème  fondamental  sur  les  systèmes  d'intersections,  sont 
déterminés  par  les  autres,  et  par  conséquent  Q — /?  seulement 
restent  arbitraires;  on  a  donc  7=Q  —  s  —  p.  Si,  au  contraire, 
parmi  les  s  points  fixes,  R  sont  situés  sur  C„,  nous  avons 

Q  =  nt/t  —  2  «,•./(  /  —  1  )  —  R, 

q  =z  mn  —  ^Ki.ii i  —  1)  —  s  — jf. 

Tandis  que  les  groupes  de  points  sur  C«  apparaissent,  d'après 
l'exposition  précédente,  comme  dépendant  essentiellement  des 
courbes  adjointes  qui  leur  appartiennent,  on  parvient,  au  moyen 
du  théorème  appelé  théorème  du  reste,  dont  nous  abordons  main- 
tenant l'explication,  à  définir  ces  groupes  dans  une  certaine  mesure 
Indépendamment  des  courbes  qui  les  traversent,  en  sorte  qu'ils 
sont  davantage  des  figures  subsistant  par  elles-mêmes  confor- 
mément aux  exigences  de  la  Géométrie  sur  une  seule  courbe.  Pour 
pouvoir  énoncer  d'une  manière  précise  et  démontrer  ce  théorème 
du  reste,  nous  devons  introduire  les  dénominations  suivantes. 

Sous  le  nom  de  résidu  d'un  groupe  Gq  de  Q  points,  nous  dési- 
gnons tout  groupe  de  points  (Gr)  qui,  réuni  au  premier,  forme  le 
système  complet  des  intersections  de  la  courbe  en  question  C„ 
avec  une  courbe  adjointe;  l'ordre  de  cette  dernière  est  ici  indif- 
férent. Nous  devons  encore  une  fois  faire  remarquer  que,  dans  le 
système  des  points  d'intersection,  nous  ne  comprenons  pas  les 
Intersections  qui  sont  situées  aux  points  singuliers  de  G„;  mais, 
comme  leur  nombre  Sa|. (t  —  i)  reste  toujours  fixe  pour  la  même 
courbe,  nous  compléterons,  cela  va  sans  dire,  le  nombre  total  par 
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celui-là.  Il  peut,  d'ailleurs,  arriver  que,  parmi  les  points  de  Gq  (par 
exemple,  par  suite  d'un  contact  de  la  courbe  sécante  avec  les 
branches  de  la  courbe  primitive  aux  points  singuliers),  il  se  trouve 
en  ces  points  un  nombre  d'intersections  plus  grand  que  le  nombre 
normal;  celles  qui  dépassent  ce  nombre  doivent  être  comptées 
parmi  les  Q  -|-  Il  points.  Le  groupe  de  points  Gr  est  dit  résiduel 
de  Gy  et  réciproquement. 

Nous  appelons  corésiduels  par  rapport  à  Gq  deux  groupes  de 
points  Gr  et  Gr.  qui  sont  résiduels  d'un  môme  groupe  Gq,  et  qui, 
par  conséquent,  peuvent  être  coupés  par  deux  courbes  adjointes 
dont  les  autres  intersections  avec  C,|  tombent  toutes  aux  points  Q  ; 
ces  deux  courbes  peuvent  être  du  môme  ordre  ou  d'un  ordre  dif- 
férent. La  notion  de  la  corésidualilé  lire  son  importance  spéciale 
de  ce  fait,  qu'au  moyen  du  théorème  du  reste  elle  est  précisément 
rendue  indépendante  d'un  résidu  spécial  Gq. 

Pour  donner  un  exemple  de  l'application  de  cette  définition, 
choisissons  une  courbe  du  cinquième  ordre  («=5)  avant  deux 
points  doubles  (^  =  4).  Toutes  les  coniques  adjointes  qui  passent 
j)ar  deux  points  fixes  de  C3  (et  par  les  points  doubles)  coupent 
encore  G3  en  quatre  autres  points.  Chacun  de  ces  groupes  G^  est 
résiduel  des  deux  premiers  points  fixes,  et  ils  sont,  en  nombre 
simplement  infini,  tous  corésiduels  relativement  au  groupe  fixe  Gj. 

Le  théorème  ù  démontrer  est  maintenant  d'une  manière  générale 
ainsi  conçu  : 

Si  sur  une  courbe  algébrique  les  groupes  de  points  Gg,  Gg., . . . 
sont  corésiduels  entre  eux  relativement  à  un  groupe  de  points  Gq, 
ils  sont  aussi  corésiduels  relativement  à  tout  autre  groupe  de 
points  Gq.  gui  est  résiduel  de  l'un  d'eux  {pnr  exemple  </e  Gr)  (  •  ). 

Nous  éclaircirons  d'abord  le  sens  du  théorème  par  quelques 
exemples.  Considérons  de  nouveau  une  courbe  Cj  a^ant  deux  points 


(' )  Ce  théorème  a  été auui  donné  pour  les  courbcsdii  troisiômc  ordre  |Mir M. Sylvester, 
et  se  trouve  dans  l'Ouvraßo  de  Salmon  sur  les  courbes  supérieures  qui  11  paru  en 
mémo  temps  que  la  Note  publiée  par  Rrill  et  Nôlher  dans  les  Götiinger  Kaehricht^n. 
IliHinriquement  il  a  sa  première  origine,  quoique  non  sous  le  rapport  de  la  forme, 
dans  le  Ihoorènio  d'addition  des  intéijralca  abclicnncs.  Il  est,  du  reste,  encore  vrai  «« 
l'égard  des  groupes  de  points  sur  une  coig'he  décomposable;  car,  dans  la  démonstra- 
tion, nous  n'aurons  nul  besoin  de  supposer  l'irréductibilité  de  la  courbe /es  o. 
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doubles  (^  =  4)  et  le  faisceau  de  courbes  adjointes  Cj  passant  par 

deux  points  fixes  Gj  (et  en  outre  par  les  points  doubles).  Ce 

dernier  faisceau  nous  détermine  un  système  linéaire  simplement 

infini  de  groupes  G«  qui  sont  corésiduels  relativement  à  G^.  Mais, 

par  un  tel  groupe  G^,  on  ne  peut  faire  passer  qu'une  seule  conique 

adjointe;  donc,  pour  parvenir  à  un  groupe  Gq,  qui  soit  corésiduel 

du  groupe  Gg  relativement  à  un   groupe   G4,  nous  devons  faire 

passer  par  G»  une  courbe  adjointe  d'un  ordre  plus  élevé,   par 

exemple  du  troisième  ordre.  Celle-ci  coupe  alors  encore  la  courbe 

C5  en  sept  autres  points  qui  forment  un  groupe  C?  corésiduel  de  Gj 

relativement  à  G4.  Maintenant  le  théorème  du  reste  exprime  que 

par  ces  points  G7  on  peut  faire  passer  un  faisceau  de  courbes 

adjointes  C3  déterminant  sur  C5  le  même  système  de  groupes  de 

points  G4  que  celui  déterminé  auparavant  par  nous  au  moyen  d'un 

faisceau  de  coniques  adjointes.  La  courbe  adjointe  C3  menée  d'abord 

arbitrairement  par  l'un  des  groupes  G4  aurait  pu  aussi  être  choisit' 

de  manière  à  toucher  C3  en  l'un  des  quatre  points,  en  sorte  qu'un 

point  du  groupe  G7  découpé  par  elle  aurait  coïncidé  avec  un  poinl 

de  Gl  ;  rien  ne  serait  par  là  changé  au  fond  des  choses.  Observons 

en  général  que  les  groupes  Gr,  Gr,,  , . .  et  les  groupes  Gq,  Gg,,  . . . 

peuvent  indiß'eremment  renfermer  des  points  ou  tous  différents 

ou  partiellement  les  mêmes. 

Pour    démontrer    notre    théorème,   admettons   que  la    courbe 

donnée  (C«)  soit 

/=o, 

et  que  sur  elle  les  groupes  des  points 

Gq  et  Gr     soient  déterminés     par  A  r=  o, 
Gq  et  Gr.  >•  par  B  =  o, 

Gy.  et  G|;  »  par  v.  =  o, 

A  =  o,  B  =  o,  a  =  o  étant  des  courbes  adjointes  àj  =  o  :  nous 
avons  à  montrer  que  les  groupes  Oq,  et  Gr,  sont  aussi  situés  sur 
une  courbe  adjointe.  On  peut,  en  effet,  ainsi  qu'il  sera  démontré 
incessamment,  trouver  toujours  deux  courbes  adjointes 

5  =  0,     y  =  o, 
telles  que  l'équation 

(i)  «.B=3.A4-v-./ 
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ah  ]lcii  identiquement.  Car  alors,  en  outre  des  points  singuliers 
dey,  la  courbe  (déconiposable) 

«.6  =  o     renferme  les  grou|)C8  de  points    Gq,  Gq-,  Gr,  Cr, 
'/•/=«  •  Oy,  Gq«,  Gr,  G»/, 

A  =  o  .  Gq,  Gr; 

par  conséquent,  pour  que  ß.  A  soit  nul  pour  tous  les  points  racines 
communs  de  «.B  et  y./,  |3  =  o  doit  nécessairement  renfermer  les 
groupes  CiQ.  et  0^,,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

La  circonstance  que  l'identité  (i)  peut  toujours  être  établie  en 
fait  résulte  de  ce  que  le  produit  a.  B  remplit  toutes  les  conditions 
auxquelles,  d'après  un  théorème  de  Nötlier  exposé  plus  haut  par 
nous  ('),  est  attachée  la  possibilité  de  le  ramener  à  la  forme  du 
second  membre;  car  ce  produit  s'évanouit  pour  tous  les  points 
communs  de  A  =  oetf=:o,  et,  en  précisant,  ai  —  a  fois  en  chaque 
point  multiple  d'ordre  i(\ej'=  o,  tandis  que  A  =  o  a  en  un  tel 
point  un  point  multiple  d'ordre  i — i.  En  vertu  de  Videntité  (i), 
le  rf)\e  de  ß .  A  vis-à-vis  de  y. y  doit  être  complètement  analogue  à 
celui  de  a.B;  ß  =:  o  s'annule  donc  i  —  i  fois  en  tout  point  àe  f 
multiple  d'ordre  i,  sans  toucher  les  branches  dey,  c'est-à-dire 
représente  une  courbe  adjointe,  ce  qui  était  à  démontrer. 

A  la  place  de  B  =  o,  nous  pouvons  maintenant  faire  intcr\'enir 
un  système  de  courbes  B  =  o  passant  toutes  par  Gq,  si  nous 
considérons  les  coefficients  de  B  comme  dépendant  d'un  certain 
nombre  de  paramètres.  Ces  courbes  découpent  sur  f  un  système 
<le  groupes  mobiles  Gr,.  Si  alors  A=o  est  une  courbe  fixe  qui 
passe  par  Gq,  et  en  outre  par  un  groupe  Gr,  que  a  =  o,  d'autre  part, 
soit  une  courbe  fixe  passant  par  Gr  et  en  outre  par  un  troisième 
groupe  Gq,,  et  que  l'identité  (i)  doive  encore  avoir  lieu,  jS  =  o 
représentera  évidemment  un  second  système  de  courbes  qui  passent 
toutes  par  les  points  fixes  Gq,  et  découpent  sur  /=.  o  le  méitw 
système  de  groupes  mobiles  Gr.  que  celui  qui  a  été  auparavant  déter- 
miné par  nous  au  moyen  de  l'ensemble  des  courbes  B  =  o.  Vx  il  faut, 
si  (i)  doit  être  une  équation  identique^  que  le  système  ß  =  o  ren- 


('}  Foir  p.  4S.  Nom  n'avons,  dans  lo  théorime  cité,  qu'à  remplacer/  par  «.  B, 
^  par  A.  f  par/,  et  à  prendre  r  =  /,  y  ss  <  —  i.  C'eat  là  aiirti  que  te  trouve  la  raiaoa 
pour  laqucilp,  dans  ce«  rvchercbe«,  on  ae  restreint  aux  courbos  adjointes. 
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ferme  les  mêmes  paramètres  arbitraires  sous  la  même  forme  que 
le  système  B  =  o.  Les  deux  systèmes  B=o  et  ß  =  o  sont  donc 
complètement  permutables  en  ce  qui  concerne  leurs  relations  avec 
y=o;  nous  dirons  qu'ils  sont  équivalents  Y \xn  à  l'autre.  Si,  en 
particulier,  les  paramètres  y  entrent  linéairement,  nous  pouvons 
énoncer  ce  résultat  dans  le  théorème  suivant,  dont  nous  aurons 
plusieurs  fois  à  faire  usage  : 

Le  nombre  des  courbes  linéairement  indépendantes  les  unes 
des  autres  d'un  système  linéaire  de  courbes  adjointes  est  égal  au 
nombre  correspondant  relatif  à  tout  système  équivalent.  Quant 
à  ce  dernier,  on  ne  pourrait  naturellement  choisir  un  système 
particularisé  par  des  conditions  spéciales  et  représentant  par  suite 
un  ensemble  d'une  multiplicité  plus  faible. 

Comme  exemple  d'éventualités  de  cette  nature,  considérons  deux 
faisceaux  de  courbes  simplement  infinis,  ce  qui  nous  ramènera  au 
mode  de  génération  des  courbes  algébriques  donné  par  MM.  Chasles 
et  de  Jonquières.  Par  un  point  fixe  (d'où  Q  =  i)  d'une  courbe  du 
,^i*me  ordre  (C«)  sans  points  singuliers,  faisons  passer  un  faisceau  de 
rayons  B  ^  «x  H-  ^  t^a^  o  qui  détermine  sur  G„  un  système  linéaire 
simplement  infini  de  groupes  G„_,  (=  Gr,).  Par  un  groupe  quel- 
conque (=Gr)  de  ces  groupes  G„_i  (dé  terminé  par  A  ^«x -h  ÀVx=o) 
faisons  passer  une  courbe  du  [n  —  i)'«"«  ordre  a  =  o,  ce  qui  est 
toujours  possible  ;  cette  courbe  coupe  encore  la  courbe  G«  en  un 
groupe  Gq,,  composé  de  n  (n  —  i)  —  [n  —  •)=('*  —  ^Y  points  :  on 
doit  alors  pouvoir  déterminer  un  système  de  courbes  ß  =  o  de 
manière  à  avoir  de  nouveau 

a.B=3.A-|-v./, 

c'est-à-dire  que  par  le  groupe  cité  Gq.  de  [n  —  i)^  points  passe 
encore  un  nombre  infini  de  courbes  du  [n  —  i)«*™«  ordre  ß  =  o. 
L'ensemble  de  ces  dernières  forme  un  faisceau  équivalent  àB  =  o, 
de  telle  sorte  qu'à  chaque  courbe  B  =  o  est  associée  par  notre 
construction  une  courbe  ß  =  o  et  inversement  (*  ).  Les  deux 
faisceaux  sont  donc  l'un  à  l'égard  de  l'autre  en  relation  projective, 


(')  Ou  démontre  eu  effet  facilement  que,  sur  le  terrain  binaire,  toute  transforma- 
tion uniToque  est  nécessairement  linéaire. 
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«t  l'on  peut,  par  suite,  s'imaginer  la  courbe  C,,  comme  engendrée 
par  eux  de  la  manière  {connue  (p.  90 ).  Nous  reviendrons  plus 
lard  sur  ce  sujet. 

Nous  nous  restreindrons  dans  ce  qui  suit  à  la  considération  des 
systèmes  linéaires  de  groupes  de  points.  Pour  abréger,  nous 
introduirons  les  notations  suivantes  : 

Par  g'^^  y^\  ...  nous  désignerons  un  système  linéaire  ç  fois 
infini  de  groupes  de  chacun  Q  points  et  par  Gj',  Fj  ,  . . .  un  groupe 
individuel  d'un  tel  système  g'JJ',  y'^' . 

Tout  groupe  dans  un  système  linéaire  ^J^'  est  évidemment  fixé 
sans  ambiguïté  par  q  points  à  choisir  arbitrairement  ;  les  autres 
(  )  —  ff  points  d'un  groupe  du  système  sont  par  là  déterminés  avec 
les  premiers.  Gomme  maintenant,  d'après  notre  théorème  fonda- 
mental sur  les  systèmes  de  points  d'intersection  de  courbes  du 
m'*""  ordre  sur  G«,  dans  le  cas  de  m"^  n  —  3, />  points  au  plus, 

dans  le  cas  de  m=  n  —  a —  r,  p  —  1 (/-H  2)  (/•  —  i  )  points 

au  plus  sont  déterminés  par  les  autres,  nous  avons  ce  théorème  : 
Entre  les  nombres  y,  Q  d'un  système  g'J'  déterminé  par  les 
intersections  des  courbes  du  m'''""'  ordre  sur  une  courbe  du  genre  p 
existe  la  relation  : 


Cas  de  ///  ;>  /i  —  3 7  =  Q 


ûis  de  /«  =  /i  •«-  2  —  r 7 ^ Q  —  p  -*-  i  -\ —  {r-h9.)  [r  —  1 


2 


Ge  qu'il  y  a  surtout  d'important,  ainsi  que  nous  l'apprendront 
des  applications  ultérieures,  c'est  la  circonstance  *que  l'on  peut 
obtenir  la  réciproque  de  ce  théorème  dans  le  cas  de  m^n  —  3. 
Il  nous  suffit  de  le  démontrer  pour  m  =  n  —  3  ;  car  nous  n'avons 
supposé  nulle  part  que  les  courbes  adjointes  ne  fussent  pas  décora- 
posables,  et  par  conséquent  tout  système  de  courbes  d'ordre  moins 
élevé  peut  être  porté  à  l'ordre  n  —  3  par  l'addition  de  courbes 
fixes.  D'ailleurs  ces  courbes  sont  de  la  plus  grande  importance 
pour  ce  qui  suit,  et  spécialement  pour  les  transformations  à  dé- 
termination unique.  Pour  cette  raison,  nous  énoncerons  encore 
une  fois  relativement  à  elles  les  théorèmes  sur  les  points  d'inler> 
section  : 

Parmi  les  2p —  a  points  d'intersection  d'une  courbe  adjointe 


TütollB  CexEKALB  DES  COCRBES  ALCÉBRKH'ES.  l43 

du  [n  —  3)'^"'*'  ordre,  si  pest^\,p  —  i  au  plus  (  '  )  sont  déter- 
minés par  les  p — i  restants,  et  entre  les  nombres  q,  Q  d'un 
système  découpé  par  les  courbes  de  cette  nature  existe  la  relation 

La  réciproque  actuellement  à  démontrer  du  dernier  théorème 
consiste  dans  ce  qui  suit  : 

Un  système  linéaire  q  fois  infini  g^J^  de  groupes  comprenant 
c/tacun  Q  points  peut  toujours  être  découpé  par  un  système  de 
courbes  adjointes  du{n  —  3  y^"'"  ordre  si 

(a)  7=Q— /'-i-'»     **'«"    Q— 7^/^  — '• 

Observons  que,  parmi  les  Q  points  de  chaque  groupe  G^^',  il  peut 
s'en  trouver  qui  soient  les  mêmes  pour  tous  les  groupes  du 
système  g^''\  Pour  Q  une  limite  supérieure  nous  est  donnée  par  la 
condition 

car,  en  général,  c'est  là  seulement  le  nombre  d'intersections 
mobiles  d'une  courbe  Cw.a.  Cette  condition  est  néanmoins  sans 
influence  sur  la  marche  de  la  démonstration,  et  de  cette  circon- 
stance nous  tirerons  précisément  une  conséquence  digne  de 
remarque. 

Il  est  d'abord  d'évidence  immédiate  que  le  théorème  est  exact 
pourc/=:o  (d'oùQ^/? — i);  car,  par  un  groupe  individuel  com- 
plètement déterminé  de  p  —  i  points  ou  d'un  plus  petit  nombre, 
on  peut  toujours  faire  passer  une  courbe  adjointe  du  [n  —  3)'*"" 


(')  Le  mot  au  plus  est  nécessaire,  à  cause,  par  exemple,  du  cas  suivant  :  Prenons 
sur  une  courbe  C,  à  deux  points  doubles  {p^^},p — i  =3  points  sur  une  droite 
passant  par  un  des  points  doubles;  une  autre  droite,  menée  par  l'autre  point  double» 
complète  la  première,  de  manière  à  former  avec  elle  une  conique  adjointe  (C,_,)» 
mais  les  trois  points  d'intersection  de  la  seconde  ne  sont  pas  déterminés  par  ceux 
de  la  première,  et  forment,  au  contraire,  un  système^'".  D'autre  part,  si  l'on  prend 
\es  p  — 1  =  3  points,  de  telle  manière  que  deux  soient  situés  sur  une  droite  passant 
par  l'un  des  points  doubles  et  un  sur  une  droite  passant  par  le  second  point  double, 
les  trois  autres  intersections  seront  par  là  encore  déterminées.  Dans  les  courbes  du 
genre  />  =  o  ou  y;  =:  i,  des  théorèmes  semblables  ont  lieu  à  l'égard  des  courbes  d'ordre 
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ordre.  On  voit  facilement  aussi  rcxaclitude  du  théorème  pour 
//=  I  (d'où  Q<^);  car,  pourQ  =  />etm>  w  —  Z,p  points  seraient 
en  général  déterminés  par  les  autres  qui  sont  ici  fixes;  ils  ne 
peuvent  donc  ôtre  mobiles  que  pour  le  cas  de  m  ^  «  —  3.  Mais,  si 
les  points  fixes  de  la  courbe  sécante  Cm  sont  situés  de  telle  sorte 
qu'ils  ne  déterminent  pas  les  autres  points  p,  nous  construirons 
comme  il  suit  un  faisceau  spécial  équivalent  du  (/i  —  a)'*"*  ordre. 
Nous  ferons  passer  par  un  des  groupes  mobiles  G^  '  une  courbe  C„_.i 
qui  se  décompose  en  une  droite  A  et  une  courbe  C^-s,  de  telle 
sorte  que  celte  dernière  soit  déterminée  par/^  —  i  des  points  de  G'" 
et  rencontre  encore  C^  en  ^  —  i  autres  points  Tp^t,  tandis  que  la 
droite  Apasse  d'une  manière  quelconque  par  le/^'*"*  point  a  et  coupe 
encore  C«  en  n  —  i  autres  points  r«_i.  Ce  dernier  groupe  r«_i 
forme  alors,  conjointement  avec  Tp^t,  le  système  des  points  de 
base  du  faisceau  équivalent  de  C„_-2  qui  détermine  le  système  g'*\ 
Mais  la  droite  A  est  commune  à  toutes  ces  courbes  C«_3,  et  îl 
reste  par  conséquent  un  faisceau  de  courbes  C«_3  par  lequel  doit 
être  découpé  le  système  g^*\  En  particulier  aussi,  puisque  cela 
arrive  pour  tous  les  autres  groupes  du  système,  le  groupe  G-' 
utilisé  dans  notre  construction  est  nécessairement  situé  sur  une 
courbe  C„_3  ;  et  de  là  résulte  que,  des  p  —  i  points  de  Tp^t,  l'un 
coïncide  avec  le  point  oc.  Nous  pouvons  énoncer  ce  résultai 
(Q  =  ^»,  <y  =  I  )  de  la  manière  suivante  : 

Si  unjaisceau  de  courbes  adjointes  détermine  un  système  g^*\ 
c  est-à-dire  a  p  points  d'intersection  mobiles  [avec  la  courbe 
principale) ,  tout  point  d'un  groupe  individuel  G'  '  du  système  est 
situé  avec  les  p — i  autres  points  sur  une  courbe  Cn_j,  et  ces 
courbes  0,,^^  forment  un  faisceau  équivalent  au  premier. 

Enfin,  pour  ^  =  i,  Q  <^/>,  rexactitudede  noire  théorème  précé- 
dent est  encore  évidente;  car,  par  p  —  i  points  ou  un  nombre 
moindre,  on  peut  toujours  faire  passer  une  courbe  C«_s,  et  par 
conséquent  la  construction  d'un  faisceau  équivalent  de  courbes  Cn.s 
va  ici  de  soi. 

On  peut,  en  général,  suivre  une  marche  semblable  de  démonstra- 
tion en  s'élevant  d'un  système  ^'IT,"  à  un  système ^j^'. 

Il  nous  suffit  donc  de  montrer  que  le  théorème  est  exact  pour 
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tout  système  g^^\  s'il  est  exact  pour  les  systèmes  g'^V\\  en  suppo- 
sant toujours  que  l'on  ait  r/  ^  Q  —  p  -t-i. 

Représentons  par  Téquation  ^  =  o  le  système  q  fois  infini  de 
courbes  déterminé  sur  la  courbe  primitivey=o  par  le  système 
donné  g'^\  en  sorte  que  ^  dépende  linéairement  de  y  paramètres. 
Soit  y,,  =  o  une  courbe  arbitrairement  choisie  de  ce  système  ; 
supposons  qu'elle  détermine  sury*=  o  le  groupe  Tq  et  soit  a  un 
point  de  ce  groupe.  Tous  les  groupes  du  système  donné  ^^'  dans 
lesquels  figure  a  forment  un  système  g'^2*^f  ^^  dernier  peut, 
conformément  à  l'hj'potlièse,  être  déterminé  par  un  système  de 
courbes  C„_~.  On  peut  donc  toujours,  par  les  Q  —  i  points  du 
groupe  Tq  différents  de  a,  faire  passer  une  courbe  C,.,_3,  que  nous 
représenterons  par  0  =  0.  Par  le  point  a  menons  une  droite 
quelconque  iix  =  o.  D'après  le  théorème  du  reste,  le  système 
donné  g^^^  peut  être  déterminé  par  un  ensemble  linéaire  q  fois 
infini  de  courbes  Cfl_2.  Cet  ensemble  est  représenté  par  4>  =  o  si 

Toutes  les  courbes  du  système  ^  =  o  passent  nécessairement 
par  les  points  d'intersection  de  Mj:(j>o  =  o  e\.f=i  o  non  situés  sur 
^0  r=  o  (c'est-à-dire  qui  n'appartiennent  pas  à  Tq);  il  en  est  ainsi 
en  particulier  pour  les  n  —  i  points  d'intersection  différents  de  a 
de  la  ligne  Uj  =  o  zsecf=  o.  Toute  courbe  Grt_2  se  décompose 
donc  en  la  droite  i/;^  =  o  et  en  une  courbe  C„_3.  On  peut  en 
conséquence  poser  4>  =:  Uj-9,  si  9  =  0  représente  un  ensemble 
q  fois  infini  de  Cn.s,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

L'exemple  suivant  pourra  servir  à  rendre  plus  clair  le  théorème 
démontré  ici.  Nous  disons  que,  sur  une  courbe  du  cinquième  ordre 
à  deux  points  doubles,  les  seuls  groupes  g^'^"  possibles  sont  les 
deux  systèmes  simplement  infinis  qui  sont  déterminés  par  les 
rayons  passant  parJe  point  double. 

En  effet,  d'après  notre  théorème,  chaque  système  ^'"  peut  être 
coupé  par  des  coniques  adjointes  ;  si  donc  un  faisceau  de  courbes  Cj 
doit,  en  outre  des  points  doubles,  avoir  encore  3  {==p  —  i)  points 
fixes  communs  avec  C5,  il  faut  nécessairement  que  chacune  des 
courbes  C2  du  faisceau  se  décompose. 

Dans  la  démonstration,  nous  n'avons  à  aucun  endroit  fait  usage 
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de  la  condition  Q<a/;  —  a.  Môme  si  celle  condition  n'était  pas 
satisl'aite,  les  mêmes  conclusions,  et  par  conséquent  aussi  le 
théorème  qui  en  résulte,  seraient  encore  vraies.  Mais,  comme  il 
n'existe  pas  de  courbes  adjointes  C,;_3  ayant  plus  de  ip — a 
points  d'intersection,  nous  devons,  en  revenant  en  arrière,  conclure 
qu'iV  n'existe  pas  de  groupes  de  points  Gq  de  plus  de  np —  a 
points  à  l'égard  desquels  on  ait  ^  =  Q  —  /?  -f-  i . 

Cette  remarque  peut  servir  à  la  démonstration  d'un  important 
théorème.  Les  groupes  Gq  qui  sont  découpés  par  des  courbes 
adjointes  C,,_n  forment  au  moins  un  système  Q — p  -+-  i  fois  infîni; 
par  conséquent,  les  groupes  dip^-i  forment  un  système  au  moins 
p  —  I  fois  infini;  d'autre  part,  ils  forment  au  plus  un  tel  système. 
Car  s'ils  formaient,  par  exemple,  un  système  p  fois  infini,  on 
pourrait,  par  l'addition  à  chaque  groupe  du  système  du  même  point 
fixe  arbitraire  ß,  établir  un  système  gr.,^^  '■,  mais  un  tel  système,  en 
vertu  de  la  remarque  que  nous  venons  de  faire,  ne  peut  exister.  Il 
n'y  a  donc  aucun  système  gT ^^t  ^^  ^  P^^s  forte  raison  aucun 
système  ^/t'j»  etc.  Ainsi  : 

Il  n'existe  qu'un  système  p — ifois  infini,  autrement  dit  que 
p  courbes  adjointes  du  [n  —  3)"'"'*  ordre  linéairement  indépen- 
dantes les  unes  des  autres. 

Avec  ce  théorème,  que  nous  rencontrerons  encore  de  nouveau 
plus  tard,  nous  terminons  les  recherches  de  cette  nature  sur  les 
systèmes  de  points  d'intersection,  pour  y  revenir  ultérieurement 
en  connexion  avec  la  théorie  des  fonctions  abéliennes;  elles  se 
montreront  alors  sous  un  nouveau  point  de  vue  et  pourront  être 
énoncées  d'une  manière  plus  simple  sous  le  bénéfice  de  nouveaux 
moyens  auxiliaires.  Ce  que  nous  avons  exposé  ici  peut,  pour  le 
moment,  suffire  à  donner  un  aperçu  de  la  méthode  suivie  par  Brill 
et  Nöther. 

Vni.  —  Continuation.  —  Extension  du  principe  de  correspondance. 

Il  existe  une  proposition  qui  n'est  pas  en  corrélation  immédiate 
avec  les  considérations  précédentes,  mais  qui  n'est  pas  moins  im- 
portante à  l'égard  de  la  géométrie  sur  une  courbe  :  c'est  celle  qu'on 
appelle  le  principe  de  correspondance  étendu;  nous  en  abordons 
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maintenant  l'exposition.  Ce  principe  est  une  généralisation  indi- 
quée par  Cavley  et  démontrée  par  Brill,  relativement  à  une  courbe 
quelconque  du  principe  de  correspondance  de  Chasles,  qui  a  lieu 
pour  une  droite  etqui  nous  est  déjà  connu  (t.  I,  p.  261).  En  ce  qui 
concerne  les  courbes  du  genre  zéro,  ce  nouveau  principe  n'offre 
rien  de  différent  du  principe  de  Chasles;  il  s'ajoute  seulement  au 
nombre  donné  plus  haut  un  nombre  dépendant  du  genre  de  la 
courbe  C„,  ce  qui  fait  ressortir  de  nouveau  la  haute  importance  du 
genre  pour  une  courbe  (  '  ).  Les  nombreux  problèmes  à  la  résolu- 
tion desquels  on  parvient  au  moyen  de  ces  formules  plus  générales 
de  correspondance,  et  dont  nous  signalons  quelques-uns  dans  ce 
qui  suit,  justifient  suffisamment  l'examen  approfondi  que  nous 
ferons  du  sujet. 
Soit 

(i)  /W=o 

l'équation  de  la  courbe  considérée  C^,  que  nous  supposerons  de 
l'ordre  n  et  du  genre  p,  et  admettons  d'abord  qu'elle  n'ait  aucun 
point  double  et  aucun  point  de  rebroussement.  Soit  donnée  en- 
suite une  équation 

(2)  ?{^,j)  =  o, 

en  vertu  de  laquelle  à  chaque  point  x  du  plan  correspond  une 
courbe  d'ordre  s,  à  chaque  point ^  une  courbe  d'ordre  r.  Sur  la 
courbe  d'ordre  y  nous  avons  alors,  lorsque  simultanément 

^  /{x]=o     et    /(r)=o. 


(')  Le  principe  a  d'abord  été  énoncé  sans  démonstration  par  Catlet,  Comptes 
rendus,  t.  LXII,  p.  586,  et  plus  en  détail  dans  le  Mémoire,  On  che  correspondence 
of  two  points  on  a  curve  {Proceedings  of  the  London  math.  Societjr,  t.  I,  18G6}, 
où  se  trouTe  une  démonstration  pour  un  cas  particulier;  il  a  été  enfin  traité  par  le 
même  auteur  arec  de  nombreuses  applications  dans  le  traTail  :  Second  Memoîr  on 
the  curves  which  satisfjr  given  conditions  {Philos.  Transactions  of  the  R.  Soc.  London, 
t.  CLVllI,  1S68).  Une  démonstration  algébrique  d'une  formule  plus  générale  a  été 
donnée  en  même  temps  par  Brill  :  Ueber  Entsprechen  von  Punktsystemen  auf  einer 
Curve  {Math.  Annalen,  t.  VJ,  p.  33;  1873),  et  plus  géométriquement  :  Ueber  die  Cor- 
respondenzformel  {ibid.,  t.  VU,  p.  60;  1874).  M.  Lindemann  a  donné  une  démonstra- 
tion du  même  principe  à  l'aide  des  intégrales  abélienncs  {Journal  de  Crelle,  t.  84, 
p.  3oi.)  —  Chasles  avait  déjà  mis  à  profit  l'exactitude  de  son  principe  pour  les  courbes 
de  genre  zéro  :  Comptes  rendus,  t.  LXII,  p.  584  i  1S66. 

10. 
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une  correspondance  en  vertu  de  laquelle  à  chaque  point  y  de  la 
courbe  répondent  a  =  rn  points  x,  et  à  chaque  point  x  de  la 
môme  courbe  b  =  sn  points  y.  On  doit  ici  supposer  d*abord  que 
toutes  les  courbes  mobiles  correspondant  à  y  ou  à  x  VLont  pas  les 
mêmes  points  fixes  communs  {*)f  que,  par  conséquent,  les  points 
a  ou  b  sont  tous  mobiles  avec  jr  ou  x.  Maintenant  la  courbe 
d'ordre  r-i-s 

(3)  (f\x,a:)  =  o 

représente  le  lieu  d'un  point  tel  que  la  courbe  qui  lui  correspond 
passe  par  ce  point  lui-môme.  Elle  détermine  donc,  sur  fi, 

(r-f-  s)n  z=za-\-  b 

points  pour  lesquels  un  des  points  x  qui  correspondent  kj  tombe 
cnj'  ou  réciproquement.  Nous  appellerons  ces  a-k-  b  points  les 
points  de  coïncidence  de  la  correspondance  ç;  nous  désignerons, 
pour  abréger,  par  {a,b)  la  correspondance  elle-môme  en  tant 
qu'elle  est  considérée  relativement  à  (|>. 

Les  considérations  précédentes  cessent  néanmoins  d'ôtre  exactes 
si  l'équation  (3),  par  suite  àef[x)  =  o  ^^  f{x)  =■  o,  est  satisfaite 
pour  fou«  point  a:  ouj^  de  f  {^),  c'est-à-dire  si,  parmi  les  points 
d'intersection  des  courbes  correspondant  à  x,  un  ou  plusieurs,  y 
par  exemple,  coïncident  avec  x  lui-même,  et  si,  parmi  les  points 
d'intersection  des  courbes  correspondant  à^,  d  sont  situés  en^. 
Cette  circonstance  peut  provenir  de  ce  que  la  courbe  dont  il  s'agit 
a  en  j:  un  contact  d'ordre  y —  i  avec^,  c'est-à-dire  y  points  d'in- 
tersection infiniment  voisins,  ou  un  point  multiple  d'ordre  y,  ou 
un  point  multiple  d'ordre  p  et  y  —  p  points  d'intersection  succes- 
sifs, ces  derniers  pouvant  alors  être  distribués  de  diverses  ma- 
nières sur  les  p  branches  de  la  courbe  9.  Nous  disons  dans  tous 
ces  cas  que  la  courbe  a  avec  y  un  point  d'intersection  de  y  valeurs. 
Les  choses  se  passent  d'une  manière  analogue  pour  y  et  d.  Mais 


(  '  )  Pour  ce  qui  concerne  ces  cas,  nous  reoToyons  k  U  Section  Smr  les  trams/or^ 
mations  univoques,  au  commoncoment  du  tome  III. 

(•)  C'eal  ce  qui  arrive,  par  exemple,  ai  p  =  f  (*)z(j)  —  x(*)#(y)  on  ti  9,  pour 
X  =  j^,  renferme  comme  facteur  une  puiatance  de  /. 
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c'est  un  fait  très-important  que  l'on  doive  toujours  avoir 

(4)  y  =  9. 

Imaginons,  en  effet,  que  de  ç  (x,j^)  =  o  on  élimine  à  l'aide  de 
f[x)  -■=  o  une  des  coordonnées  x,  de  x,  X3  par  exemple;  alors, 
dans  l'équation  d'élimination,  le  facteur  X|^2  —  ^iTt  doit  néces- 
sairement se  rencontrer  y  fois,  puisqu'il  s'annule  y  fois  pour 
Xi=Yi'  Si  ensuite  on  élimine  encore  j's  au  moyen  def{y')  =  o,  le 
résultant  renferme  ce  facteur  ny  fols.  Mais  on  doit  obtenir  le  même 
résultat  si  inversement  on  élimine  d'abord  j^j  et  ensuite  a*,,  le 
facteur  ci-dessus  se  présentant  alors  nd  fois.  On  a  donc  en  fait 
y  =  5.  Le  nombre  y  apparaît  comme  caractéristique  à  l'égard  de  la 
correspondance  cp  ;  nous  désignerons  une  telle  correspondance  pos- 
sédant en  X  un  point  de  y  valeurs  par  (a  —  y,  h  —  y)^  ou  par  (a,  ß)^, 
en  posant  a  —  y  =.  a,  b  —  y  z=Ç). 

Notre  problème  est  maintenant  d'indiquer  combien  de  fois 
encore  un  (y  -f-  ly*"«  point  d'intersection  de  la  courbe  correspon- 
dant à  X  coïncide  avec  x,  c'est-à-dire  combien  de  fois,  dans  la  cor- 
respondance [a —  y,b  —  y)^,  un  point  y  coïncide  avec  l'un  des 
points  correspondants  x. 

Dans  ce  but,  considérons  d'abord  pour  y  =  o  simultanément 
deux  correspondances  (a,  &)  et  [c^^b'), 

?(*,r)  =  o     et    <f'{x,x)=zo, 

et  demandons-nous  quel  est  le  nombre  des  couples  de  points  x, 
y  sury  qui  satisfont  en  même  temps  aux  deux  correspondances  (  '  ). 
Or,  à  chaque  pointjy  du  plan  correspondent  les  rr  points  d'inter- 
section X  des  courbes  cj.=  o,  0'=:  o  qui  sont  en  corrélation  avec 
lui  ;  de  même  à  chaque  point  x  du  plan  sont  liés  ss'  points  j. 
Si  y  se  meut  sur  une  droite,  les  rr' correspondants  x,  ainsi  que 
nous  l'avons  vu  dans  une  autre  occasion  (p.  109),  parcourent  une 
courbe    de  l'ordre  r^'-f-^r';  par  conséquent,  si  y    décrit  notre 


(* )  Il  y  a  entre  ce  problème  et  le  précédent  la  même  relation  qu'entre  le  problème 
de  la  détermination  du  degré  du  résultant  de  deux  équations  et  le  problème  de  la 
détermination  du  d^ré  du  discriminant  d'une  seule  équation. 
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courbey,  ils  parcourent  une  courbe  de  l'ordre  ^ 

(5)  n{rs'-{-sr'). 

Chaque  point  d'intersection  x  de  cette  dernière  avec  /" don- 
nera avec  un  point^  situé  suryun  couple  de  l'espèce  cherchée. 
Le  nombre  des  couples  de  points  qui  satisfont  en  même  temps  aux 
deux  correspondances  {a,b),  {a',b')  surfest  donc  égal  à 

(6)  n*{rs'-hsf^)  =  ab'-hba'. 

Si  les  points  j:  et  j^  présentent  à  l'égard  des  deux  correspondances 
une  relsilion sjnietrif/ue  (auquel  cas  on  a  nécessairement  a=b, 
a'=  b'),  le  procédé  employé  donnera  la  même  courbe  de  l'ordre 
n[rs'  -h  sf^),  que  nous  fassions  cheminer  x  ou  bien  j>  sur  la 
courbe^;  chaque  point  d'intersection  avecycontribue  ainsi  deux 
fois  à  la  formation  d'un  couple.  Le  nombre  des  couples  cherchés 
est  donc  égal  à  la  moitié  du  nombre  qui  vient  d'être  trouvé  : 
r  =  aa!=bb'. 

Le  nombre  précédent  ai' 4-  bc^  doit  subir  une  réduction  si  l'une 
des  correspondances  ou  toutes  les  deux  ont  un  point  de  plusieurs 
valeurs  ena:=:r  et  si  l'on  se  propose  d'indiquer  le  nombre  de 
points  x,j-  ayant  sur^  une  situation  séparée  qui  satisfont  aux  deux 
correspondances.  Si  en  effet  ç',  par  exemple,  possède  un  point 
de  y'  valeurs  (en  sorte  que  pour  <f',  lors  du  transport  de  x  sur 
y,  y'  points^  soient  toujours  réunis  avec  x),  un  couple  composé 
de  deux  points  voisins  x,  y  de  cette  espèce  satisfait  en  môme  temps 
à  la  correspondance  (j»,  aux  (a-f-  b)  points  dey  où  ont  lieu  des 
coïncidences  de  c»,  et  y'  fois  en  chacun  de  ces  points;  nous  avons 
donc  à  retrancher  le  nombre  y'[a-\-  b).  Le  nombre  des  couples 
scparés  de  points  qui  satisfont  simultanément  aux  deux  corres- 
pondances 

[a,b)      et      {a'-y\b'-y']^ 

est,  par  conséquent,  égal  à 

(7)  a{b'-y')  +  b[a'-y'). 

Nous  déterminerons  la  réduction  ultérieure  qui  a  lieu  si  ^  a  en 
même  temps  un  point  de  y'  valeurs  en  x  =jy>  c'est-à-dire  si  les  cor- 
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respondances  données  sont 

f—{a  —  y,b-  7)^,      f'=[a'—  '/,  b'—'/\; 

au  moyen  des  considérations  de  limites  qui  suivent. 

Imaginons  d'abord  que  l'une  des  correspondances,  ç  par  exemple, 
soit  un  peu  déformée  (c'est-à-dire  que  les  coefûcients  de  l'équation 
correspondante  cp=  o  soient  un  peu  modifiés),  de  manière  qu'elle 
se  change  en  une  autre 

77  =  {a,Ä)o 

qui  ne  possède  en  x  ni  point  de  valeur  unique  ni  point  de  valeur 
multiple,  mais  donne,  au  contraire,  sur  C^  y  points  x  ouy  i^oisins 
de  celui-ci  pour  tout  point  y  ou  x.  Le  nombre  des  couples  de 
points  communs  aux  correspondances  r.  et  o'  est,  d'après  ce  qui 
précède,  égal  à 

ab' -i- ba' — '/ {a -^  b). 

Parmi  ces  couples,  il  en  existe  encore  qui  se  composent  de  deux 
points  très-voisins  x,y,  et  qui,  en  tant  que  ces  points  coïncident, 
occasionnent  une  nouvelle  réduction  du  nombre  indiqué  lorsque 
l'on  fait  rétrograder  la  déformation  de  ç  en  t..  Il  s'agit  de  trouver 
ces  couples. 

Nous  considérerons  en  particulier  un  point  de  coïncidence  G 
de  la  correspondance  &',  c'est-à-dire  un  point  où  sont  réunis 
/-f- 1  points  X  =  y  àe  <}>'.  Tandis  que  le  point  x  se  rapproche  du 
point  G,  le  point  y  qui  doit  ensuite  coïncider  avec  lui  arrive  dans 
le  voisinage  àex,  se  confond  avec  j:  lorsque  j:  atteint  G  et  s'éloigne 
de  nouveau  de  Xy  si  x  s'éloigne  de  G.  Donc,  tandis  que  x  passe 
par  un  point  de  coïncidence  de  <^',  j  parcourt  tous  les  points  de  f 
voisins  de  x,  l'un  des  points  allant  pour  ainsi  dire  au-devant  de 
l'autre  et  le  dépassant  ensuite.  Mais  parmi  les  points  voisins  de  x 
sont  compris  aussi  les  y  points  qui  tirent  leur  origine  du  point 
de  y  valeurs  de  ^,  par  suite  de  notre  déformation.  Donc,  à  chacun  de 
ces  y  points,  si  x  passe  par  un  point  de  coïncidence  G  de  a-',  doit 
répondre  une  fois  le  point  j^  qui  coïncide  avec  x.  Pour  tout  point  G , 
il  se  produit  par  là  y  couples  formés  de  points  voisins  x,  y,  qui 
satisfont  en  même  temps  aux  correspondances  9'  et  r,  et  qui,  la 
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déformation  de  <p  cessant,  appellent  une  réduction  correspondante 
du  nombre  ah'  -h  hci —  •/  ( a  -h  ^ )  (  '  ; . 

«Si  donc  C  est  le  nombre  des  points  de  coïncidence  de  <^',  il 
reste 

(8)  {fff')  =  ab'-^ba'-y'[a-^b)-yC 

couples  de  points  x,  y  ayant  une  situation  séparée  qui  satisfont 
simultanément  aux  correspondances  ^  et  (^'. 

Nous  procédons  maintenant  dissymétriquement  en  déformant 
l'une  des  correspondances  cp;  si  à  la  place  nous  avions  déformé  y', 
nous  aurions  obtenu  la  formule 

(9)  {?/)==  «'*+  b'a-'^[a'A-b']  -  v'C, 

C  désignant  le  nombre  des  points  de  coïncidence  de  la  correspon- 
dance o.  Comme  les  deux  valeurs  données  pour  (ç^)  doivent  être 
égales  l'une  à  l'autre,  on  obtient  par  comparaison 

(,o)         C-{a-7]-{b-y)^C'~{a'-y':-{b'-y') 


Ce  quotient  a  pour  ^  la  même  forme  que  pour  Cf  et  doit,  par 
suite,  être  complètement  indépendant  de  la  nature  spéciale  de  la 
correspondance  ;  il  peut  être  déterminé  par  une  correspondance  à 
l'égard  de  laquelle  le  nombre  C  est  connu  par  une  autre  voie.  Pre- 
nons, par  exemple,  la  correspondance  entre  le  point  de  contact^ 
d'une  tangente  de  C«  et  ses  autres  n  —  a  points  d'intersection  x 
avec  C„  pour  laquelle  C  est  égal  au  nombre  des  points  d'inflexion 
dej,  et  par  conséquent  à3n(n  —  2).  Ici  nous  avons 

az=.n,     b  =  n[n  —  i),     y  =  1, 

et  conséquemment  la  valeur  du  quotient  sera  égale  à  (/i  —  i)(/i — a), 
égale  à  2p.  On  a  donc  lajormule  de  correspondance 

(11)  C=ia  —  y)-\-{b  —  y]-h2yp, 


(  '  )  Let  conclusions  du  texte  ne  tont  établie*  que  pour  de«  points  réels.  Mais  on 
peut  procéder  algébriquement,  ce  qui  résout  aussi  le  cas  imaginaire.  Foir  Bull, 
Mar/i.  ÂnnaUii,  t.  VI  {toc.  cit.). 
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et  ensuite,  par  substitution, 

(yy')  =  {a-  y){b'-  /)  +  (6-  7)  {«'-  /)  -  ^/>7/- 

Si  l'on  pose  encore 

a  — y  =  «,         a'—y=ay 

«  étant  le  nombre  des  points  x  correspondant  au  point  j^  en  vertu 
de  la  correspondance  (f  et  non  confondus  avec  jr^  et  ainsi  de  suite, 
nous  avons  ce  théorème  (  '  )  : 

Le  nombre  des  points  de  coïncidence  d'une  correspondance 
(p  =  (  a,  ß  )^  sur  une  courbe  du  genre  p[d  'abord  supposée  sans  point 
doubles,  etc.)  est 

(12)  C  =  u-hß  -h2pyy 

et  le  nombre  des  couples  de  points  x,  y  satisfaisant  en  même  temps 
aux  deux  correspondances  ^  =  (a,  ß)^,  ç'=  («',  ß')^,  est 

(13)  (yy')=:«3'  +  p«'_2;,77'. 

Mais  on  ne  doit  prendre  encore  que  la  moitié  de  ce  nombre 
si  ©  et  (j<'  ont  une  relation  complètement  symétrique,  ainsi  qu'il  a 
déjà  été  fait  plus  haut  pour  le  cas  de  y  =/=  o. 

Nous  nous  posons  maintenant  la  question  de  savoir  comment 
les  points  de  coïncidence  d'une  correspondance  peuvent  être 
déterminés  algébriquement  par  un  procédé  éliminatoire.  Nous 
montrerons  en  particulier  qu'il  est  toujours  possible  d'obtenir  une 
courbe  découpant  survies  points C  de  coïncidence,  que,  par  consé- 
quent, les  points  de  coïncidence  forment  toujours  le  système  com- 
plet des  intersections  de  f  avec  une  autre  courbe.  Nous  pouvons 
d'abord  former  explicitement  cette  courbe  pour  les  cas  les  plus 
simples  de  7  =  i  et  y  =  2  ;  pour  y  =r  o,  elle  est  donnée  directe- 
ment par  <f  \x,x)  =  o. 


('  )  Obsenrons  spécialement  que  les  formules  trouTées,  d'après  le  raisonnement  qui 
a  servi  à  les  obtenir,   ne  peuvent  être  employées  que  si  la  correspondance  entre  les 
points  X  et_r  est  représentabic  par  une  équation  ji  =o,  c'est-à-dire  si  les  a=:a-r-7 
points  qui  répondent  à  x  aussi  bien  que  les  5  =  ^3  -<-  y  points  qui  répondent  à  x  son 
déterminés  par  les  intersections  d'une  courbe  mobile. 
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Soit  donc  d'abord  7  =  1.  Nous  poserons  symboliquement 

(.4)  /=«-  =  *;=...,    y  =  «;]3;=:«:;^/  =  .... 

de  telle  sorte  que  dans  ^  les  r  symboles  a  acquièrent  une  signifi- 
cation effective  conjointement  avec  les  s  symboles  ß.  D'après  Thy- 
pothèse,  nous  avons 

(i5)  a'^j3^  =  o     (éventuellement  en  vertu  de /r=  o), 

et  pourjy  z=  x-h  dx  on  doit  avoir 

(16)  «:;fô'i3^,=  o,  «r'''rfx=o. 

Pour  pouvoir  éliminer  les  différentielles  dx  d'une  façon  symé- 
trique, observons  qu'entre  les  x,,  pour  leur  attribuer  une  valeur 
absolue,  on  peut  toujours  supposer  une  équation  de  la  forme 

^iXj-i-  *,.r,-+-  A-,.r,=  I, 

les  quantités  A,  désignant  des  constantes.  De  là  résulte  alors, 
comme  troisième  équation, 

{17)  kidXi-\-  k^dxi+  k^dr^z^o. 

Entre  cette  dernière  et  les  équations  (16)  on  peut  actuellement 
éliminer  les  dx^  et  l'on  trouve  la  condition 

(18)  (ap*)ar'«:;.3->=o. 

Mais,  au  lieu  de  (16),  on  aurait  pu  aussi  prejndre  pour  base  les 
équations 

{'9)  <~'PUdx=o,    «;-'«rfx=o; 

on  a  donc  par  conséquent  aussi 

(20)  (««A)  «r«  «-'13^  =  0. 

Nous  chasserons  les  A,  en  faisant  usage  de  l'identité  (t.  I,  p.  35a) 

car,  à  cause  de  (18)  et  à  cause  de/=  o,  (ao)  se  transforme  alors, 
à  part  un  facteur  constant  h^,  en 

(»0  (««.3)«-'p;-«r'  =  o, 
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et  cette  équation  représente  la  courbe  cherchée,  lue  nombre  de  ses 
points  d'intersection  avec  y  est  en  fait  égal  à 

nr  -{-  ns  -r-  n[n  —  3)  =  nr  —  i  -h  ns  —  i-+-  2/>. 

Soit  en  second  lieu  y  =  a.  Cette  circonstance  peut  d'abord  pro- 
venir de  ce  que  la  courbe  qui  répond  à  a:  a  un  point  double  en  x, 
la  courbe  qui  répond  à  j^  ayant  de  même  un  point  double  en^; 
on  a  alors,  indépendamment  des  z, 

Nous  cherchons  les  points  x  dans  lesquels  une  branche  du  point 
double  touche  la  courbe/,  c'est-à-dire  dans  lesquels  on  a 

L'élimination  des  dx  entre  ces  équations  et  (17)  donne 
(a4)  {paA-){ßbJt)^:ß%-*a-,-Hr'=o. 

Mais,  au  lieu  de  (aS),  on  aurait  pu  aussi  prendre  pour  base  les 
équations 

(25)  ai-»«5^Pi  =  o,      ar*«rfx=0; 

on  a  donc  aussi 

(a6)  («aX-)(«i-/-)«:r2;3i«r'^'r'  =  o. 

Remarquons,  d'ailleurs,  que  les  équations  (18),  (20)  et  (21) 
elles-mêmes  sont  satisfaites,  en  vertu  de  (22),  pour  tout  point  x 
placé  sur  y.  Pour  chasser  les  ki  de  (24),  nous  emploierons    les 

identités 

(paX-)a^=  {ßa«)A^-{-  {ß«A)a^-^  {<xaA-]ß^, 

Dans  l'expression  obtenue,  les  termes  multipliés  par  les  facteurs 
ûxj^x  s'évanouissent  à  cause  de  y=  o,  le  terme  en  ß^.  en  vertu 
de  (26);  il  reste  un  terme  multiplié  par  k^  et  deux  termes  multi- 
pliés par  /fxßj.  Ces  derniers,  en  vertu  de  la  permulabilité  de  a  et 
de  b  sont,  à  un  facteur  commun  près, 

(««/-)(^*«)^x+(^««)(«W)Pa:=2(««>{)(P*«)Px. 
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Pour  le  terme  qui  fîgure  dans  le  second  membre,  employons 

ridentilé 

[«ak)b_r=  {<iab)k^-¥-  {<KbA)aj.-h  (*aA)«^. 

Dans  l'expression  obtenue,  le  second  terme  s'évanouit  en  vertu 
Aef=  o,  le  troisième  en  vertu  des  équations  (  aa).  L'expression  (  24) 
se  transforme  donc,  abstraction  faite  du  facteur  h\j  en 

P=(«l3ô)[(«l3a)6,+  a{««6)p,K-'j3r**r*«r'- 

Nous  pouvons  écrire  celle-ci  encore  plus  symétriquement; 
on  a  en  effet 

et  par  suite,  les  autres  termes  disparaissant, 

Nous  pouvons  permuter  encore  ici  a  ei  b  et  former  la  somme 
des  deux  expressions.  A  la  place  de  [a.Çib)ax  intervient  alors  le 
facteur 

i  [(«|36)«,-  [o^Pa)b,]  =  i  [(«aô)i3,-  {?ab)a/^. 

L'équation  de  la  courbe  cherchée  est  donc ßnalemenl 

(27)         2P=[(«aÄ)«ß3-(pa6)««l]«r^r*«r'*r^=o. 

Le  nombre  des  points  de  coïncidence  qu'elle  découpe  sxiTf=  o 
concorde  avec  celui  qui  a  été  trouvé  plus  haut. 

Nous  obtiendrons  une  autre  courbe  du  même  ordre  dans  la  sup- 
position que  le  point  de  deux  valeurs  en  x  =j  prenne  naissance 
par  contact.  Dans  ce  cas,  à  la  place  de  (aa)  interviennent  les 
équations 

et  à  la  place  de  (23)  les  conditions 

(29)  «SPr'  PäU-^  {s  -  i)«;|3-«|35,  =  o. 

(30)  fl;-'«rf•x^-  («  -  i)«r*«5x  =  o, 

(31)  *,rf*jr, -f- *,rf*.r,-f-/-,rf«x,=  0, 
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tandis  que  les  équations  (i8),  (ao),  (ai)  sont  satisfaites  pour  tout 
point  de  J".  On  peut  ici  imaginer  que  les  dxi  aient  été  calculés 
au  moyen  de  (29)  et  (  3o)  en  fonction  des  rf-x/,  porter  leurs  valeurs 
dans  a"  'fl,/x=o  et  dans  l'une  des  équations  (28),  et  entre  ces 
deux  équations  réunies  à  (3i)  éliminer  les  d^x,.  Toutefois,  l'éli- 
mination se  fait  plus  symétriquement  de  la  manière  suivante. 
On  ajoutera  l'équation  qui  intervient  à  la  place  de  (19),  savoir 


(32] 


>r—t     '        et  s 

a.j.      a</tj.pj. 


-h    r-i 


l«r'«'AP'x'  =  o, 


et  l'on  éliminera  entre  elle  et  entre  (29),  (3o)  et  (3i)  les  gran- 
deurs à* Xi.  Cela  donne  le  résultat 


0  = 


PxPx  P,Px  PaPx  (*-l)^5x 
a,a^  «.«x  «3«x  \r—'^)'-^dl 
«l«x       «t«x       f^zf^x       («  —  »)«5x 


«:;pr^«:^-^^«:- 


Nous  développerons  ce  déterminant  suivant  les  termes  de  la 
dernière  ligne  verticale.  Alors,  en  premier  lieu,  à  cause  des  équa- 
tions (18)  et  (20),  tous  les  termes  sont  nuls  séparément;  mais  le 
terme  multiplié  par  le  facteur  a"~'a^j.  est  doublement  nul.  Ce 
dernier  est,  en  effet,  égal  à 

et,  par  application  de  l'identité 

(^a'X-)ad^=  [^xa)kdx^  (?«^")arfx-+-  {««'^jlSrfx» 

il  en  résulte  une  somme  dont  les  termes  séparés  sont  chacun  dou- 
blement nuls.  Pour  les  deux  derniers  termes,  cela  résulte  immédia- 
tement des  équations  (18),  (20)  et  (28)  ;  le  premier  terme  renferme 
le  facteur  nul  Ar^/x,  et  l'évanouissement  de  l'autre  facteur  s'obtient 
par  élimination  des  dxi  entre  (28)  et  a"~'  a.dx=  o.  Nous  pouvons 
donc  laisser  de  côté  le  terme  qui  a  ß"  "û^  comme  facteur  vis-à-vis 
des  deux  autres  termes  du  déterminant  ;  ce  dernier  se  réduit,  par 
suite,  à  la  somme 

(33)    [(5-.)(a'aX-)«',^5,-(r-i)(j3a^)P,a:/,]«;^r«r%^«r'- 
Les  remarques  suivantes  servent  à  la  transformation  de  celte 
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somme.  A  chaque  point  j:  correspondent,  d'après  notre  hypothèse, 
les  points  x  et  x-+-dx;  réciproquement,  au  point  x-h  dx  doivent 
de  nouveau  correspondre  les  points  x-i-dx  et  x,  c'est-à-dire 
qu'en  même  temps  que  (  a8  )  a  lieu  encore  l' équation 

(34)  «r*«^xl5i-'^x=o. 

Comme  d'ailleurs  dans  notre  cas,  ainsi  qu'il  a  été  observé  plus 
haut  (p.  i54),  l'expression  a^(S^  est  identiquement  nulle  ou  ren- 
ferme le  facteur^,  on  a  aussi,  en  vertu  def=  o  et  dj'=  o, 

(35)  5«;i3->p^,-+-  r«-«  ßI.a,/,=  o, 
ou,  à  cause  de  a'^~*  ajjc=  o,  A</x=  o, 

En  conséquence  de  cette  équation,  on  peut  séparer  de  (33)  un 
facteur  commun  nul.  Si  l'on  permute  encore  dans  le  second  terme 
les  lettres  accentuées  avec  les  non  accentuées,  on  obtient  par  suite, 
comme  résultat  de  l'élimination  des  d^Xi  entre  (29),  (3o),  (3i), 

(36)  [s[s  -  i)pj,«l  +  /-(r  -  i)«LPl]«7*ör*  =  o. 

L'élimination  des  dxi  entre  cette  équation  et  entre  a"~'  a^jc=^  o, 
k,ijc=:  O  donne  donc 

o  =  [.(.-i)(i3«A-)(P*X-)«l 

+  r(r-i)(«aÄ)(«6A)iSl]«n3-«ar'^r', 

ou,  comme  nous  l'écrirons  en  abrégé, 

(37)  .ç(i-i)n,-hr(/--i)n,=  o. 

Pour  chasser  les  Ä/  employons  dans  le  premier  membre  les 
identités 

(P6*)«,=  (p*«)*,H-  {P*k)b,+  {*bk)ß,. 

Il  vient  alors,  en  vertu  def=s  o, 

Il,=  («l3a)(al3ô)«;^pr«r'''r'*i-+-n.-haX>n,. 

si  n,=  (ßa«)(«6^)«7»ßi:'ar'ir'- 

Nous  pouvons  encore  transformer  la  dernière  expression  au 
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moyen  de  l'idenlilé 

Des  trois  termes  qui  prennent  naissance,  le  premier  disparaît 
en  vertu  de  (34),  le  second  en  vertu  dey  =  o;  le  troisième  est 
égal  à  — IIj,  et,  par  conséquent,  il  vient,  si  S  désigne  le  facteur 
de/', 

(38)  n,-4-n,=  S/». 

Pour  former  aussi  la  différence  Di  —  flj,  nous  emploierons 
pour  17,  ridentité  suivante  (IV,  t.  I,  p.  35a)  ; 

~{abß*k^-h2{ßab){abk)kjcßjc* 

Si  l'on  porte  ceci  dans  II, ,  il  ne  reste  plus  que  les  deux  derniers 
termes  de  la  somme  qui  figure  dans  le  second  membre.  L'expres- 
sion n,,  au  facteur  près  «S^l^^'a"'^"^»  devient  donc  égale  à 

-'-{abp;x!^kl  +  {ßab)(abk)ß^xlk^, 

et  de  même  ITo,  à  part  le  même  facteur,  est  égal  à 

-l{aba)*ß_,J.l-i-{aab]{abk]a^P*k,. 

Dans  la  formation  de  la  différence,  nous  emploierons  pour  les 
deux  termes  l'identité 

A  cause  de  la  permutabilité  de  a,  b,  et  à  cause  du  facteur  (a^Ar), 
nous  pouvons  écrire,  pour  la  différence  qui  figure  dans  le  second 
membre,  2[x^a)bx.  Nous  désignerons  pour  l'instant  le  facteur 
ainsi  transformé  de  A^x  dans  IIi  —  H,  par  aX.  Ce  facteur  peut  se 
ramener  à  IT,  et  II}. 

La  forme  (aßa)»^"'/:*?'«""'  est  en  effet  identiquement  nulle 
dans  notre  cas  ou  ay  =  a^  pour  facteur;  on  a  donc  également,  en 
toute  hypothèse,  en  vertu  def=  o  et  df  =z  o, 

+  (-^  —  l)«xOxi3r/x-l-  («  —  i)xxPxOdx]  —  O 
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Or,  si  nous  remplaçons  dans  cette  équation  les  dxi  par  les 
déterminants  mineurs  [bk)ib'^~\  le  coefTicient  de  (n  —  i)  devient 
précisément  égal  à  la  forme  X  ci-dessus;  le  coefficient  de  (r  —  i), 
d'autre  part,  devient  égal  à  l'expression  désignée  plus  haut  par  Tï%^ 
et,  par  suite,  son  produit  par  kr  égal  à  —  II,  et,  d'une  manière 
analogue,  le  coefficient  de  [s — i)  sera  égal  à  -h  Hi  au  facteur 
près  kx'  Nous  avons  d'après  cela  la  relation 

(/i  — i)^;,x  =  (r— i)n,-{j  — i)n,. 
Si  nous  portons  ceci  dans  l'expression  trouvée  pour  II,  —  Hj,  et 
que  nous  désignions   les  coefficients  de  -k%  dans  IIi   par  Ti, 
dans  Ha  par  Tj,  il  en  résulte 

(«-i)(n,-n,)  =  ixi(/i-i){T,-T,)-ha(r-i)n,-2{*-i)n, 

ou 

(39)     2(2J-f- w—  3)n,—  2(ar-f-/i  —  3)n,=  A:*(/i  — i)(T.  —  T,l. 

Cette  équation,  conjointement  avec  (28),  donne  les  résultats  sui- 
vants : 

4(r4- .V -f- «  —  3)n,  =  *l[2(2r+ /i— 3)S -f- («  -  I  )(T,- T,)], 
4(r-t- J-l-«—  3)n,=:*|[2(25H-/i— 3)S—  (/i  — i)(T,— T,)]. 

La  séparation  du  facteur  Ar^  de  l'équation  (37)  est  en  consé- 
quence accomplie.  L'équation  de  la  courbe  cherchée  qui  découpe 
surf=  o  les  points  de  coïncidence  de  la  correspondance  a^  ß^  =  o 
est  par  suite 

/  2S[j(*  —  i)(2r-+-  rt  — 3)  -f-r{r— i) (25-^/1—  3)] 
^^""^î  _HT(/i-i)[r{r-i)-j(5-i)J  =  0, 

S,  T  =  T|  —  Tt  étant  définis  de  la  manière  suivante  : 

S=(a«l3){i«l3)«7«i5-«flr'*r'. 

On  voit  clairement  par  ces  exemples  comment  on  a  à  pro- 
céder dans  le  cas  général.  On  pourra,  en  ayant  égard  aux 
équations  Ar^,  =  o,  au  moyen  d'un  procédé  analogue  au  précédent, 
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dans  lequel  les  symboles  a  et  ß  de  la  fonction  f  =  a|^ß^  sont  em- 
ployés symétriquement,  éliminer  successivement  entre  les  équa- 
tions qui  définissent  le  point  de  y  valeurs  de  la  correspondance 
en  x=y  les  difTérentielles  des  divers  ordres,  que  ce  dernier 
point  provienne  d'un  point  multiple  des  courbes  ç  en  cet 
endroit,  ou  d'un  contact  multiple  de  cette  courbe  avec  y,  ou  de  la 
présence  simultanée  de  ces  deux  circonstances.  On  a  alors  à 
séparer  toujours  du  résultat  final  comme  précédemment,  au 
moyen  de  transformations  identiques,  une  puissance  de  hx  comme 
facteur,  pour  obtenir  enfin  l^quation  de  la  courbe  qui  détermine 
SMT  f  les  points  de  coïncidence.  Mais  nous  pouvons,  du  reste, 
indiquer  Vordre  de  cette  courbe  sans  examen  détaillé  des  opéra- 
tions algébriques  dont  il  s'agit,  parce  que  nous  connaissons, 
d'après  la  formule  (ii),  le  nombre  de  ses  points  d'intersection 
avec  y;  ce  nombre  est  (^a  z=  m,  b  =  sn)  égal  à 

(4i)  [^  +  ,  +  ,^(„-3)]. 

Le  nombre  dont  nous  parlons  reste  le  même  si  J"  possède  des 
points  doubles  ou  multiples,  car  les  opérations  algébriques  indi- 
quées restent  toujours  réalisables.  D'un  autre  côté,  le  raisonnement 
qui  nous  conduit  à  l'établissement  du  nombre  C  =  a  -h  ß  -+-  ^yp 
n'est  pas  modifié  par  la  présence  de  points  multiples  sur  f,  au 
moins  si  les  diverses  branches  du  point  multiple  ont  toutes  un 
cours  séparé  (*  ).  Dans  ce  cas,  le  nombre  G  devient  plus  petit  que 
le  nombre  des  points  d'intersection  de  la  courbe  précédente 
avecy=  o.  Cela  s'explique  par  la  circonstance  que  cette  courbe 
passe  par  les  points  multiples  de  J^,  que,  par  conséquent,  en  ces 
points  des  coïncidences  se  produisent  sans  que  les  points  coïnci- 
dents soient  situés  l'un  près  de  l'autre  sur  la  même  branche  de 
courbe,  ainsi  que  cela  deviendra  bientôt  plus  clair;  or,  pour  les 
coïncidences  de  cette  espèce,  nos  conclusions  géométriques 
cessent  d'être  vraies.  D'après  cela  nous  ferons  les    distinctions 


(')  Dans  la  correspondance  employée  ci-dessus  à  la  détermination  du  nombre  des 
points  d'inflexion  (p.  iSs)  se  présente  encore  cette  particularité  que  les  courbes  p  (les 
premières  polaires)  ont  aux  points  multiples  des  points  Jîxes  communs.  Pour  éviter  les 
difficultés  qui  résultent  de  là  (difficultés  sur  lesquelles  nous  reviendrons  plus  tard), 
OD  peut  choisir  un  autre  exemple,  par  exemple  la  correspondance  (n  —  i, n  —  i),,  qui 
est  déterminée  par  les  lignes  d'un  faisceau  de  rayons  sury=  o. 
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suivantes  :  Nous  appellerons  coïncidence  proprement  dite  toute 
coïncidence  qui  prend  naissance  parce  qu'un  des  «  points  mobiles 
correspondant  à  un  point  y  est  situé  infiniment  près  de  ce 
point  sur  la  même  branche  de  courbe,  et  coïncidence  impropre- 
ment dite  celle  qui  se  trouve  dans  le  cas  contraire.  D'après  ce 
qui  précède,  en  conséquence  de  celte  définition,  on  a  la  proposi- 
tion que  les  coïncidences  improprement  dites  réunies  aux  coïnci- 
dences proprement  dites  Jorment  surj  =  u  u/i  système  complet 
de  points  d'intersection.  Si  donc  nous  désignons  par  G  le  nombre 
des  premières,  le  nombre 

C-+-G  =  //r—  7  4-/?^—  y-t-  '/[(«  —  i)(«  —  2)  —  o.tl]  -+- G, 

d  indiquant  le  nombre  des  points  doubles  def=  o,  doit  être  divi- 
sible par  n,  c'est-à-dire  que  l'on  a  G  =  lyd. 

Dans  tout  point  double  de  f  tombent  par  conséquent  a  y  coïnci- 
dences improprement  dites,  et  il  y  en  a  de  même  yi[i  —  i)  dans 
tout  point  multiple  d'ordre  i  à  tangentes  séparées. 

En  effet,  pour  7  =  1,  le  premier  membre  de  (ai)  est  nul  au 
degré  i  —  i  de  multiplicité  en  tout  point  de  y  multiple  d'ordre  1. 
Pour  reconnaître  ce  fait  dans  (a^),  il  suffit  d'observer  à  l'égard 
d'un  point  double  x  àe  f  que  l'expression  (rt^M)*a"~'ô""'  devient 
en  un  tel  point  proportionnelle  à  u].. 

On  peut  se  rendre  compte  directement  et  ainsi  qu'il  suit  de  la 
manière  dont  se  comporte  aux  points  singuliers  dey  la  courbe  qui 
traverse  les  points  de  coïncidence  ( '),  courbe  que  nous  appelle- 
rons brièvement  dans  ce  qui  s\x'\l  courbe  de  coïncidence,  au  cas  où 
les  courbes  Cj>  correspondant  à  x  ont  en  x  ^=.y  un  point  multiple 
d'ordre  y.  Si  x  s'approcbe  d'un  point  double  de  y  sur  l'une  des 
brandies  de  cette  courbe  (avec  laquelle  la  courbe  correspon- 
dante y  a  toujours  y  points  d'intersection  en  x  =^^  ),  la  courbe  9, 
lorsque  x  arrivera  au  point  double,  possédera  encore  en  xy  autres 
points  d'intersection  avec  l'autre  branche  dey  passant  par  le  point 
double,  en  sorte  qu'il  se  présente  y  coïncidences  impropreraenl 
dites.  La  même  chose  a  lieu  si  x  arrive  au  point  double  sur  cette 


(*)  Lo  fuU  que  ce  mot  a  été  employé  dan«  un  autre  sens  (p.  109)  ne  pe«t  donner 
lieu  k  aucune  méprise. 
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aulre    branche,   el  nous  avons  en  fait  ly  coïncidences  impro- 
prement dites  réunies,  comme  cela  doit  être. 

Considérons  ensuite  le  cas  où  le  point  de  y  valeurs  en  x  =  j- 
prend  naissance  par  contact.  Ici  nous  pouvons  toujours  nous 
figurer  les  courbes  9  qui  correspondent  aux  points  x  comme  déri- 
vant d'une  variété  doublement  infinie  de  courbes  du  5'*'"*  ordre, 
dont  chacune  rencontre  la  courbe  y  =  o  en  y  —  i  points  consécu- 
tifs, précisément  par  la  condition  qu'une  telle  courbe  ait  encore 
un  point  voisin  en  commun  avec  f.  Alors  à  chaque  point  x 
correspondent  les  autres  11s — y  points  simples  d'intersection  y 
d'une  courbe  de  cette  espèce  avec  y,  points  dont  aucun  en  général 
n'est  situé  aux  points  doubles.  D'autre  part,  par  tout  point  y 
passe  un  nombre  simplement  infini  de  courbes  appartenant  au 
svstème  doublement  infini  dont  il  vient  d'être  parlé,  courbes  dont 
chacune  rencontre  la  courbe  y  en  y  —  i  points  voisins,  et  cela  en 
un  point  non  situé  en  ->  ;  mais  parmi  elles  figurera  un  nombre 
fini  de  courbes  coupant  y  en  y  points  voisins.  Au  point  j^  corres- 
pond donc  une  courbe  qui  traverse  les  points  de  contact  ainsi 
signalés  de  la  courbe  mentionnée  en  dernier  lieu,  c'est-à-dire  la 
courbe  de  coïncidence  (p.  162)  d'une  correspondance  à  point 
dey — I  valeurs.  Or,  une  correspondance  de  cette  espèce  a, 
comme  nous  le  verrons  incessamment,  y{^j  —  i)  coïncidences  im- 
proprement dites  en  tout  point  double  dey,  et,  par  conséquent, 
en  chacun  se  trouvent  y  (y  —  i)  points  d'intersection  de  la  courbe 
qui  correspond  à  y.  Si  donc  une  correspondance  a  en  x=y  un 
point  de  y  valeurs  pr'ovenant  d'un  contact  du  [y  —  1)'*«°«  ordre,  et 
si  les  courbes  qui  correspondent  à  x  ne  passent  pas  par  les  points 
doubles  de  J,  néanmoins,  pour  chaque  courbe  appartenant  à  un 
point  y,  y  [y  —  i)  points  d'intersection  coïncident  avec  cliaque 
point  double  dej\  autrement  dit,  nous  avons  une  correspondance 
à  points  fixes. 

Nous  avons  pour  le  moment  exclu  de  notre  examen  les  corres- 
pondances de  cette  nature.  Relativement  à  elles,  nous  démontre- 
rons plus  tard  (')  le  théorème  suivant,  dont,  en  attendant,  nous 
ferons  itéralivement  usage  et  que  nous  énonçons  ici  pour  ce  motif: 
»Si   dans   une  correspondance  ayant   un  point   de  y  'valeurs 

(')  Foir  la  Section  relatire  aux  transformations  uniroques,  t.  III  de  ces  Leçons. 

I  I  . 
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en  jc  szy  il  y  a,  en  un  point  simple  fixe  de  f,  q  points  d'intersection 
pour  chacune  des  courbes  qui  correspondent  à  x  et  x  points 
d'intersection  pour  chacune  des  courbes  qui  correspondent  à  r, 
ilj  aura  en  ce  point  a  -H  t  coïncidences  improprement  dites,  et,  si  le 
point  fixe  est  un  point  double  def,  il  y  a  en  ce  point  a  -4-  t  -+-  av 
coïncidences  improprement  dites.  Les  coïncidences  proprement 
dites,  au  contraire,  se  déterminent  encore  par  la  formule  (la), 
pourvu  que  l'on  entende  par  a,  ß  les  nombres  des  points  mobiles 
qui  répondent  à  x  ou  à  y. 

Nous  supposerons  maintenant  que  a  points  d'intersection  des 
courbes  qui  correspondent  à  x  soient  situés  en  un  point  double. 
Alors,  y  étant  égal  à  a  (parcontact  en  x),  la  courbe  qui  correspond 
ky  se  détermine,  de  la  manière  décrite,  comme  courbe  de  coïn- 
cidence d'une  correspondance  dans  laquelle  7  =  1,  ff  =  <t  et  aussi 
T=:a.  Mais,  pour  celle-ci,  a-f-T-f-a7=  4-  a(a-j-i)  coïncidences 
improprement  dites  sont  situées  au  point  double;  autrement  dit, 
dans  la  correspondance  0117=2,  2(0" -}-i)  points  d'intersection 
de  la  courbe  qui  correspond  à  j- sont  situés  au  point  double.  Nous 
avons  par  conséquent  ici  a  =  a,  t  =  a(ff-f-  i),  et,  par  suite,  le 
nombre  u  des  coïncidences  improprement  dites  devient  u=3  (a-f-a). 
Pour  une  correspondance  où  7  =  3,  il  en  résulte  a  =:  a,  T  =  3(a-ha), 
d'où  M=4(o'H-3).  En  continuant  cette  manière  de  raisonner 
(et  concluant  de  7  374-1),  on  trouve  plus  généralement,  si  l'on 
donne  a  =  a, 

T  =  '/(ff -+-'/  — l),      U  =z  9  -^  T  -h  o.y  =  [y  -h  l){(T  -h  y). 

Si  donc,  dans  une  correspondance  à  point  dey  valeurs  en  x  =^', 
pour  la  courbe  correspondante  à  x  qui  a  en  x  un  contact  du 
(7  —  1^'*«««  ordre,  a  points  d'intersection  fxes  tombent  en  un 
point  double  de  f,  il  y  a  en  ce  point,  pour  chaque  courbe 
correspondant  à  y,  y{o-\-y  —  i)  points  d'intersection  fixes,  et 
il  s'y  trouve  (7-+- ')»(^  "^7)  coïncidences  improprement  dites. 
Pour  9  =  o,  en  résulte  le  théorème  énoncé  plus  haut  ;  on  démontre 
aussi  de  môme  le  suivant  :  6ï  dans  la  correspondance  citée  pour 
la  courbe  correspondant  ti  x,  a  points  d'intersection  tombent  en 
un  point  simple  fixe  de  f,  il  y  a  en  ce  point  y  a  points  d' inter- 
section fixes  pour  chaque  courbe  correspondant  à  y  et  (74-1)^ 
coïncidences  improprement  dites. 
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Si  d'un  autre  côté  nous  faisons  arriver  le  point  x  à  un  point 
double  de  y,  il  ne  lui  correspondra  d'abord  aucune  courbe  déter- 
minée, puisque  l'expression  ^[x,jr)  devient  nulle  indépendamment 
des  y.  On  obtient  donc  une  courbe  déterminée  seulement  si  l'on 
fait  un  choix  entre  les  deux  directions  d'avancement  possibles 
de  X  sur  f  et  si  en  conformité  l'on  pose  x  -h  dx  à  la  place  de  x 
dans  ç{j?,^).  jiu  point  double  comme  point  x  correspondent 
donc  deux  courbes  complètement  différentes,  dont  chacune  a  un 
contact  du  [y  —  i )'^'»*  ordre  auec  une  branche  de  f.  Quelques 
exemples  pourront  servir  à  éclaircir  la  chose. 

On  demande  d'indiquer  la  correspondance  <f  =  oen  vertu  de 
laquelle  à  tout  point  x  répond  celle  des  courbes  d'un  réseau  du 
m"""'  ordre  qui  touche  en  ce  point  la  courbe  J'=  o.  Soient  a^  =  o, 
«'J"=o,  a^  =  o  trois  courbes  quelconques  du  réseau;  il  faut 
d'abord  éliminer  ;t,/.,fientre  les  trois  équations 


■X 

-f-Xa;;'» 

+  f*«r 

=  o. 

'7 

-f-  ).«;^ 

-+-  f*«T 

=r  O, 

m— 

'X 

«  „^^^  _|_  y^'j"- 

'  </x  +  ."C" 

'  «dx  =  O. 

puis  éliminer  du  résultat  les  quantités  dxi  au  moyen  des  rela- 
tions a"~^  adx=  o,  kdj:=  O-  Au  moyen  de  quelques  transforma- 
tions identiques,  on  a  alors  à  séparer  encore  un  facteur  k^  pour 
obtenir  enfin  le  résultat 

H-  (aaa')a^-'a;,"'-»  a'f»]  =  o. 

On  vérifie  facilement  aussi  a  posteriori  l'exactitude  du  résultat. 
L'équation  représente  en  effet,  par  rapport  aux  variables  j-,  dans 
tous  les  cas,  une  courbe  du  réseau;  si  dans  cette  équation  on 
posej^  =  j:,  il  se  sépare  en  fait,  à  cause  de  l'identité  (') 

(aa'a'')aj.-f-  {axai')^^  -f-  {a<x"a)a^=  [ax'x')a^. 


(')  Da  théorème  (p.  102)  d'après  lequel  les  courbes  d'un  réseau  qui  passent  par 
un  point  de  la  jacobienne  de  ce  réseau  se  touchent  toutes  en  ce  point,  il  résulte  que  la 
courbe  p  qui  répond  à  un  point  d'intersection  x  de  la  jacobienne  avec  y*  a  en  x  un 
point  double  et  non,  par  suite,  un  contact  proprement  dit;  ce  que  l'on  rérifie  aussi 
dir3ctemcnt. 
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un  facteur  a",  et  de  mémo,  si  l'on  pose  y  =:x-{-dXf  un  fac- 
teur o"r'û,/x.  comme  cela  doit  être.  Mais  Téquation  peut  être 
considérée  comme  une  fonction  linéaire  des  grandeurs  a^"'«/,  et 
de  là  résulte  que  toute  courbe  répondant  à  un  point^  passe  néces- 
sairement en  fait  par  les  points  doubles  de  /,  ainsi  qu'il  a  été 
affirmé. 

Il  peut  naturellement  arriver  aussi  que  le  point  de  y  valeurs 
provienne  de  ce  que  la  courbe  ^  a  en  x  =  /  un  point  multiple 
dont  les  branches  individuelles  ont  avec  la  courbe  un  contact  uni- 
on mulliponcluel.  Ces  cas  peuvent  être  envisagés  comme  des  com- 
binaisons de  ceux  qui  viennent  d'être  traités. 

Faisons  jnaintenant  dégénérer  le  point  double  defen  un  point 
de  rebroussement.  Alors  les  considérations  précédentes  conservent 
leur  exactitude  en  tant  qu'il  s'agit  des  coïncidences  improprement 
dites.  Mais,  dans  un  point  de  rebroussement,  deux  points  confondus 
ensemble  doivent  toujours  être  considérés  comme  situés  sur  le 
même  élément  de  courbe;  donc,  les  coïncidences  qui  tombent  en 
un  point  de  cette  nature  doivent  être  partiellement  considérées 
comme  coïncidences  proprement  dites,  de  sorte  que  le  nombre  G 
dans(ia)doil  encore  subir  une  réduction  si  l'on  demande /e  «omÄre 
des  coïncidences  proprement  dites  non  situées  aux  points  singuliers 
def.  Nous  donnons  dans  ce  qui  suit  quelques  exemples  relative- 
ment à  la  détermination  de  cette  réduction. 

Admettons  que  les  courbes  y  aient  en  x  =^  un  point  multiple 
d'ordre  y;  il  en  sera  de  même  si  x  est  un  point  de  rebroussement, 
et,  en  général,  les  tangentes  du  point  multiple  sont  distinctes  de  la 
tangente  de  rebroussement.  Le  nombre  des  coïncidences  propre- 
ment dites  situées  en  x  est  alors  évidemment  indépendant  de  la 
correspondance  spéciale  et  peut,  pour  le  même  nombre  y,  être 
déterminé  sur  un  exemple  quelconque.  Or,  dans  le  voisinage  de  x, 
nous  pouvons  remplacer  la  courbe  à  point  multiple  d'ordre  y  par 
ses  y  tangentes.  Il  nous  suffit  donc  de  déterminer  le  nombre  dont  il 
s'agit  pour  le  cas  où  les  courbes  ç  qui  répondent  à  x  se  décom- 
posent en  y  lignes  droites.  Considérons  dans  ce  but  la  correspon- 
dance [y(«  —  *)»>'('' —  0]t»  *1"*  met  en  relation  avec  un  point  de^* 
les  yi^n — i)  intersections  des  tangentes  que  l'on  peut  mener  de  ce 
point  à  une  courbe  quelconque  de  classe  y.  Le  nombre  des  coïn- 
cidences proprement  dites  doit  être  égal  au  nombre  des  tangentes 
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communes  des  deux  courbes,  c'esl-à-dire  à 

X'/  =  '/[n[n  —  i)  —  1(1  —  3r], 

Ar,  d,  r  ayant  à  l'égard  de  la  courbe  f  les  significations  connues. 
Mais  notre  formule  de  correspondance  donne  le  nombre 

C  =  ^'/(w  —  r  •+■  277»  =  y[n[n  —  i)  —  2fl  —  arj, 

et  nous  avons  ici  à  apporter  encore  une  réduction  de  yr  pour 
obtenir  le  nombre  ky.  Si  donc  le  point  de  y   valeurs  en  x  =j 
prend   naissance  par  suite  d'un  point  multiple  d'ordre  y  des  - 
courbes  ç,    y  coïncidences  proprement  dites  sont  absorbées   en 
chatfue  point  de  rebroussement. 

Si,  au  contraire,  le  point  de  y  valeurs  prend  naissance  par 
contact,  on  peut  encore,  pour  7=2,  remplacer  les  courbes  y  dans 
le  voisinage  de  x  par  des  lignes  droites  et  déterminer  au  moyen 
des  formules  de  Pliicker  la  réduction  qui  survient  alors.  C'est  plus 
tard  seulement  que  nous  traiterons  le  cas  général  (  ♦  )  dans  la  sup- 
position où  les  courbes  ç  qui  répondent  à  x  sont  séparées  d'un 
système  y  fois  infini  de  courbes  précisément  par  la  condition  du 
contact.  Il  parait  néanmoins  difficile  de  donner  des  règles  tout  à 
fait  générales.  Ainsi,  par  exemple,  des  exceptions  interviennent  si 
les  courbes  ç  qui  répondent  àxet  celles  qui  répondent  kj  passent 
par  un  point  de  rebroussement  dey,  comme  le  montre  l'exemple 
suivant. 

Déterminer  le  nombre  des  tangentes  que  l'on  peut  mener  d'un 
point  de  rebroussement  à  la  courbe  f.  — Les  points  de  contact  sont 
les  points  de  coïncidence  d'une  correspondance  (n  —  3,  n — 3)i 
ayant  un  point  fixe  comptant  doublement  au  point  de  rebrousse- 
ment pour  chaque  courbe  ç( c'est-à-dire  pour  les  droites  passant 
par  le  point  de  rebroussement).  Le  nombre  des  coïncidences  pro- 
prement dites  est,  par  conséquent,  si  d'ailleurs  (pour  abréger)  on 
ne  suppose  pas  d'autre  point  de  rebroussement  sur  y  (d'où  /•  =  !), 
égal  à 

un  —  6  -h  2/»  =:  /  —  3. 

D'un  autre  côté,  ces  points  sont  les  points  d'intersection  avec  y 
('  )  Foir  la  Cn  de  cette  Section. 
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de  la  première  polaire  du  point  de  rebroussement  non  situés  aux 
points  doubles  de/*.  Mais,  pour  celle-ci,  six  points  d'intersection 
avec /"  sont  situés  au  point  de  rebroussement,  c'est-à-dire  trois 
de  plus  que  pour  un  pôle  quelconque  ;  nous  obtenons  donc  encore 
Ar  —  3  autres  points  d'intersection,  et,  par  conséquent,  il  n'y  a  dans 
un  point  de  rebroussement  aucune  coïncidence  proprement  dite. 

Nous  allons  maintenant,  dans  ce  qui  suit,  donner  une  série 
à'' exemples  et  à^ applications  de  formules  de  correspondance ,  et 
nous  apprendrons  à  connaître  en  même  temps  différents  théorèmes 
importants  par  eux-mêmes  et  une  généralisation  de  notre  formule 
de  correspondance. 

i®  Comme  exemple  relatif  à  la  formule  (i3)  donnée  pour  {cf^), 
nous  prendrons  le  suivant.  Soit  donné  un  faisceau  simplement 
infini,  coupant  G«  en  un  certain  nombre  de  points  fixes  et  en  M 
points  mobiles  parmi  lesquels  peuvent  se  trouver  les  points  x  ely  : 
on  demande  de  déterminer  les  couples  de  points  d'intersection  x, 
y  qui  sont  pôles  conjugués  relativement  à  une  conique  fixe  quel- 
conque. Un  couple  de  cette  espèce  doit  satisfaire  simultanément  à 
la  correspondance  <p  =  (M  —  i,M — i)i  entre  les  points  d'inter- 
section mobiles  et  à  la  correspondance  9'=  («, /i)o  entre  un  point^ 
de  C„  et  les  n  points  d'intersection  x  des  polaires  de  j^.  On  obtient, 
par  suite. 


-  f  «»'  )  =  /?  f  M  —  r 


pour  le  nombre  des  couples  cherchés  (le  facteur  -  à  cause  de  la 
symétrie 


a°  Nous  allons  faire  à  présent  usage  de  la  formule  (12)  pour 
parvenir  au  théorème  déjà  énoncé  plus  haut  sur  l'identité  du  genre 
de  deux  courbes  liées  l'une  à  l'autre  par  une  relation  à  détermination 
unique.  Nous  poserons  tout  de  suite  en  général  cette  question  : 
Quelle  est  la  dépendance  du  genre  (/>)  d'une  courbe  G  relativement 
au  genre  p'  d'une  courbe  G'  si  ces  deux  courbes  sont  liées  l'une  à 
l'autre  de  telle  manière  qu'à  tout  point  P  de  G  correspondent 
xf  points  P'  de  G'  et  à  tout  point  P'  de  G'x  points  P  de  G  (*). 

(*)  Voir,  pour  ce  qui  suit,  Ixevwn,  Nouvelle  démonstration  de  tkéorimtet  $mr  les 
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Nous  désignerons  parj)'  eiy'  le  nombre  des  coïncidences  de  deux 
points  qui  correspondent  respectivement  sur  G  et  C  au  même  point 
de  l'autre  courbe,  en  ne  comptant  pas  les  coïncidences  provenant 
des  points  doubles  des  courbes.  Nous  admettrons  qu'il  arrive  z  fois 
( sur  chaque  courbe  )  que  simultanément  deux  points  correspondant 
à  un  point  P  coïncident  en  P'  et  que  réciproquement  deux  des 
points  correspondant  à  P'  soient  confondus  en  P.  Nous  supposons 
d'ailleurs  que  les  courbes  G  et  G'  aient  seulement  des  points  doubles 
et  pas  de  point  de  rebroussement.  Actuellement,  pour  la  détermi- 
nation des  points^  et  z  sur  G,  nous  avons  une  correspondance 

[4/(.r-,).      ar'(x_,)],.. 

A  chaque  point  P  de  G  correspondent  en  effet  x'  points  P'  de  G', 
puis  à  chacun  de  ces  points  x  points  Q  sur  G  dont  l'un  se  confond 
avec  P  (ce  qui  fait  en  tout,  par  conséquent,  a/ points),  et  ainsi  prend 
naissance  la  correspondance  citée  qui,  en  vertu  de  notre  notation, 
a  j^-+-  2z  points  de  coïncidence,  car  chacun  des  points  z  comme 
tel  compte  deux  fois,  en  tant  que  deux  points  Q  se  confondent 
avec  P.  On  a  donc 

y  -\-  iz  =  2x'  [x  —  i)h-  ix' p, 

j'-h   1Z  =  IX   (x' l)  -h   IX p\ 

d'où,  par  soustraction  (  '  ), 

y  —y  =  ix'[p—  i)—  ix[p'  —  i). 

Entre  deux  coui'bes  telles  qu'à  un  élément  de  la  première 
répondent  x  éléments  de  la  seconde  et  à  un  élément  de  la  seconde  x^ 
éléments  de  la  première,  dont  l'une  est  du  genre  p,  l'autre  du 
genre  p' ,  et  qui  ont  respectivement  j  et  y'  points  de  coïncidence, 


séries  de  points  correspondants  sur  deux  courbes  {Math.  Annalen,  t.  III,  p.  i5o).  — 
Pour  les  considérations  du  texte,  on  doit  supposer  que  la  relation  à  détermination 
multiple  des  deux  courbes  est  réalisée  au  moyen  du  système  complet  des  intersections, 
car  c'est  à  cette  condition  seulement  que  le  principe  de  correspondance  peut  être 
appliqué  tel  quel.  La  démonstration  donnée  par  Zeuthen  à  l'endroit  cité  est  indépen- 
dante de  cette  supposition;  le  résultat  est  donc  vrai  d'une  manière  générale. 

(')  Les  mêmes  équations  subsisteront,  du  reste,  en  cas  de  survenance  de  points  de 
rebroussement,  pourvu  que  par  y  oxnj'  on  entende  Vensemble  des  points  de  coincidence 
proprement  dits  {voir  plus  haut). 
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existe  la  relation  (  •  ) 

j— .r'r=2x'(/>  — l)  — lJr(/>'  — l). 

Pour  X  =  j/=  I ,  d'où  j^  =zj'=  o,  nous  avons  en  particulier p  =  p, 
et  Ton  obtient  le  théorème  suivant  dont  l'étude  individuelle  nous 
occupera  encore  plus  tard  : 

Deux  courbes  liées  l'une  à  l'autre  par  une  relation  à  détermi- 
nation unique  appartiennent  au  même  genre. 

3°  Nous  pouvons  ensuite,  à  l'aide  de  la  formule  de  correspon- 
dance, répondre  à  la  question  de  savoir  quel  est  le  nombre  des  courbes 
d'un  système  qui  ont  un  contact  d'ordre  élevé  en  certains  points 
avec  une  courbeydu  genre  ^  (').  Les  correspondances  que  Ton 
rencontre  alors  sont  toujours,  d'après  ce  qui  précède  (p.  i63),  des 
correspondances  à  points  fixes;  mais,  dans  la  détermination  des 
coïncidences  proprement  dites,  d'après  la  règle  donnée  à  l'endroit 
cité,  il  y  a  lieu  de  tenir  compte  seulement  des  points  d'intersection 
mobiles  des  courbes  <f{x,  y)  =  o  et  J'=  o.  Donc,  lorsque  par  la 
suite  nous  considérerons  des  systèmes  de  courbes  dépendant  li- 
néairement de  f/  paramètres,  tous  les  points  simples  ou  doubles  de/* 
peuvent  individuellement  être  communs  à  toutes  les  courbes  du 
système  sans  que  nos  formules  en  soient  influencées;  car  celles-ci 
apparaissent  comme  ne  dépendant  que  du  nombre  M  des  points 
d'intersection  mobiles.  Nous  supposons  d'abord  ici  quey*n'ait  pas 
de  points  de  rebroussement. 

(*)  SI  Ton  prend  en  particulier  jt' =  i ,  d'oùj'  — o  et/»-/»',  il  vient 

y=a(/»— i)  — 2x(/»-i). 

Or,  puisque^  est  toiijour«  nécessairement  un  nombre  positif,  on  a  aussi  x  =  i  (si 
d'ailleurs  y»  est  différent  de  i);  et  de  là  résulte  ce  théorème  :  Si  deux  courbât  du  même 
genre p'^  i  ont  entre  elles  une  relation  telle  qu'à  chaque  point  de  la  première 
corresponde  un  point  de  la  seconde,  cette  relation  est  aussi  réciproque.  A  l'aide  de« 
principes  de  Riemann,  Weber  a  aussi  donné  une  démonstration  directe  de  cette 
proposition  (Journal  de  Crelle,  t.  7G,  p.  345).  —  Le  cas  de  /»  =  i  a  besoin  dnn 
cclairciüsemcnt  spécial  :  il  est  relatif  à  la  transformation  des  fonctions  elliptique«. 

(*)  Les  formules  relatives  à  celte  question  (dans  le  cas  de  r  =  o)  ont  d'abord  été 
établies  par  de  Jo:<ocif.Mr.8,  ^Mr  les  problèmes  de  contact  des  courbes  algébriques  (Jomrmmi 
de  Crelle,  t.  6G;  i866);  elle«  ont  été  étendue«  aux  courbe«  à  poinU  de  rebrou««aia«nt 
par  Caxlct,  Philosophieal  Transactions,  t.  CLVUl,  p.  109;  1868.  f'otr  ausai  Hiscnorp, 
Journal  de  Crelle,  t.  50.  De«  dénion«tration«  exacte«  de  ce«  formule«  ont  été  donnén 
par  Baux,  Math.  Annalen,  t.  VI,  p.  46« 


TBÉORIE   CÉMÉRALE  DES   COCRBCS    ALGÉBRIQCES.  fjl 

Soil  d'abord  un  faisceau  de  courbes  (//  =  i).  Par  tout  point  x 
de  y  passe  une  courbe  de  ce  faisceau  coupant^en  M  —  i  autres 
points^.  Nous  avons  par  suite  une  correspondance  (M — i,  M — i),; 
et  le  nombre  a  des  courbes  tangentes  est 

«,  =  a  (  M  —  I  )  -f-  ?./?  =  2  (  M  -+-  /?  —  I  ), 

en  ne  comptant  pas  les  courbes  tangentes  en  des  points  y?a:e.v 
situés  sur  C«  (  '  ). 

Si  nous  prenons  un  réseau  de  courbes  à  M  points  d'intersection 
mobiles,  d'où  «7  =  2,  il  y  a  une  courbe  du  système  tangente  en 
un  point  quelconque  x  de  C«,  car  une  telle  courbe  est  déterminée 
par  deux  points  (ici  successifs).  Cette  courbe  découpe  M  —  2  points 
correspondants^.  D'autre  part,  par  tout  point  j)^  passe  un  faisceau 
de  courbes  du  réseau  ayant  M — i  points  d'intersection  mobiles, 
et  parmi  elles,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  il  y  a  «i — 2 
courbes  tangentes;  car  le  nombre  ai  se  transforme  en  oc,  —  2  si 
l'on  remplace  M  par  M  —  i .  Nous  avons  y  =  2,  car  il  existe  en 
outre  deux  courbes  infîniment  voisines  et  tangentes  en  j-  même. 
Nous  trouvons  ainsi  entre  les  points  de  contact  x  et  les  autres 
points  d'intersection  j'  des  courbes  une  correspondance 

(M  — 2,     «,—  2)2. 

//  existe  donc  dans  le  réseau 

«î  =  M  —  2  -4-  «,  —  2  -r  4/?  =  3  (  M  -h  2/j  —  2  ) 


(')  L'équation  du  faisceau  étant  donnée  par  rt_^" -4- y. a[^"  =:  o,  la  correspondance 
sur/"  est  déterminée  par 

9  =  »X  Py  =  «jc    "y    —  «u:    «j     =  O. 

Si  maintenant  on  considère  que,  sous  forme  non  symbolique, 

„.„(...,..-.r-»r.  =  (^-^)|..(^-^)| 

on  voit  que  les  points  de  coïncidence  seront  déterminés  par  la  courbe  (p.  i54): 
(aa'a'')«^-»  ait"'-»  a^'-^  =  o. 
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courbes  osculatrices  [sécantes  en  trois  points  successifs)  (*).  On 
peut  d'une  manière  idenlique  conclure  de  ^  à  17  -f- 1 ,  el  l'on  parvient 
à  ce  théorème  : 

Dans  un  système  linéaire  qfois  inßni  de  courbes  coupant  une 
courbe  C/,  sans  point  de  rebroussement  en  M  points  mobiles ,  il  y  a 

«9=(«7  +  »)(M-f-7/'  — î) 

courbes  qui  rencontrent  Q„enq-{-\  points  voisins  {ayant  un  contact 
d'ordre  q). 

Si  les  courbes  du  système  sont  du  m'*"*  ordre  et  ne  sont  assujetties 
à  aucune  condition,  nous  avons  en  particulier  à  poser  M  =  /im, 

^=  -  m(m  -t-  3).  Il  existe  donc,  par  exemple,  sur  une  courbe  C« 

sans  rebroussement, 

12//  H-  3o(/>  —  i) 

points  dans  lesquels  une  conique  peut  avoir  un  contact  du  cin- 
quième ordre  [^). 

4"  Pour  déterminer  ensuite  le  nombre  des  courbes  d'un  réseau 
qui  touchent  C„  en  deux  points  séparés,  il  est  nécessaire  de  géné- 
raliser d'une  certaine  manière  la  formule  de  correspondance.  Nous 
avons  jusqu'ici  toujours  supposé  que  les  courbes  cj<(x,  j^)  =  o 
n'avaient  avec  la  courbe  y,  au  point  x  =j',  qu'une  intersection 
comptant  une  seule  fois.  Or,  il  peut  arriver  que  ces  courbes  soient 
par  exemple  tangentes  en  un  point  à  un  certain  degré  de  multipli- 
cité, et  sccanles  à  un  degré  multiple  dans  les  autres.  Nous  ne 
ferons  que  mentionner  ici  brièvement  ces  cas  compliqués  (').  On 
démontre  d'abord  (comme  nous  l'avons  fait  plus  haut  pour  la  for* 
mule  7  =  5)  (p.  149)  le  théorème  suivant  : 

Si,  parmi  les  points  mobiles  y  correspondant  à  un  point  j/,  se 


(')  Une  courbe  traversa nt  les  points  d'osciilatiun  a  été  donnée  par  Bmll,  Math. 
j4nnalen,  t.  III,  p.  /pg.  On  pourra  la  déduire  do  l'équation  4o  ci-dessus,  p.  160,  ai 
l'on  imagine  la  forme  p  ('•  J»')  donnée  comme  à  la  page  1.^7. 

(*)  Cayley  a  aussi  fait  connaître  une  courbe  qui  sépare  cet  points  sur  la  oourbe 
principale. 
■    (')  Foir  Cailst,  Comptée  rendus,  t.  LXII,  1866,  et  BaiLt,  loc.  cit. 
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rencontre  un  point  y  de  i  valeurs  [c'est-à-dire  un  point  dans 
lequel  se  trouvent  réunis  i  points  simples  d'intersection),  réci- 
proquement le  point  od  se  comporte  parmi  les  points  x  qui  corres- 
pondent à  y  comme  un  point  de  i  valeurs. 

Si  maintenant  à  un  point  x,  dans  une  correspondance  à  point  de 
y  valeurs  en  x  =^  répondent  en  général  ß'  points  jy'  de  i'  valeurs 
(non  situés  en  x),  /S"  points  y"  de  i"  valeurs,  etc.,  d'où  en  tout 

p  =  P'i'  +  P"  i"  +  .S-^ i'" -t- . . . 

points^,  on  trouvera,  d'après  le  théorème  cité,  pour  chaque  point 
y^\  un  certain  nombre  a^?^  de  points  x'^^  qui  lui  correspondent  au 
degré  de  multiplicité  p,  de  telle  sorte  que  le  nombre  total  des  points 
X  correspondant  à  un  pointj^  est  égal  à 

«  —  a  i  -+•  K  t  -+•  a  /   -\-  .... 

Le  nombre  des  points  de  coïncidence  de  la  correspondance 
(a,ß)  qui  prend  ainsi  naissance  est,  d'après  la  formule  de 
correspondance  (i2),G  =  a-|-ß-4-  2  y/?,  c  est-à-dire  que  l'on  a  la 
relation 

si  C^p'  indique  combien  de  fois  une  coïncidence  se  produit  entre 
un  point  x^^^  ou  y^^^  de  i'?^  valeurs  et  le  point  de  y  valeurs  j'  =  x,  si 
par  conséquent  l'on  pose 

C  =  i'  C  4-  i"  C"  -+-  i''C"+ .... 

L'exemple  le  plus  simple  d'application  de  cette  formule  est 
fourni  par  la  détermination  du  nombre  des  tangentes  doubles  de 
lacourbey,  ou,  en  général,  par  la  détermination  du  nombre  des  cour- 
bes d'un  réseau  à  M  points  mobiles  sur^  tangentes  en  deux  points 
différents  de  G«.  Par  tout  point  x  passe  un  faisceau  de  courbes  à 
M  —  I  points  mobiles  d'intersection  dans  lequel,  d'après  les  nota- 
tions précédentes,  se  trouvent  a,  —  2  courbes  tangentes  (car  le 
nombre  précédent  a,  est  diminué  de  2  si  l'on  y  écrit  M  —  i  à  la  place 
de  M).  Chacune  de  celles-ci  coupe  G,,  en  un  point  de  deux  valeurs 
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cl  en  M  — 3  points  d'une  seule  valeur.  Nous  avons  donc 

/'=!,     |5'  =  «'=(«,-a){M-3).     7  =  «,-a, 
i"=a,      ô'rzia,  — 2,      a''  =  M— a      (»). 

D'ailleurs  C"=  «2  est  le  nombre  (déjà  connu  pour  nous)  des 
courbes  osculalrices,  tandis  que  C'=aa|,  indique  le  double  du 
nombre  cherché.  Si  donc  nous  supposons  la  courbe  y  dépourvue 
de  points  de  rebroussement,  nous  trouvons  pour  le  nombre  des 
courbes  doublement  tangentes  du  réseau 

ati  =  (a»— 2)  (M  — 3)  — a, -h  («,  —  a)  H- (M  —  a)  -»-(a,— a)/». 

Mais  nous  pouvons  aussi  trouver  de  la  môme  manière  le  nombre 
oc,ç  des  courbes  d'un  système  linéaire  f/  fois  infini  à  M  points  d'in- 
tersection mobiles  tangentes  en  un  point  à  un  degré  ç  de  multipli- 
cité et  simplement  tangentes  en  un  autre  point.  On  obtient 

«W==2(«y— î— i)(iM  — </  — a) 

—  (î-t-OK+i  — K— '7  — 0  — (M  — 7— >)l+2(«7  — 7— O/'î 

pour  faire  concorder  nos  notations  avec  celles  de  Brill  nous  devons 
poser  otç=[(j]^  et  «ly  =  [i ,  ^]i,.  Notre  dernière  équation  doient 
par  là 

[«,  î]m=  2[7]m-i(M  —  a  -  7)  -  (î  -+-  i)  1(7  -^  i]^—  [</],,_, 

—  (M  — I  — y)|-<-a/>[7]M_,. 

On  peut  d'une  manière  tout  à  fait  analogue  établir  une  formule 
apprenant  à  former  le  nombre  [*,  y]«  au  moyen  du  nombre 

[•"  —  ».7]m-i. 

et  une  généralisation  ultérieure  donne  finalement  une  formule  de 
récursion  pour  le  nombre  [7,7',  •••»V^'^Jm)  c'est-à-dire  pour  le 
nombre  des  courbes  d'un  système  linéaire  de  multiplicité 


(')  Le  nombre  «'  te  délermlno  aiiiKi  qu'il  suit.  En  tout  point  ^^  est  tangente  un« 
courbe  du  réseau.  Or  celle-ci  compte  double  danB|rcnscmlile  des  «,  courbes  du 
réaeau  passant  par ^  '  qui  touchent  /;  par  conséquent,  de  fait,  chacun  des  autres  M  —  a 
poioU  d'intersection  avec  /  doit  être  compté  comme  point  x*  de  deux  râleurs 
correspondant  k^-*,  ainsi  que  l'exiße  le  théorème  ci-<Icssus. 

(*)  Les  formules  de  récursion  très  compliquées  données  |>ar  db  Jomqciésu  et  Batu. 
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Pour  finir,  nous  reviendrons  encore  une  fois  sur  les  formules 
relatives  aux  nombres  a^,  parce  que  leur  étude  attentive  conduit 
à  des  relations  géométriques  dignes  de  remarque  entre  certains  sys- 
tèmes de  courbes.  Nous  apprendrons  là  à  connaître  une  loi  de 
réciprocité  (  *  )qui  doit  dans  un  certain  sens  être  considérée  comme 
une  généralisation  du  principe  de  dualité. 

Soient  données  d'abord  deux  correspondances  <f[.T,  y)  =  o  et 
^(jc,y)  =  o;  soit  4>=  o,  la  courbe  de  coïncidence  (p.  162  )  de  <p, 
y  =  o  celle  de  «|/  ;  supposons  ensuite  que  cp  et  tp  soient  également  de 
Tordre  r  par  rapport  aux  x,  de  l'ordre  5  par  rapport  auxj'  et  n'aient 
aucun  point  de  coïncidence  commun.  Nous  considérerons  le  sys- 
tème linéaire  de  correspondances  (p  -f-  Xtj;  =  o.  Tout  point  de  f 
sera  alors  un  pointde  coïncidence  d'une  correspondance  du  système, 
et  d'une  seulement.  Si,  en  effet,  deux  correspondances  du  système 
devaient  avoir  un  point  commun  de  coïncidence,  ce  dernier  serait 
évidemment  un  point  de  coïncidence  pour  toutes  les  correspon- 
dances du  système,  et,  par  conséquent,  aussi  pour  (p  et  (|/,  ce  qui  est 
en  contradiction  avec  l'hypothèse.  Il  suit  de  là  que  par  chaque 
point  dey*  il  ne  passe  qu'une  seule  des  courbes  de  coïncidence 
appartenant  au  système  9  -+-  l'^i  =  o,  c'est-à-dire  que  ces  courbes 
forment  le  faisceau  <I>  H- XY,  ou,  en  d'autres  termes  :  U équation 
de  la  courbe  de  coïncidence  d'une  correspondance  ^{x,j)  =  o 
est  linéaire  par  rapport  aux  coefficients  de  f,  à  un  système 
linéaire  de  correspondances  répond  donc  aussi  un  système  linéaire 
de  courbes  de  coïncidence.  C'est  ce  que  confirment  les  deux 
exemples  que  nous  avons  calculés  ci-dessus  (cas  dey=i  etde7=2). 

Maintenant,  dans  le  système  9  -f-  /i|/  =  o,  seront  comprises  un 
certain  nombre  de  correspondances  pour  lesquelles  deux  points  de 
coïncidence  se  trouveront  infiniment  voisins,  et  ce  sont  précisé- 
ment celles  dont  les  courbes  correspondantes  de  coïncidence  faisant 


peuvent  être  remplacées  par  des  formules  directes  relativement  simples  au  cas  où  le 
système  linéaire  de  courbes  dépend  uniquement  de  points  ßxes  de  Ja  courbe  primi- 
tive, et  où  toutes  les  courbes  qui  en  font  partie  sont  adjointes  de  cette  dernière. 
Ces  formules  directes  ont  été  déduites  par  M.  Lindemai^m  de  la  théorie  des  fonc- 
tions 6  ;  voir  Berichte  der  naturforschenden  Gesellschaft  zu  Freiburg  in  Br.,  X.  VH, 
p.  373. 

(')  Voir  Brill,  Math.  Annalen,  t.  IV,  p.  527.  La  loi  de  rétùprocité  qui  va  être 
développée  peut  aussi  se  déduire  de  la  théorie  des  fonctions  6.  Foir  Lindemamm 
(/oc.  cit.). 
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partie  du  faisceau  4> -+- X^  =  o  touchent  la  courbe  y=o.  Mais 
nous  connaissons,  d'après  ce  qui  précède  (p.  i6i),  l'ordre  des 
courbes  <P  et  Y,  et  aussi,  d'après  la  formule  relative  à  a,,  le 
nombre  de  ces  courbes  tangentes  du  faisceau,  et.  par  conséquent, 
le  nombre  des  correspondances  ayant  le  caractère  précité. 

Dans  l'application  ultérieure  de  ces  développements,  la  re- 
marque suivante  sera  encore  utile.  Pour  le  nombre  «^  des  courbes 
d'un  système  linéaire  (*)  q  fois  infini  à  M  points  d'intersection 
mobiles,  qui  ont  un  contact  d'ordre  q,  nous  avons  trouvé  plus 
haut  la  valeur  (p.  172) 

En  posant  ici  M  —  1  à  la  place  de  M,  c'est-à-dire  en  considé- 
rant un  système  de  courbes  de  la  même  multiplicité  à  M  —  i 
points  d'intersection  mobiles  seulement,  on  reconnaît  qu'il  n'y  a 
dans  ce  système  que  «^ — (^"'"0  courbes  ayant  un  contact 
d'ordre  </.  La  courbe  du  système  qui  a  un  contact  d'ordre  q  au 
point  fixe  lui-même  compte  donc  q  -f-  1  fois  parmi  l' ensemble  des 
courbes  dont  le  contact  est  du  même  ordre. 

Étant  données  actuellement  y  -f-  i  courbes  Ço^fo^j»-  •  •  ?  ?7>  nous 
considérerons  le  système  q  fois  infini 

dont  les  courbes  individuelles  coupent  la  courbe  y*  en  M  points 
mobiles  (et  en  outre  en  a  points  fixes  simples  ou  doubles  de/*). 
Par  les  points  de  contact  des  courbes  du  système  q  —  i  fois  infini, 

qui  ont  un  contact  d'ordre  q  —  i ,  faisons  passer  une  courbe  4>, 
(qui  sera,  par  suite,  la  courbe  de  coïncidence  d'une  correspon- 
dance entre  un  point  àej  et  les  points  dans  lesquels  une  courbe 
du  système  passant  par  ce  point  a  un  contact  d'ordre  q  — 1).  Par 
les  points  correspondants  du  système 

faisons  passer  une  autre  courbe  0|,  etc.,  de  manière  à  obtenir  en 
(')  Par  •yttème,  on  doit  toujours  entendre  ici  un  •ystime  linéaire. 
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tout  </ -h  I  courbes  4>o,4>,,4>2,. . . ,  4>y.  Une  combinaison  linéaire 
des  (j  +  I  syslèmes  q  —  i  fois  infinis  ainsi  déterminés  des  (p  donne 
alors  sury  une  correspondance  qui  se  compose  linéairement  (') 
des  <i  -+- 1  correspondances  citées  (c'est-à-dire  déterminant  les  <ï>), 
et,  par  conséquent,  leur  courbe  de  coïncidence  se  compose  de 
môme  linéairement  avec  les  4>  suivant  le  théorème  précédent.  A 
l'ensemble  des  systèmes  q  —  i  fois  infinis  que  renferme  le  système 
donné,<7  fois  infini  des  ^,  correspond  ainsi  un  système  linéaire  q  fois 
infini  de  courbes  ^.  Dans  ce  dernier,  choisissons  de  nouveau  un 
système  q  —  i  fois  infini 

(I)  *,-l-p,4>s-<-.  ,  .  +  p^_,«l»^=0. 

A  chaque  courbe  de  celui-ci  correspond  un  système  q  —  i  fois 
infini  déterminé  de  courbes  cp,  et  précisément  un  système  compre- 
nant la  courbe  Ço  ;  car  les  systèmes  répondant  respectivement  aux 
courbes  ^, ,  4>j,  . . . ,  <1>^  renferment  individuellement  la  courbe  ipo- 
Maintenant,  dans  le  système  (I),  il  y  aura  un  certain  nombre  de 
courbes  ayant  un  contact  d'ordre  q  —  i  (^  points  de  section),  A 
une  telle  courbe  4>  doit  alors  correspondre  un  système  q  —  i  fois 
infini  de  courbes  <p  pour  lequel  q  des  courbes  ayant  un  contact 
d'ordre*/  —  i  qui  y  sont  comprises  coïncident;  car  à  tout  point 
d'intersection  d'une  courbe  4>  avec  y  correspond  une  courbe  c{>  du 
système  correspondant  des  9,  ayant  en  ce  point  un  contact 
d'ordre  q  —  i.  Parmi  les  systèmes  q  — 1  fois  infinis  de  courbes  cp 
qui  sont  possibles  dans  le  système  q  fois  infini  donné  et  qui  com- 
prennent la  courbe  cpo,  figurent  dans  tous  les  cas  ceux  dont  les  cour- 
bes passent  toutes  ensemble  par  un  point  d'intersection  de<p„  disecf 
(car  cela  donne  une  condition  linéaire  pour  les  q  paramètres). 
Dans  un  tel  système,  la  courbe  tangente  d'ordre  q  —  i ,  au  point  fixe 
lui-même,  compte  q  fois  d'après  une  observation  récemment  faite. 
Parmi  les  points  de  contact  des  courbes  4>  de  notre  système  q  —  i 
fois  infini  qui  sont  tangentes  d'ordre  q  —  i  se  trouvent  par  consé- 
quent dans  tous  les  cas  les  points  d'intersection  de  y  avec  9^;  et 
en  outre  encore  d'autres  points  (dépendant  uniquement  de  l'en- 
semble des  courbes  9)  dont  nous  devrons  nous  occuper  plus  tard. 

(')  A  lin  point  JT  de  f  doit  en  efliet  correspondre  alors  une  courbe  ip  du  système 
q  —  I  fois  iiifiiii  ayant  en  ce  point  un  contact  d'ordre  q  —  a,  c'est-à-dire  une  courbe 
composée  linéairement  avec  les  courbes  o.  (Voir  ci-aprés,  p.  184.) 
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La  réciprocité  entre  les  courbes  ^  et  ^  peut,  d'après  cela,  s'é- 
noncer de  la  manière  suivante  (  *  )  :  Si  l'on  groupe  les  7  -+- 1 
courbes  «p  en  ^  H-  i  systèmes  de  chacun  q,  et  que  l'on  cherche  les 
courbes  d'un  tel  système  qui  ont  avecy*un  contact  d'ordre  q  —  i , 
on  peut  faire  passer  par  les  points  de  contact  une  courbe  4>  qui,  en 
dehors  de  ces  points,  ne  rencontre  plus^qu'aux  points  fixes  des  ç 
et  aux  points  singuliers.  Chaque  système  fournit  ainsi  une  courbe  <t>, 
et  ces  courbes  forment  ensemble  un  système  de  ^  H-  i  courbes.  On 
peut  de  nouveau  appliquer  à  ces  dernières  la  même  opération  que 
l'on  a  appliquée  aux  courbes  o,  et  les  courbes  mobiles  qui  pren- 
nent ainsi  naissance  ne  sont  autres  que  les  courbes  9  dont  on  est 
parti. 

Avant  d'aller  plus  loin,  éclaircissons  ceci  par  un  exemple.  Sup- 
posons que  l'on  ait  q  =  a,  et,  par  conséquent,  le  réseau 

Nous  formons  les  trois  faisceaux 

Dans  chacun  d'eux  il  y  a  un  certain  nombre  de  courbes  tan- 
gentes dont  les  points  de  contact  sont  traversés  respectivement 
par  les  courbes  4>2  =  o,  4>o  =  o,  4>,  =  o.  Actuellement  considérons, 
par  exemple,  la  série  simplement  infinie  des  faisceaux 

(  ?o  -+-  ^?i  )  -+-  P  (  ?»  -^  ."?J  )  =  ". 

laquelle  embrasse  toutes  les  courbes  du  réseau,  mais  les  range 
seulement  d'une  manière  spéciale  en  ce  que  la  courbe  cp,  est  com- 
mune à  tous  les  faisceaux.  A  un  point  x  de /correspond  dans  le 
premier  faisceau  la  courbe  ^o('^')'?i  (/)  —  ^•(•^)?o(x)  =  o,  dans  le 
second  la  courbe  (pi(x)cp2(j') — ^^(j:)!]),  (^)  =  o,  par  conséquent 
dans  le  réseau  (d'après  notre  arrangement)  le  faisceau  de  courbes 

[fo(*)?i(.r)  — ?i{-r)?o{r)]-+-p[?i(-r)7,(j)-f,(x)?,(/)l  =  o. 


(')  Dans  la  marche  tuirie  par  Brill  (loc.cit.),  ce«  théorèniM  apparaisMnt  comme 
d«B  applications  d'un  théorème  sur  les  délcrminanls,  d'ailleun  important,  mab  »ur 

lequel  iiuus  n'insisterons  pas  ici. 
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d'où,  en  fail,  une  correspondance  qui  se  compose  linéairement 
avec  les  correspondances  données  parles  deux  premiers  faisceaux. 
Sa  courbe  de  coïncidence  est,  d'après  cela,  donnée  par  <I>,4-  p  <l>o=  o 
(p.  175).  Maintenant  à  une  courbe  tangente  du  dernier  faisceau 
correspond  un  faisceau  des  cp  dans  lequel  deux  courbes  tangentes  se 
confondent,  et  qui,  par  conséquent,  ou  bien  a,  comme  il  a  été 
décrit,  en  un  point  d'intersection  dey  avec  cp^  un  point  fixe,  ou 
bien  renferme  une  courbe  osculatrice  du  réseau  des  ip.  Si  donc 
nous  désignons  la  courbe  de  coïncidence  de  la  correspondance 

♦.(^)*.(r)-*«(^)*i(r)  =  o 

par  X|  =  o,  on  a  X|  =  ç^.L,  L  =  o  déterminant  sur  y  les  points 
où  les  courbes  du  réseau  ont  une  osculation.  Or,  ces  points  sont 
indépendants  de  l'arrangement  fait  par  nous  des  courbes  en  fais- 
ceaux ;  on  a,  par  conséquent,  aussi  X,  =  9>j.L,  Xj  =  93. L,  si  Xi=  o, 
X5=  o  déterminentlescourbestangentesdesfaisceaux4>,-f-p4>,=o, 
4>j-|-p4>,  =  o  (il  sera  démontré  ultérieurement  qu'aucun  facteur 
constant  ne  peut  se  trouver  à  côté  de  cfj,  Çj»  fs  dans  le  second 
membre).  Il  suit  de  là  que,  dans  tout  faisceau  compris  dans  le 
réseau  des  4>,  il  se  rencontrera  des  courbes  qui  touchenty=  o 
en  ses  points  d'intersection  avec  L  =  o.  Donc,  tandis  qu'en  un 
point  quelconque  de  /"une  seule  courbe  du  réseau  des  *P  est  tan- 
gente, il  y  a  un  nombre  infini  de  courbes  de  ce  réseau  tangentes 
en  chacun  des  points  dont  il  a  été  parlé.  Or,  un  point  dans  lequel 
cette  circonstance  se  présente  est,  comme  on  sait,  situé  sur  la 
jacobienne  du  réseau  (p.  102),  et  nous  avons  par  suite  ce  théo- 
rème : 

Les  points  où  une  courbe  du  reseau  des  '^  a  une  osculation  awec 
la  courbe  J^ sont  situés  sur  la  jacobienne  du  réseau  des  4>  (  M . 


(')  Oa  peut  aussi  le  démontrer  directement  par  voie  algébrique;  on  trouve  alors 
que  L  est  la  courbe  de  coïncidence  déjà  mentionnée  plus  haut  de  la  correspondance 
qui  détermine  les  courbes  osculatrices,  y  étant  égal  à  a(p.  173,  note).  Désignant 
par  (fX'/')  '^  déterminant  fonctionnel  des  trois  fonctions  f,Xi'j'  divisé  par  le  produit 
de  leurs  ordres,  on  a,  d'après  la  note  de  la  page  171, 

CO  *.  =  (/?.?,),    *.  =  (/p,p.),    ♦,  =  (/?.?.); 

(»)  X.  =  (/«.4«.),     X.  =  (/*,*.),     X.  =  (/♦.♦.); 

II. 
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Ces  relations  se  dessinent  d'une  manière  tout  à  fait  analogue 
dans  le  cas  général.  Nous  avons  d'abord  encore  ici  à  montrer  que, 
dans  un  système  q  —  i  fois  infini  de  courbes  *J>,  M  seulement 
des  courbes  ayant  un  contact  d'ordre  q  —  i  dépendent  de  la  ma- 
nière dont  les  q  systèmes  q  —  i  fois  infinis  de  courbes  «p  ont  été 
choisis  parmi  la  totalité  de  ces  courbes,  tandis  que  les  autres,  au 
contraire,  ne  dépendent  que  de  l'ensemble  des  courbes  9,  et  nous 
nous  proposons  de  montrer  que  ces  autres  courbes  sont  les  a^  points 
dans  lesquels  une  courbe  ^  peut  avoir  un  contact  d'ordre  q.  Dans 
ce  but  nous  établirons  les  considérations  suivantes  : 

Un  système  ^7-— i  fois  infini,  compris  dans  le  système  q  fois 
infini  des  (p,  est,  en  toute  hypothèse,  déterminé  par  q  courbes 
choisies  arbitrairement  dans  le  premier.  Considérons  maintenant 

d'où,  CD  vertu  des  explications  du  texte, 

(3)  (/♦.♦,)  =  ?,L,     (/♦.♦.)  =  ?.L.    (/♦.♦.)  =  P.L. 

On  a  d'ailleurs  constamment,  ainsi  qu'il  a  été  observé  p.  i65,  les  identités 

(/.♦.♦.)*,^- (/♦.♦.»♦.  +  (/♦.♦.)♦.  =  (♦.♦.♦.)/. 

et,  en  Taisant  usa{;o,  on  trouve,  en  vertu  de  (1)  et  (3),  pour  la  détermination  d«L,  la 
relation 

(1)  (?.?.?.)»'  =  (♦.♦,♦.). 

ce  qui  démontre  le  théorème  du  texte.  On  peut  d'ailleurs  montrer  que  L  est  toujours 
une  fonction  entière.  Nous  supposerons  que  les  courbes  f>  soient  de  l'ordre  m  et,  pour 
plus  de  simplicité,  ne  passent  pas  toutes  par  les  points  doubles  de/.  Alors  les  •  sont, 
d'après  (1),  de  Tordre  im-i-n  —  3;  L  est,  d'après  (3),  de  l'ordre  3(ffi -+-/#  — 3),  et 
par  conséquent  du  même  ordre  que  la  courbe  de  coïncidence  de  la  correspondance 
considérée  p.  i66.  foir  aussi  p.  i6i, 

(3)  (/?.?.)?.  Cr) -+-(/^?.)p.Cr)-^-(/?.p.)p.(r)  =  o. 

Parmi  les  points  d'intersection  do  cette  dernière  courbe  avec /,  y('/-4-i)=:6  M 
trouvent  réunis  en  chaque  point  double  dp/(d'après  le  théorème  sur  les colncidenew 
improprement  dites,  p.  iC4);  mais  au  même  point  sont  situés  dos  points  d'intersecUoa 
en  nombre  t-gal  de  chacune  des  courbes  (/♦^♦j)  =  o  avec/,  comme  il  n>sulle  d'un 
théorème  énoncé  p.  i6'j  (car  les  courbes  ♦  comme  courbes  de  coïncidence  passent 
toutes  par  les  points  doubles  et  cuspiilanx  de  /).  Iji courbe  (/♦,♦»)  coupe  donc/ 
aux  mômes  points  absolument  que  le  produit  f,L,  et  peut,  par  suite,  être  représentée 
sous  la  forme  f,L-4-K/.  Puisque  L  se  comporte  aux  points  singuliers  do /comme 
la  courbe  de  coïncidence  de  la  correspondance  (5),  il  on  résulte  que  L  est  ta/onctiom 
calculée  par  Brill  (Math.  MiinaUn,  t.  III,  p.  4^^)  (^  ?••"'  ""  fsctcur  numérique).  — 
Les  théorèmes  exprimés  dans  les  équations  (3),  (4)  relativement  aux  détanninanta 
fonctionnels  se  rattachent  à  ceux  donnes  par  Clrbsch  {Journal  de  Crelte,  t.  C9  et  70). 
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un  syslème  q  —  i  fois  infini  de  cette  nature  renfermant  une 
courbe  ^  quelconque  (comme  ^,),  et,  en  outre,  q  —  i  courbes ':5» 
voisines  les  unes  des  autres  et  tangentes  d'ordre  c/  —  i,  c'est-à- 
dire  sécantes  d'ordre  q  en  q  —  i  points  ^  àef  voisins  les  uns  des 
autres  (*).  La  courbe  <l>,  qui  répond  au  système  ainsi  construit, 
aura  toujours  en  \  un  contact  d'ordre  q  —  2  avec  y,  mais  elle  cou- 
pera simplement  la  courbe  aux  autres  points  où  d'autres  courbes  y 
de  notre  système  ont  avec /"un  contact  d'ordre  q  —  i .  Si  nous  fai- 
sons actuellement  avancer  |  sury,  notre  syslème  q  —  i  fois  infini 
variera  avec  ^,  tout  en  renfermant  encore  (fo?  et  en  particulier  \ 
peut  avoir  une  position  telle  que  la  courbe  correspondante  4>  soit 
tangente  de  l'ordre  q  —  i,  c'est-à-dire  sécante  d'ordre  q.  Dans  ce 
cas,  nous  avons  dans  le  système  en  question  des  courbes  9»,  non 
pas  q  —  I,  mais  q  courbes  voisines,  qui  ont  chacune  avec  f,  aux 
points  H,  un  contact  d'ordre  q  —  i .  Cette  circonstance  se  présente, 
d'après  ce  qui  précède,  premièrement  aux  points  d'intersection 
de  y  avec  (p,  {p.  176),  deuxièmement  aux  Uç  points  où  une 
courbe  ç  peut  avoir  un  contact  d'ordre  q,  cette  courbe  comptant 
alors  double.  Mais  le  fait  ne  peut  avoir  lieu  en  d'autres  points  dey. 

En  efiet,  une  courbe  o,  ayant  quelque  autre  part  un  contact 
d'ordre^  —  i,  ne  compte  toujours  qu'une  fois;  un  des  systèmes 
q  —  I  fois  infinis  compris  dans  le  système  q  fois  infini  des 
courbes  (f  est  donc  complètement  déterminé  par  q  courbes  voi- 
sines, et  conséquemment  ne  comprendra  plus  la  courbe  Oo  dont  le 
choix  est  entièrement  arbitraire.  Donc,  dans  les  points  de  contact 
des  courbes  0  du  système  q  —  i  fois  infini  répondant  à  ^o  qui 
sont  tangentes  d'ordre  q  —  i ,  sont  uniquement  compris,  en  dehors 
des  points  d'intersection  de  c^)©  avec  y,  les  points  a.q  qui  dépendent 
de  l'ensemble  des  y. 

Mais  ces  points  doivent  être  comptés  q  —  i  fois.  En  effet, 
puisque  les  <î>,  conformément  à  leur  définition,  rencontrent  f 
en  aç_,  points  mobiles,  a^_i  étant  égal,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
p.  172,  à^[M-h(y  — 1)(/) — i)],  ety  étant  d'abord  supposé  n'avoir 
pas  de  points  de  rebroussement,  on  a  pour  le  nombre  ^K,q^i  des 
courbes  qui  appartiennent    au    système  (I)    et   ont   un   contact 


(')  On  peut  déterminer  des  courbes  semblables  en  tout  point  de  f,  parce  qu'une 
courbe  ^  est  précisément  déterminée  par  q  points  (qui  sont  ici  voisins). 


|83  TOMS  II.  —  CaAFiTKB  I. 

d'ordre  </  —  i  la  relation 

Ces  points  doivent  ôtre  situés  en  partie  aux  M  intersections  de  <^» 
avec  y  qui  ne  sont  pas  communes  à  toutes  les  courbes  ^  (car  par 
les  points  communs  passent  aussi  les  courbes  <ï>),  en  partie  aux 
points  a^;  c'est-à-dire  que  pour  toutes  les  valeurs  de  M  existe  né- 
cessairement la  relation 

«7*M -+- 7 (<7«  —  i) (/>  —  i)  =  xM -+- >(7 -4- i)  (M  H- 7/>  —  7). 

Mais  de  là  résulte  x  =  i  et  À  =  y  —  1 .  c.  q.  f.  d. 

Les  ^l,y_i  points  sont  traversés  par  une  courbe  que  nous  dési- 
gnerons par  Xo,  et  qui  passe  en  outre  par  les  points  singuliers 
ainsi  que  par  les  points  simples  de  J  communs  aux  courbes  <ç. 
Nous  nous  proposons  de  déterminer  la  manière  dont  se  comporte  X» 
en  ces  derniers  points.  Nous  le  pouvons,  d'après  un  théorème  pré- 
cédent (p.  164),  parce  que  X^  est  courbe  de  coïncidence  d'une  cor- 
respondance à  point  de  7  —  i  valeurs  en  x  =y,  correspondance  en 
vertu  de  laquelle  à  tout  point  j:  répond  une  courbe  4>  du  système  (I). 
Mais  nous  connaissons  la  manière  d'être  des  courbes  4>  aux  points 
en  question,  puisqu'elles  sont  courbes  de  coïncidence  de  corres- 
pondances en  vertu  desquelles  à  tout  point  x  répond  une  courbe  (f 
ayant  en  ce  point  un  contact  d'ordre  7  — 2.  Et  en  tout  point  double 
dey,  où  se  trouvent  or  points  d'intersection  fixes,  d'après  le  théo- 
rème précité  et  en  observant  que  l'on  a  7=7  —  i,  sont  situés 
t/{o  -h  (/  —  i)  points  d'intersection  des  <I>,  et  par  conséquent 

(II)  q[q{<T  -h  q  —  l]  +  q  -  J]  =  q*<T  -h  q[q*-  l] 

points  d'intersection  de  Xq.  Au  contraire,  en  tout  point  simple 
dey  dans  lequel  les  <l>  ont  a  points  communs  avec  /,  sont  situés 
79  points  d'intersection  des  0,  et  conséquemment  7^9  points  d'in- 
tersection de  Xq.  Or,  il  est  facile  de  voir  que  dans  tous  les  points 
d'intersection  de  Xo  avec  f  le  produit  f,LJ~'  se  comporte  de 
môme,  si  Ly=  o  est  la  courbe  de  coïncidence  qui  découpe  les 
points  »tj.  En  effet,  pour  ces  derniers  il  y  a,  d'après  le  même  théo- 
rème, (7-1-1)7  points  d'intersection  de  L^  qui  tombent  en  tout 
point  simple  de  y  appartenant  à  l'espèce  précitée,  et  par  consé- 
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quent 

a  -h  [q  —  l)[q  -^l)9=:q*(T 

points  d'intersection  du  produit  Ço^!!  •  D'ailleurs,  en  tout  point 
double  dey  où  se  trouvent  a  points  d'intersection  fixes  des  «^, 
sont  situés  (^ -t- i)(a -h^)  points  de  L^  et  par  conséquent,  comme 
dans  (II), 

<T+{q-t){q-hl){iT-hq)  =  q*(r-i-q{q*-t) 

points  de  ÇoL«~'î  enfin,  ce  dernier  produit  passe  une  fois  par  les 
M  points  d'intersection  de  (f^  avec /"et  q  — i  fois  par  les  points  a^, 
comme  cela  doit  être.  Si  donc  C  désigne  un  facteur  constant,  nous 
pouvons  (sous  adjonction  àe  f)  poser  (') 

(ni)  x,  =  c.7..Lr'. 

Mais  le  facteur  C  ne  peut  être  qu'un  facteur  numérique,  ou,  en 
d'autres  termes,  ne  peut  plus  renfermer  les  coefficients  des  courbes^ 
et  f.  Autrement,  en  effet,  son  évanouissement  exprimerait  que 
dans  le  système  (I)  il  existe  une  infinité  de  courbes  <î>  ayant  un 
contact  d'ordre  q  —  i  (X^  étant  identiquement  nul);  mais  il  fau- 
drait alors,  ou  bien  que  cpo  eût  une  infinité  de  points  communs 
avecy,  ou  bien  qu'il  existât  dans  le  système  une  infinité  de  courbes  o 
ayant  un  contact  d'ordre  q  (d'où  L^^o).  Mais  évidemment  les 
deux  conditions  ne  peuvent  pas  être  indiquées  par  l'évanouissement 
d'une  expression  unique  G.  Donc,  puisque  C  est  un  facteur  numé- 
rique, il  doit,  par  raison  de  symétrie,  avoir  la  même  valeur  dans 
toutes  les  équations  qui  se  déduisent  de  (III)  par  permutation 
de  9>o  avec  (pi,  «pa,  . . .,  Ç^,  et  nous  pouvons  le  faire  entrer  dans  la 
définition  des  expressions  X/;  X|,  X2,  X3,  . . . ,  X^  ayant  un  sens 
analogue  à  Xq.  On  a  donc  les  équations 

[Vf]  X,  =  ?,.L|-'. 


(•)  On  reconnaît  facilement  aussi  qu'il  y  a  concordance  entre  les  ordres  dans  les 
deux  membres,  car  (p.  161)  L^  est  de  l'ordre  (7-+-i)j"»H — («  — 3)f  |(«  dési- 
gnant l'ordre  de  ^„n  celui  àef),  et  X,  est  de  l'ordre 
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La  loi  de  réciprocité  énoncée  plus  haut  est  ainsi  complètement 
démontrée  (p.  178). 

Cette  même  loi  trouve  son  expression  dans  la  corrp-^pondanrc 
des  nombres  M  et  a^_i,  c'est-à-dire,  des  nombres  ivl.nl-  mx 
points  d'intersection  mobiles  des  courbes  ^  et  <I>.  De  toute  relation 
entre  les  nombres  M,  a^_i  et  autres  dépendant  des  ç;,  on  prut  rn 
déduire  une  seconde,  en  permutant  M  avec  «y_,  (  i  hv^  .mirrs 
nombres  avec  ceux  qui  leur  correspondent  dans  le  système  des  4>. 
En  particulier  se  présente  ici  la  question  de  savoir  quel  nombre  ß^ 
doit  être  considéré  dans  ce  dernier  comme  répondant  au  nombre  acç. 
Les  points  «^  sont  conjointement  avec  les  points  de  rebrotisscment 
dey  (lesquels  doivent  éventuellement  être  comptés  plusieurs  fois), 
les  points  de  coïncidence  proprement  dits  d'une  correspondance 
dont  la  courbe  de  coïncidence  est  donnée  par  L^  =  o.  Pour  trouver  le 
nombre  ß^,  il  nous  faut  donc  former  la  courbe  hç  pour  Ir  s\>ième 
des  4>  au  lieu  de  celui  des  9.  Noiis  allons  montrer  qu'il j  a  iden- 
tité entre  cette  courbe  et  la  première  courbe  L^. 

La  correspondance  pour  laquelle  L^  est  courbe  de  coïncidence 
associe  à  tout  point  x  une  courbe  du  système  des  courbes  ©  a\imi 
sur  ce  point  un  contact  d'ordre  q  —  i  et  à  tout  point  j)'  une  courb»; 
qui  traverse  sur  /les  points  de  contact  de  la  courbe  9  tanj^ente 
d'ordre  q  — i  qui  passe  par ^',  c'est-à-dire  une  courbe  du  -\  -ii  iiie<l>. 
Cette  correspondance  sera  donc  représentée  par  une  i;<jualion 
linéaire  pnr  rapport  aux  quantités  9(j)  ),  et  linéaire  par  rapport 
aux  quaiiiilt  s  <l>(j7).  Actuellement,  si  l'on  considère  nu  pi.int  .r 
pour  lequel  4>o  s'évanouit,  la  courbe  <p,  qui  y  est  tangente  d'ordre 
q  —  I ,  par  suite  de  la  définition  de  Oo,  est  nécossnirrnirnt  une  com- 
binaison linéaire  des  fonctions  <p,,  95»  •  •  •  >  <Pv  •  '  "  <1  'ni  1  <>  termes, 
dans  notre  expression  linéo-linéaire,  <^o  sera  toujours  ninliipliée 
par  <po,  tandis  que  les  autres  expressions  $  ne  peuvent  avoir  ce 
facteur.  Si  l'on  considère  ensuite  un  point  ^'  de/ situé  sur  ©n.  ou 
reconnaît  de  môme  que  4>o  ne  peut  pas  non  plus  se  pi>  ni,  r 
multiplié  par  les  facteurs  91,  92»  •  •  •>  ??•  De  plus,  aucun  facteur 
constant  (aucun  invariant  simultané  des  9  et  de /*)  ne  peut  s'ad- 
joindre au  produit  $o9o-  L'évanouissement  d'un  tel  facteur  aurait 
en  effet  pour  conséquence  que  dans  l'équation  de  la  correspondance 
ne  figurerait  plus  de  terme  en  cpo  {j)-  Donc,  en  vertu  de  la  correspon- 
dance, serait  associée  à  tout  point xde/unccourbedu  système  y — i 
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fols  infini  déterminé  par  9i ,  92  . . . ,  9^,  ayant  en  ce  point  un  contact 
d'ordre  <7  —  i  ;  or,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  dans 
ce  système  il  y  ait  une  infinité  de  courbes  9  tangentes  d'ordre  q  —  i 
est  évidemment  l'évanouissement  identique  de  ^oî  cette  même 
condition  ne  peut  donc  pas  être  exprimée  par  l'évanouissement 
d'un  invariant.  Le  produit  $o9o  ne  peut  ainsi  être  multiplié  dans 
l'équation  de  correspondance  que  par  un  facteur  numérique,  et  à 
cause  de  la  symétrie  il  doit  en  être  de  même  des  termes  0|  91 ,  .  .  . , 
Oy9y.  La  correspondance  demandée  peut  donc  être  représentée 
sous  la  forme  (  '  ) 
• 
*o(-^)  ?o(  j)  +  *.  (•»•)  ?i(  j)  +.  .  .  ♦^(.r)  ^^[x)  =  o. 

Si  l'on  établit  la  correspondance  analogue  pour  les  exprès- 
sions^,  on  obtient  absolument  la  même  équation;  seulement  les  x 
et  les  j^  sont  intervertis.  On  a,  en  effet,  à  écrire  <!>/  à  la  place  de  9,-, 
X/  à  la  place  de  $,  ;  alors  un  facteur  L^~'  se  sépare  en  vertu  de  (IV) 
et  l'on  obtient  le  résultat  susénoncé.  Les  correspondances  étant 
les  mêmes,  leurs  courbes  de  coïncidence  sont  aussi  identiques,  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

Les  résultats  algébriques  conclus  des  précédentes  considérations 
continuent  évidemment  à  rester  vrais,  si  la  courbe /^possède  des 
rebroussements  ;  seulement,  quelques-uns  des  «g  points  de  coïnci- 
dence proprement  dits  se  confondent  avec  ces  points  (suivant  une 
loi  à  déterminer).  L'étude  de  ces  faits  va  nous  conduire  à  la  déter- 
mination demandée  du  nombre  ßq. 

Les  points  d'intersection  de  L^  avecyqui  donnent  des  coïnci- 
dences proprement  dites  se  décomposent  en  deux  groupes  :  les  a^ 
points  non  situés  aux  points  de  rebroussement,  et  les  /•  rebrousse- 
ments dey,  par  lesquels  nous  supposerons  d'abord  que  les  courbes  9 
ne  passent  pas.  Dans  tout  point  du  premier  groupe  une  courbe  9  a 
un  contact  d'ordre  q,  et  toute  courbe  cj)  qui  y  renferme  q  points  voi- 
sins de  /^ passe  aussi  par  un  (^-f-i)'*""*  point  voisin  sur  la  même 
courbe.  En  un  point  du  même  groupe,  une  courbe  $  (comptant 
éventuellement  plusieurs  fois)  a  de  même  un  contact  d'ordre  q,  et, 
en  outre,  un  nombre  simplement  infini  de  courbes  $  y  ont  cha- 


(')  P'oir  l'exemple  de  y=  3,  p.  i65. 
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cune  un  contact  d'ordre  <y  —  i  (•).  Dans  un  rebroussement,  au  con- 
traire, les  9  sc  comportent  exactement  comme  les  $  en  un  des 
points  ocq]  en  efiet,  chacune  des  courbes^  en  nombre  simplement 
infini  qui  passent  par  le  point  de  rebroussement  et  par  q  —  a  points 
voisins  a  un  contact  d'ordre  y  —  i ,  parce  que  le  point  de  rebrous- 
sement compte  double,  et  parmi  elles  il  v  aura  une  courbe  (comp- 
tant éventuellement  plusieurs  fois  ) ,  qui  renferme  encore  un 
[f/  —  i)'*"*  point  voisin  sur/ (c'est-à-dire  de  nouveau  en  tout  q  ■+■  i 
points  voisins).  Il  suit  de  là,  d'après  notre  loi  de  réciprocité,  qu'in- 
versement les  9  se  comportent  aux  points  de  rebroussement  dey* 
comme  les  9  aux  points  aq',  c'est-à-dire  que  nous  devons  prendre 
ßg  =  /•.  ^insi  les  nombres  »q  et  /•  se  correspondent  en  vertu  de 
la  réciprocité  entre  les  <p  et  les  $. 

La  manière  d'être  spéciale  des  ^  aux  points  de  rebroussement 
ne  peut  être  fondée  que  sur  ce  que  ces  courbes  passent  toutes, 
comme  courbes  de  coïncidence,  au  travers  des  points  de  rebrous- 
sement, car  autrement  les  mêmes  conclusions  auraient  lieu  pour 
elles  que  pour  les  courbes  9.  On  peut,  en  revenant  en  arrière,  dé- 
duire de  là  que  notre  conclusion  est  également  inexacte  pour  les 
courbes  9,  si  celles-ci  ont  des  points  fixes  communs  aux  points  de 
rebroussement;  c'est-à-dire  que  ces  derniers  se  comportent  alors 
comme  les  points  aç.  Si  donc  les  courbes  9  passent  toutes  ensemble 
par  r'  points  de  rebroussement  def,  les  nombres  ocq  et  r  —  /•'  ou  r 
et  aç  -f-  r^  se  correspondent,  dételle  sorte  que  chacun  des  /•'  rebrous- 
scments  de  cette  espèce  se  correspond  à  lui-même. 

Ces  dernières  réflexions  nous  permettent  enfin  de  déterminer 
aussi  les  réductions  qu'éprouve  le  nombre  «y  en  cas  de  points  de 
rebroussement.  Considérons  un  s^'stème  q  fois  infini  de  courbes  9, 
pour  lesquelles  M,  /*,  t^  sont  supposés  avoir  les  significations  ci- 
dessus.  Le  nombre  des  courbes  9  qui  passent  par  un  point  quel- 
conque du  plan  et  ont  un  contact  d'ordre^ — i  avec  la  courbe 
primitive  est  alors 

«^.,  =  ^[M-^(ç-l)(/»-l)]-pr-.o'r'. 

p,  çf  étant  encore  à  déterminer.  Mais  de  là  résulte,  en  permutant 
d'après  notre  loi  de  réciprocité  «^ —  i  avec  M,  r  avec  «^-h  /"',  cette 

(')  Od  le  r«conn«U  de  la  même  manière  qae  pour  le  cas  de  f  s=. a. 
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autre  équation 

M  =  î[«^_,  H-  (y  —  i)  (p  —•)]  —  .»  K -<-'■')  -  ?''■'' 
et,  par  élimination  de  aç_,  entre  les  deux, 

pa^  =  {q*-  i)[Vl-i-qp-q)  —  oqr-r'lp  +  {q  +  l)p']. 

Mais  pour  r=  r'=oon  a,  comme  on  sait,  a^  =  (^ -h  i  )  (M -I- ^/;  —  q) 
et  par  suite  p  =  q  —  i  •  Si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  la  dernière 
équation,  tous  les  termes  de  celle-ci  auront  le  facteur^  —  i,à 
l'exception  du  terme  multiplié  par  p'. 

Si  donc  p'   ,  désigne  un  nombre  entier  à  déterminer,  on  a 

Il  vient  par  suite 

«y  =  (7 -M)  (M  -4- 7/»  -  î)  -  jr  -  [(^ -f- l)p;_, -+-  l]/ 
Cl 

«,_,  =  <7[M  +  [q-x)[p-  ,)]  _  [q  _  ,)  (r+  p;_,  r'). 

Il  résulte  de  là,  par  substitution  de  ^  -h  i  k  q, 

«,  =  (^-1-  i)(M+7/J  — 7)— 7(rH-p'/). 

L'identification  des  deux  valeurs  ainsi  trouvées  de  a^  conduit  à  la 
formule  de  récursion 

Or,  nous  connaissons  la  valeur  de  p'  pour  q  =  \,  jz=:  7^=1, 
M  =  «  —  2  (p.  167,  où  nous  avons  obtenu  pour  le  nombre  des 
tangentes  menées  d'un  point  de  rebroussemenl  à  la  courbe  C«  la 
valeur  a,  =  Â  —  3).  Il  résulte  de  là  que  l'on  a  <j'  =  —  i ,  et  il  vient 
en  conséquence 

2p^  =  3p\  -+- 1  =  —  2,     d'où     p'j  =  —  I ,  etc. 

On  trouve  ainsi  d'une  manière  générale  que  p'  est  indépendant 
de  q  et  égal  à  —  i ,  ce  qui  donne  le  théorème  suivant  : 

Dans  un  sjstènie  linéaire  q  fois  inßni  de  courbes  ajant  surj 
des  points  ßxes  communs  quelconques,  parmi  lesquels  /■'  points 
de  rebroussement  de  f,  et  rencontrant  en  outre  f  en  M  points 
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mobiles,  il  existe 

«^  =  (7  -h  l)  (M  -+-  7/J  -  q]  ^q[r-^^) 

courbes  ayant  avec  J  un  contact  d^  ordre  q  {ailleurs  qu'  aux  points 
ßxes).  Dans  cette  Jormule,  p  est  le  genre,  i^  le  nombre  des  points 
de  rebroussement  dej. 

Observons,  en  lerrninant,  que  des  lois  analogues  de  réciprocité 
peuvent  s'établir  pour  les  variétés  linéaires  moins  élevées,  de 
courbes  ç  extraites  du  système  d'ordre  7  (  '  ).  Ces  lois  permettent 
de  déterminer  exactement  les  courbes  ayant  un  contact  multiple 
aux  divers  points  àef^voir  Brill,  loc.  cit.  ) 


YL.  —  Représentation  à  détermination  unique  de  deux  plans 
l'un  sur  l'autre. 

Le  point  de  départ  de  nos  recherches  sur  les  courbes  algébriques 
a  été  la  théorie  de  la  transformation  linéaire.  Nous  avons  appris  à 
considérer  cette  dernière  comme  l'expression  analytique  de  la  rela- 
tion projective  de  deux  plans,  l'un  par  rapport  à  l'autre,  et  nous 
avons  pu,  en  conséquence,  définir  les  propriétés  auxquelles  nous 
avions  uniquement  égard  dans  les  courbes  comme  étant  celles  qui 
ne  sont  modifiées  par  aucune  projection  (réelle  ou  imaginaire)  des 
courbes  en  question.  A  la  suite  de  ces  considérations  est  venue 
d'abord  la  théorie  des  formes  algébriques  ternaires,  et  avec  elle  au 
premier  plan  la  notation  et  le  calcul  symboliques,  qui  nous  ont 
fourni  un  algorithme  élégant  pour  les  considérations  géométriques. 
En  avançant  davantage,  nous  avons  d'ailleurs  franchi  successive- 
ment les  limites  du  terrain  caractérisé  par  ces  points  de  vue.  En  eflTet, 
les  relations  respectives  entre  la  hessienne  et  la  sleinérienne  nous 
ont  déjà  ofiert  un  exemple  de  deux  courbes  ayant  entre  elles  une 
relation  non  linéaire,  mais  pourtant  univoque,  et  dans  l'étude  de  la 
géométrie  sur  une  courbe  algébrique  nous  avons  encore  plus 
souvent  remarqué  occasionnellement  que  les  propositions  exposées 


(')  Nous  devons  faire  remarquer  quo  ces  loi«  de  réciprocité  sont  en  corréUtioD 
étruileavec  la  loi  ordinaire  do  dualité,  telle  que  celle-ci  te  préaeote  dan»  Iv«  eapaees 
de  plusieurs  dimensiout.  (foir  aussi  la  note  de  la  p.  107.) 
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avaient  un  caraclère  invariant,  non-seulement  vis-à-vis  d'une  trans- 
formation linéaire,  mais  encore  en  général  vis-à-vis  d'une  trans- 
formation univoque  de  la  courbe  originaire,  c'est-à-dire  qu'elles 
avaient  lieu  pour  la  courbe  transformée  aussi  bien  que  pour  la 
courbe  primitive.  Mais,  tandis  que  nous  ne  parlions  plus  haut  que 
de  deux  courbes  liées  élément  par  élément  l'une  à  l'autre,  on  peut 
aussi  poser  la  question  de  savoir  s'il  est  possible  d'établir  entre 
deux  plans,  point  par  point,  une  relation  à  détermination  unique, 
et  quelles  sont  les  propriétés  qui  appartiennent  à  ces  sortes 
de  transformations.  Les  transformations  relatives  à  tout  le  plan 
doivent  seules  nous  occuper  d'abord;  nous  traiterons  dans  une  autre 
occasion  de  celles  qui  sont  univoques  pour  deux  courbes  indivi- 
duelles seulement. 

Un  exemple  très  simple,  celui  de  la  transformation  quadra- 
tique ('),  nous  montre  immédiatement  la  possibilité  d'une  relation 
non  linéaire  existant  avec  réciprocité,  élément  par  élément  entre 
deux  plans.  Cette  transformation  est  établie  entre  les  points  x  ety 
des  deux  plans  supposés  réunis  ou  séparés  E^  et  E^  au  moyen  des 
équations 

(«)  />-^i=jjr3.    p-^i  =  j3ru    p-^3=xijii 

qui  donnent  immédiatement  les  formules  inverses  également  à 
détermination  unique  : 

(2)  «rjj=j:,j:3,      (rXt  =  ^3^1^      o-Jj  =  jriX2. 

Nous  nous  proposons  d'examiner  avec  soin  ce  cas  spécial  très- 
important  pour  ce  qui  va  suivre.  A  une  ligne  droite  m^=  o  corres- 
pond, en  vertu  de  (i),  sur  E^  une  conique 

(3)  «ijjja  +  «ir3ji-i- "3rirî  =  o» 

et  inversement  à  une  ligne  c^=  o  correspond,  en  vertu  de  (2),  sur 


(')  Elle  a  d'abord  été  considérée  par  Mag:«cs  :  Sammlung  von  Aufgaben  und 
Lehrsäuen  aus  der  analytischen  Geometrie,  Berlin,  i833,  et  auparavant  dans  le  Journal 
de  Grelle,  t.  8.  Elle  l'a  été  plus  tard  par  Steimeh  :  Systematische  EnttvicAlung  der 
Abhängigheit,  etc.  Des  transformations  quadratiques  se  trouvent  déjà  occasionnel- 
lement dans  Po:<CELET  {Traité  des  propriétés  projectiles  des  figures,  löaa,  p.  198),  et 
Pllckek  {Journal  de  Grelle,  t.  5). 
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Ëx  une  conique 

•»jXjX,  H-  «'jXjXi  H-  t',a:,x,  =  o  ; 

nous  voyons  que  la  relation  mutuelle  des  deux  plans  est  absolu- 
ment la  même.  Le  caractère  univoque  de  cette  relation  devient 
évident  ainsi  qu'il  suit.  Au  point  d'intersection  de  deux  lignes 
Ux  =  o  et  m'^  =:  o  sur  Ej  correspondent  sur  Ey  les  points  d'inter- 
section de  la  conique  (3)  avec  la  conique 

«',  r»  J»  H-  «j7»ri  -H  «3^1^«  =  o. 

Mais  nous  remarquerons  que  de  ces  quatre  points  d'intersection 
trois  sont  toujours  les  mêmes  :  à  savoir  les  sommets  du  triangle 
^ ,  =  o ,  j)^2=  o ,  }'3  =  o .  yàux  droites  de  l'un  des  plans  correspondent 
donc  sur  l'autre  des  coniques  passant  par  trois  points  ßxes  que 
nous  appellerons  points  fondamentaux,  ei  au  point  d'intersection  de 
deux  droites  le  (/uatrième  point  d'intersection  mobile  des  deux 
coniques  correspondantes  (  •  ) . 

Nous  pouvons,  en  général,  définir  géométriquement  cette  trans- 
formation de  la  manière  suivante  :  nous  poserons  en  fait  que 
l'ensemble  des  droites  en  nombre  doublement  infini  d'un  plan 
correspond  à  l'ensemble  des  coniques  en  nombre  doublement  infini 
d'un  réseau  à  trois  points  fondamentaux  fixes.  Aux  coniques  qui 
passent  par  un  point  de  l'un  des  plans  répondent  alors  les  droites 
qui  passent  par  un  point  de  l'autre  plan  ;  à  chaque  point  de  l'un 
des  plans  correspond  par  conséquent  l'intersection  de  deux  droites 
(et,  par  suite,  d'une  infinité  de  droites)  de  l'autre  plan,  et  réci- 
proquement. D'après  ces  idées,  nous  pouvons  concevoir  la  repré- 
sentation algébrique  de  la  transformation  d'une  manière  plus 
générale,  ainsi  qu'il  suit.  Soient  Q,,Q„  Qs  et  Q',,  Qj ,  Q',  des  fonc- 
tions quelconques  linéaires  en  yi,jt,  Ja',  les  deux  équations 
linéaires 
..  I  Qi-'j-+-Qî^jH-Qj-»^»=o, 

donnent  de  nouveau  notre  relation,   car  en  les  résolvant   uuu:> 


(')  Deux  des  points  fondamentaux  ou  même  tous  les  trois  peuTent  ètr«  inflninant 
voisins;  alors  toutes  les  coniques  du  rés«au  ont  entre  elles  un  contact  du  premier  ou 
du  second  ordre. 
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obtenons  (  '  ) 
px,=  Q,Q',-Q,Q'„    /.^,=  Q,Q'i-QiQ'„    p*,  =  QiQ',  -  QiQ'i. 

et  les  équations  Xi  =  o,  x,  =  o,  0:3  =  o  représentent  encore  en  effet 
trois  coniques  ayant  trois  points  fixes,  les  points  fondamentaux 
du  plan  E^.  L'inversion  de  ces  formules  s'obtiendrait  en  ordon- 
nant les  équations  (4)  suivant  les^,-  et  en  résolvant. 

Nous  désignerons  par  ß,,  ^2-,  ß»  les  trois  points  fondamentaux 
du  plan  E^,  par  «,,  a,,  «,  les  trois  points  fondamentaux  de  E^. 
Pour  ces  trois  points  eux-mêmes,  notre  transformation  n'est  plus 
à  détermination  unique,  et  il  se  rencontre  des  points  exceptionnels 
semblables  dans  toutes  les  relations  univoques  d'ordre  supérieur. 
Au  point  a,  (x,  =:o,  Xj=o)  correspondent  en  effet,  d'après  (1) 
et  (2),  tousXes  points  de  la  droite  ß,ßj  (^2=  o)  surE_^;  et  inverse- 
ment à  tout  point  de  cette  droite  correspond  un  seul  et  même 
pointa^surEx.  Mais,  comme  la  droite  ßjßa  contient  les  points  ß,,ßs 
auxquels  correspondent  respectivement  les  droites  entières  «3«!, 
aïOLt,  le  théorème  d'après  lequel  à  toute  droite  de  l'un  des  sys- 
tèmes répond  dans  l'autre  une  conique  passant  par  les  trois  points 
fondamentaux  ne  souffre  pour  la  droite  ßjßs  aucune  exception. 

A  l'aide  de  ces  remarques,  nous  pouvons  facilement  indiquer 


(')  On  peut  écrire  les  équations  (.'j)  sous  la  forme  1'Za^x^Y^  =  o,I,'Zb^x^jr^=.o. 
Si  l'on  prend  en  particulier  a  =  a^^,  b^  =  b^  et  qu'on  fasse  coïncider  les  plans  E^ 
et  E  ,  deux  points  correspondants  x  ei  jr  forment  un  couple  de  pôles  conjugués 
relativement  aux  deux  coniques  'S.la^x^x^=  Oyllb^x^x^^o.  Les  points  fonda- 
mentaux de  l'un  des  plans  coïncident  avec  ceux  de  l'autre  et  forment  les  sommets  du 
triangle  polaire  commun  aux  deux  coniques.  On  obtient  une  autre  représentation 
géométrique  simple  de  la  relation  si  (dans  la  situation  réunie  des  deux  plans)  on 
place  deux  points  fondamentaux  aux  points  circulaires  imaginaires  et  le  troisième  à 
l'origine  d'un  système  rectangulaire  de  coordonnées.  Si  nous  posons  d'après  cela 

—  =-r-(-«r,    —  =  x  —  ir,    — i  =  fH-ti»,    — =f  — *J7, 

JT,  Jr,  Jt  r» 

ces  équations  (1)  deviennent,  pour  p*  =  |*  +  17*, 

ï  ri 

équations  qui  représentent,  comme  on  sait,  la  transformation  appelée  transformation 
par  rajons  vecteurs  réciproques. 
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les  modifications  que  subit  une  courbe  par  notre  transformation. 
Il  est  clair  qu'à  une  courbe  C„  sur  Ex  correspond  sur  E^  une 
courbe  C^„  dont  l'équation  se  déduit  de  l'équation  de  C„  en  sul>- 
stituant  simplement  jtj's  ^  ^n  ^t^c*  Mais,  comme  les  droites  a,  a,, 
«,«,,«1«!  sont  coupées  chacune  par  C„  en  n  points  auxquels 
correspond  toujours  le  même  point  (ßi,ß,,  oußj)  sur  E^,  C^„ 
passe  n  fois  par  chacun  des  points  ßi^ßt^ßj;  et  ces  n  branches 
de  C,„  ont  toutes  un  cours  séparé  si  les  n  points  d'intersection 
de  C„  avec  les  droites  fondamentales  correspondantes  de  l'autre 
plan  ont  tous  une  situation  distincte  les  uns  par  rapport  aux 
autres.  Si,  au  contraire,  C»  passe  par  un  point  fondamental  a«, 
une  partie  fixe,  savoir  la  droite  ß,/3,  qui  correspond  à  «i ,  se  sépare 
de  la  courbe  Cj„,  cl  il  reste  seulement  une  courbe  de  l'ordre  a/* —  i 
qui  ne  passe  plus  que  «—-fois  par  ß,  et  ßj. 

Donc,  engendrai,  à  une  courbe  du  /i'*™«  ordre,  appartenant  à  l'un 
des  plans  et  passant  respectivement  Ar,,  k^,  kt  Jois  par  les  points 
fondamentaux  «i,  aj,  «3  de  celui-ci,  correspond  sur  T autre  plan 
une  courbe  de  l'ordre  "xn  —  A,  —  k^ — A3  passant  respectivement 
n — (Arj-hArj),/!  —  (Ats -hAi),  n — (A",  -\-k  2)  fois  par  les  points  fonda- 
mentaux ßi,  ßt,ß3  de  ce  dernier  plan.  Ainsi,  par  exemple,  à  une 
courbe  C«  ayant  un  point  double  en  chacun  des  points  a,, a, ,«3, 
correspond  une  conique  qui  ne  passe  pas  par  ß,,  ß,,  ß3;  et, 
réciproquement,  à  une  telle  conique  correspond  une  courbe  C4 
ayant  trois  points  doubles  en  ai,  ai,  as* 

Par  la  généralisation  directe  de  cette  idée,  nous  serons  conduits 
à  la  définition  géométrique  d'une  transformation  générale  uni- 
voque  du  plan  appelée  transformation  rationnelle  ou  transfor- 
mation Cremona.  C'est  en  effet  Gremona  qui  a  établi  le  premier 
cette  importante  théorie  dans  toute  sa  généralité  (  '  ).  Nous  avons  à 
substituer  au  système  de  coniques  à  trois  points  fixes  un  système 


(*)  Dans  les  deux  Méinoiret  :  Suite  trat/ormaxiom'  geometriche  JelU  figur*  pitun 
(itemorie  deW  Accademia  di  Bologna,  3*  »érie,  X.  Il,  i8(>3,  et  t.  V,  i86â;  reproduits 
dans  le  Journal  de  Battnglitit,  t.  I  et  III.  ^oir  les  expositions  d'ensemble  (utilisèea 
pour  le  texte)  de  Caylst,  O»  the  rational  trantformationt  hetween  ttvo  tpaces  (fro- 
reedings  0/  the  London  math.  Society,  t.  III,  1870;  Ros*!<u  :  Ueher  rational« 
Subttitutionen  {Journal  de  C relie,  t.  73),  et  DEWixr,  Bulletin  det  Science»  matké- 
matiques,  t.  V,  p.  307.  On  trouve  des  généralisations  pour  les  représentations  à  déter* 
oiinalioDs  multiples  dans  Wibnm,  Ètatli.  Miinnlen.  t.  III,  p.  n. 
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linéaire  doublement  infîni  de  courbes  du  n'*"*  ordre  ayant  un  seul 
point  d'intersection  mobile,  et,  par  conséquent,  n' — i  points 
d'intersection  fixes.  Mais,   d'après   notre  théorème  fondamental 

sur  les  systèmes  de  points  d'intersection  (p.  i3i  ),  -  n{n  -1-3)  —  i 

intersections  de  deux  courbes  d'ordre  n  déterminent  complète- 

ment  tes  -  (n  —  i)(n  —  a)  intersections  restantes.    Donc,   pour 

que,  n^ —  i  points  fixes  d'intersection  étant  donnés,  on  puisse 
en  avoir  encore  un  mobile,  il  faut  nécessairement  que  ces 
n* —  I  points  fixes  aient  les  uns  par  rapport  aux  autres  une 
situation  toute  spéciale,  ou,  si  l'on  veut,  que  les  courbes  du  sys- 
tème s'y  comportent  d'une  façon  particulière,  et  l'établissement 
de  ces  relations  est  notre  tâche  essentielle  dans  ce  qui  suit.  A  cela 
se  rattache  naturellement  une  explication  sur  la  nature  des  fonc- 
tions par  le  moyen  desquelles  la  transformation  a  lieu,  et  aussi 
une  autre  question,  celle  de  savoir  s'il  peut  exister  encore  des 
transformations  univoques  d'un  plan  autres  que  celles  qui  ont  lieu 
par  l'intermédiaire  des  systèmes  précédents  de  courbes  an* — i 
points  fixes. 

Soit  une  transformation  rationnelle  réversible  donnée  par  les 
trois  équations 

(5)  p  r/=:./;(x„x,.Xj),     (/  =  I,  1,  3), 

les  fi  étant  des  fonctions  d'ordre  n  qui  n'ont  pas  de  facteur  com- 
mun et  dont  le  déterminant  fonctionnel  n'est  pas  identiquement 
nul  (').  Admettons  que,  par  suite,  à  chaque  point  ^  soit  associé 
un  point  x  par  l'intermédiaire  des  équations 

les  (j,-  étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières  d'ordre  v  par 
rapport  aux  quantités^'. 

Aux  droites  Mx=  o  sur  Ex  correspondent  alors  sur  E^  les 
courbes  du  v'*"*  ordre  2a/Ç/=  o.  et  aux  droites  ifj.=  o  sur  E^  les 
courbes  du  /i'*""*  ordre  ^Vifi  sur  Ej.  Aux  points  d'intersection  de 

tt_p  =  o     et     Z  Oift  =  o 


(*)  Dant  ee  dernier  cas,  les  trois  courbes/ appartiendraient  à  an  faisceau,  p.  97, 
note  I. 

Clsbsgb.  —  Géométrie,  II.  l3 
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correspondent  par  suite  les  points  d'intersection  de 
i'_y=o     et    ^u/f/z^o. 

Mais  le  nombre  de  ces  intersections  doit  nécessairement,  à  cause 
du  caractère  à  détermination  unique  supposé  à  notre  relation 
entre  E^  et  E^,  être  le  même  dans  les  deux  cas;  on  a  donc  n  =  v. 

Les  substitutions  univpques  réversibles  sont  du  même  ordre  que 
leurs  inverses. 

Si  nous  cherchons  le  point  x  qui  correspond  à  Tintersection 
de  deux  droites  v  et  w  placées  sur  E^,  nous  avons  entre  les  équa- 
tions 

à  éliminer  les  x.  Le  résultat  fmal  qui  renferme  les  u  au  degré  /i', 
les  V  et  les  w  chacun  au  degré  n,  donne  Téquation  du  produit 
des  n"^  points  d'intersection  des  courbes  (7).  Parmi  ces  derniers 
doit  se  trouver  le  point  cherché,  dont  l'équation  est,  comme  nous 
savons,  représentée  par  2M,a!,=  o;  l'expression  Lu/9,=  o,  si  l'on 
pose  en  vertu  de  (7) 

est  nécessairement  un  facteur  du  résultat  de  l'élimination. 
Mais  Z^,-!/,-  renferme  aussi  alors  les  v,  w  au  n'*"*  ordre  ;  les  autres 
facteurs  du  résultat  ne  peuvent  donc  plus  renfermer  v  ou  tv,  et  l'on 
a  ce  théorème  : 

Deux  courbes  quelconques  2  Vifi  =  o  du  système  se  coupent  en 
un  seul  point  mobile  et  en  n^ — i  points  ßxes  qui  sont  les  points 
fondamentaux  de  la  transformation.  La  même  chose  a  naturelle- 
ment lieu  pour  le  système  des  courbes  Duif/=  o  sur  l'autre  plan. 
Donc  toute  relation  univoque  de  deux  plans  est  une  relation  Crtf- 
mona.  Nous  avons  maintenant  à  fixer  la  position  des  n* —  i  points 
fixes  dans  les  deux  plans.  Comme  aux  points  d'une  droite  Uy=  o 
correspondent  un  à  un  les  points  d'une  courbe  'Lyifi=  o,  il  s'ensuit, 
d'après  un  théorème  précédent  (p.  170),  que  cette  courbe  et  la 
droite  sont  du  même  genre;  c'est-à-dire  que  les  courbes  d'un 
réseau  formant  la  base  d'une  transformation  à  détermination 
unique  sont  toutes  du  genre  p=^o\  elles  possèdent  des  points 
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multiples  équivalents  à  -  (n  —  i)(/i  —  a)  points  doubles  ou  de 

rebroussemcnt.  Nous  allons  montrer  maintenant  que  ces  points 
multiples  se  trouvent  tous  aux  points  fondamentaux  fixes.  Si  nous 
admettons,  en  efTet,  que  le  nombre  suflGsant  ne  soit  pas  réuni  en 
ces  points,  chaque  courbe  du  réseau  doublement  infini  devrait 
posséder  un  point  double  en  dehors  des  points  fixes; mais,  comme 
il  n'existe  dans  un  plan  qu'un  nombre  doublement  infini  de 
points,  cela  ne  pourrait  se  présenter  que  dans  l'un  des  deux  cas 
suivants.  Ou  bien  il  faudrait  que  tout  point  fût  un  point  double, 
c'est-à-dire  que  les  trois  équations 

2»V  ^—  —  O,       -LVi  -r—  =  O,       Zr,  -r-  =  0 

oxg  ox,  axf 

donnassent  pour  chaque  système  de  valeurs  XifX^yX^  un  système 
déterminé  de  valeurs  v'o^ijt's,  et,  par  conséquent,  en  tout  un 
nombre  doublement  infini  de  systèmes  de  cette  espèce.  Mais  alors 
les  trois  équations  se  réduiraient  à  une  seule,  c'est-à-dire  que  l'on 
aurait  les  égalités 

dxi  *  c^jTj  *  d-Tj       d^i  '  dx,  *  dx,       dxi  '  dx,  *  dx, 

ce  qui  est  en  contradiction  avec  la  supposition  c[ue  fyftjfz  ne 
possèdent  pas  de  facteur  commun.  Ou  bien  il  y  aurait  un  nombre 
simplement  infini  de  systèmes  de  valeurs  x  à  chacun  desquels 
répondrait  un  système  de  valeurs  v,  savoir  ceux  pour  lesquels  le 
déterminant  fonctionnel  des  y}  est  nul,  et  tout  point  semblable  x 
serait  un  point  double  pour  un  nombre  simplement  infini  de  cour- 
bes du  réseau.  Mais  alors  deux  courbes  de  cet  ensemble  simplement 
infini  auraient  quatre  de  leurs  points  d'intersection  confondus  en  x, 
tandis  que  nous  supposons  que  deux  courbes  f  se  coupent  en  un 
seul  point  mobile.  Notre  proposition  se  trouve  par  là  démontrée. 
Chacun  des  points  fondamentaux  communs  à  toutes  les  courbes 
du  réseau  sera  en  général  équivalent  à  un  nombre  d'intersections 
des  deux  courbes  supérieur  à  l'unité;  néanmoins  il  ne  peut 
exister  de  point  multiple  d'ordre  supérieur  k  n  —  i,  car  autre- 
ment toutes  les  courbes  cç,-  seraient  décomposables.  Si  nous  admet- 
tons, en  effet,  qu'il  y  ait  parmi  les  points  fondamentaux  a,  points 

i3 
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simples  communs  à  toutes  les  courbes,  «,  points  doubles,  «}  points 
triples, ...  ,«„_,  points  multiples  d'ordre  n — i,  tous  ces  points 
doivent  composer  ensemble  un  système  de  /i* — i  points,  c'est- 
À-dire  que  l'on  doit  avoir 

(8)  «,-4-4a,H-9a,-h...H-(«  — !)«««_,  =  /ï«—l. 

Nous  supposons  ici  que  les  courbes  ^  ne  se  touchent  pas  aux 
points  fondamentaux,  et  que  les  tangentes  d'une  courbe  quel- 
conque (^  ont  un  cours  séparé  aux  points  multiples.  Un  point 
dans  lequel  toutes  les  courbes  (p  possèdent  un  point  de  multipli- 
cité k  sera  appelé  dans  ce  qui  suit  point  Jondamental  d'ordre  h. 
Une  seconde  relation  entre  les  nombres  a,-  résulte  de  la  remarque 
qu'un  point  multiple  d'ordre  h  à  tangentes  séparées  est  toujours 

équivalent  à  -h {h —  i) points  doubles.  Comme,  en  effet,  le  nombre 

total  des  singularités  doit  être  égal  à-(n — i)  (/i  —  a)  (ce  qui 
revient  k  p  =  o),  nous  avons 

(9)  «,-4-3«j-f-...-f-^(/l—  l)(/l  — 2)a„_,=  ^(/l—  l)(/l  — 2). 

et  ensuite,  par  combinaison  avec  (8), 

(10)  «, -f-  3a,-<-  G«,-*-. . .  -»-  -/i{/i  —  I )«,_!=:  -/t(/i  4-  3)  —  1. 

Pour  une  valeur  déterminée  de  n  on  tire  de  ces  deux  équations, 
suivant  le  nombre  de  leurs  solutions  compatibles  en  nombres  en- 
tiers, une  série  déterminée  de  cas  possibles  en  ce  qui  concerne  la 
transformation.  Des  tables  ont  été  données  pour  cet  objet  par 
Cremona  et  Cayley.  De  n  =  a  à  ra  =  7,  on  a,  par  exemple  : 
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M 

2 

3 

4 

5 

G 

7 

*, 

3 

4 

6,  3 

8,  3,  o 

lO, 

>>  4> 

3 

13. 

3, 

0, 

5,  3 

«. 

' 

o,  3 

o,  3,  6 

o. 

4>  I, 

4 

O, 

3, 

3, 

0,  5 

«• 

_.-^ 

2^- 

1,    0 

0,    I,   o 

0, 

a,  3, 

o 

o> 

3, 

4, 

3,  o 

«4 

1,    o,    0 

0, 

o,   o. 

I 

0, 

I  , 

0, 

I,    0 

«. 

I, 

o,    0, 

Ü 

o, 

O, 

o, 

0,     I 

«• 

1 , 

0, 

0, 

0,    0 

Aux  points  fondamentaux  oc  donnés  sur  Ex  correspondent  sur  E^,, 
non  des  points  individuels,  mais  des  points  en  nombre  infini, 
ainsi  que  nous  l'a  déjà  montré  l'exemple  de  la  transformation 
quadratique.  Considérons  un  point  fondamental  a,  d'ordre  k. 
Soient  ^/  les  coordonnées  de  ce  point,  et  posons  pour  un  instant 

»»i/i  -+-  »'i/î  +  ^-j/î  =  «î  ; 

nous  avons  l'équation  identique 

tandis  que  a"~''a'^  =  o  représente  le  produit  des  tangentes  au 
point  multiple.  Soit  ensuite  ^  un  point  du  plan  ;  Ç,  -h  ).  (^j  seront  les 
coordonnées  d'un  point  voisin  de  \  dans  la  direction  ^^,  si  l'on 
prends  infiniment  petit.  Poury)=a^"*  nous  avons  donc  en  pre- 
mière approximation 

(il)  pxi  =  «^'^  ç'»-*«^)  ?*", 

c'est-à-dire  qu'à  chaque  direction  d'avancement  partant  de  ^  cor- 
respond sur  Ej  un  point  entièrement  déterminé  ;  et  tandis  que  ^ 
accomplit  une  révolution  complète  autour  du  point  ^,  tous  ces 
points  parcourent  une  courbe  d'ordre  k  dont  l'équation  s'obtient 
par  élimination  des  quantités  ^j  entre  les  équations  (i  i).  Les  coor- 
données d'un  point  de  celte  courbe  sont  en  même  temps  repré- 
sentées par  (il)  comme  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre,  car 
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nous  pouvons  admcllrc  entre  les  ^,-  encore  une  équation  quelconque, 
par  exemple  une  équation  linéaire.  Or,  une  semblable  représenta- 
tion n'est  possible,  comme  nous  le  verrons  plus  tard,  que  pour  les 
cTjtirbes  du  genre  p  =  o.  Nous  avons  en  conséquence  ce  théorème  : 

^  un  point  fondamental  d'ordre  k  sur  Ex  correspond  sur  E^ 
une  courbe  d'ordre  k  et  du  genre  pz=  o. 

Aux  k  points  d'une  courbe  du  système  ^Çifi=  o  réunis  en  | 
correspondent  d'après  cela  Â:  points  individuels  de  la  droite  v'j=  o, 
à  savoir  les  points  d'intersection  de  cette  droite  avec  la  courbe 
d'ordre  k  qui  correspond  à  |. 

Les  relations  de  ces  courbes,  appelées  courbes  fondamentales, 
avec  les  points  fondamentaux  du  système  £u/9i  =  o  situés  sur  le 
plan  Ej  présentent  une  importance  particulière.  D'abord  les  équa- 
tions (8),  (9)  et  (10)  ont  nécessairement  aussi  lieu  à  leur  égard, 
c'est-à-dire  que,  s'il  existe  sur  E_y.  ß,  points  simples,  ßa  points 
doubles on  a 

^l'p,  =  ««_,, 

i 

^/(/_i)|3.:^{„_,)(«_a). 

i 

y/(i--f-i)^,=«(/i+3)-4. 

i 

Par  combinaison  des  deux  dernières  équations  il  vient  ensuite 

I;  :=:  3/1  —  3  =^   >  /«/. 


S'-^- 


N'attribuons  aucune  importance  particulière  aux  valeurs  des 
nombres  0t/,ßi,  et  supposons  que  sur  Ex  les  points  fondamentaux 
rangés  suivant  leur  multiplicité  soient  des  ordres  /•, ,  /-j, . . . ,  de  sorte 
quc/'i^ra^/'a .  .  .  et  que,  demùme,  les  points  fondamentaux  surEj- 
«oient  des  ordres  51,53,  .  .  . ,  et  cela  de  telle  sorte  que  l'on  ait 
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Nous  pouvons  remplacer  ces  équations  par  les  suivantes  : 


(«r») 


}      i  .  k 

j  \r/=3/i'— 3,      Nj^.  — :3/i  —  3. 


Alors,  si  l'on  appelle  A'*"* courbe  fondamentale  de  E^  celle  qui  cor- 
respond au  A^*"*  point  fondamental  de  E^,  on  a  le  théorème  qui 
suit  :  La  A'^"««  courbe  fondamentale  de  Ex  passe  par  le  i'^'"-  point 
fondamental  de  E^  le  même  nombre  de  fois  que  la  i'^*»*  courbe 
fondamentale  de  E^  passe  par  le  A"^'»*  point  fondamental  de  Ey. 
Soient  en  effet  donnés  sur  E^  et  E_^  respectivement  deux  points 
fondamentaux  A,  B  et  soient  F^,  Fg  les  courbes  fondamentales  qui 
leur  correspondent;  si  Fj^  passe  p  fois  par  B,  à  ces  p  directions 
d'avancement  partant  de  B  correspondent  p  points  sur  F^;  mais 
ces  derniers  doivent  tous  coïncider  avec  A,  parce  que  A  correspond 
encore  à  tout  point  de  F^^.  Par  conséquent  Fg  passe  p  fois  par  A,  ce 
qu'il  fallait  démontrer.  De  cette  démonstration  résulte  au  surplus 
la  vérité  du  théorème  suivant  : 

Les  courbes  fondamentales  de  Ej  ont  leurs  points  multiples  aux 
points  fondamentaux  de  E^.. 

Désignons  maintenant  par  a/^  le  nombre  qui  exprime  combien 
de  fois  la  i*""*  courbe  fondamentale  sur  E,.  passe  par  le  A**"""  point 
fondamental  sur  E^-.  On  a  alors,  d'après  un  théorème  récemment 
énoncé,  o-ik  =  aki.  Entre  ces  nombre  a/*  et  les  nombres  /•,  s  existe 
une  série  de  relations.  En  premier  lieu,  le  théorème  d'après  lequel 
les  courbes  fond  amentales  sont  du  genre  zéro  donne  les  équations 

(l3)   (r,— l)(r.— 2)  =  \  a,-;t(a,t  — l),    (*x-— l)  (^X-  — 2)  =  \  «,*(«/*  — l). 
*  i 

Si  deux  courbes  fondamentales  Fj^,  F'j^  du  même  plan  se  cou- 
paient ailleurs  qu'aux  points  fondamentaux,  au  point  d'intersection 
correspondraient  les  deux  points  A  et  A'  de  l'autre  plan  ;  par  con- 
séquent : 

Les  courbes  fondamentales  ne  se  coupent  qu  aux  points  fonda- 
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mentauXy  c*esl-à-dire  que  Ton  a 

*  i 

Si  une  courbe  du  réseau  "^v^ß  =  o  était  coupée  par  une  courbe 
fondamentale  Fg  ailleurs  que  dans  les  points  fondamentaux,  à  un 
tel  point  d'intersection  devraient  correspondre  en  même  temps  un 
point  de  la  ligne  i* ^  =  o  et  le  point  B,  ce  qui  n*est  pas  possible. 
Donc  : 

Les  courbes  images  de  droites  ne  sont  coupées  par  les  courba 
fondamentales  ifu'aux  points  fondamentaux.  On  a  par  suite 


i5)  nr 


V  =  2,  "f' "'^  '     "•**  =^  \  '^'  "'*' 


Pour  finir,  nous  allons  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Le  nombre  total  des  branches  des  courbes  fondamentales  qui 
passent  par  un  point  fondamental  est  égal  au  triple  de  l'ordre 
de  ce  dernier  diminué  d'une  unité;  ce  qui  donne  les  équations 


:i6)  3r 


V  — I=\er^i.,      3s^—  i=\«,^. 


Il  vient  ensuite,  par  combinaison  des  équations  (16)  avec  (i3), 

(17)  r;-fi  =  ^«;,,    4  +  1  =  ^«;,.. 

k  i 

Pour  démontrer  le  théorème  cité  en  dernier  lieu,  observons  que 
les  courbes  fondamentales  du  plan  ^y  forment  par  leur  ensemble 
la  jacobienne  du  réseau  2w|Cpj=o,  et  que  de  même  les  courbes 
fondamentales  de  ¥.x forment  la  jacobienne  du  réseau  Y^ViJi  =  o. 

La  jacobienne  est  en  effet  le  lieu  des  nouveaux  points  doubles 
de  celles  des  courbes  du  réseau  qui  possèdent  encore  un  point 
double  ailleurs  que  dans  les  points  fondamentaux.  Or,  ce  fait  n'est 
possible  que  si  les  courbes  dont  il  s'agit  se  décomposent,  car  toutes 
les  courbes  du  réseau  ont  déjà  le  maximum  des  points  multiples 
possibles.  Nous  pouvons  maintenant  construire  des  courbes  décom- 
posablcs  de  cette  espèce  ainsi  qu'il  suit.  Considérons  une  droite 
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passant  par  un  point  fondamental  de  Tordre  r  sur  E^.  Il  lui 
correspond  sur  E_^  une  courbe  C„  du  réseau  2u/(5>/  =  o  qui 
doit  nécessairement  se  décomposer  en  la  courbe  Cr  correspon- 
dante au  point  fondamental,  et  en  une  courbe  Qn-r'  Si  maintenant 
la  droite  tourne  sur  E^  autour  du  point  r,  Cr  reste  fixe  tandis  que 
Crt_r  varie.  Cette  dernière  sera  coupée  par  Cr  en  un  point  mobile 
qui  est  un  nouveau  point  double  de  la  courbe  dont  il  s'agit  C(n_r)+r> 
et  par  conséquent  Cr  est  une  partie  du  lieu  de  ces  points  doubles, 
c'est-à-dire  une  partie  de  la  jacobienne.  Réciproquement,  à  toiUe 
courbe  décomposable  du  réseau  des  ^  correspond  une  droite  pas- 
sant par  un  point  fondamental  de  Ej.  En  effet,  à  une  courbe  sem- 
blable sur Ej correspond  toujours  d'une  seule  manière  une  droite; 
or,  si  la  courbe  se  décomposait,  la  droite  devrait  aussi  se  décompo- 
ser, ce  qui  n'est  pas  possible.  A  une  partie  de  la  courbe  décompo- 
sable doit  donc  correspondre  un  point  particulier  de  la  droite,  c'est- 
à-dire  un  point  fondamental,  ce  qu'il  fallait  démontrer.  Or  nous 
avons  vu  plus  haut  (p.  ioi)que  la  jacobienne  possède  un  point 
multiple  d'ordre  3/' — i  là  où  les  courbes  du  réseau  ont  un  point 
multiple  d'ordre  r.  La  formule  (i6)  est  donc  démontrée. 

Au  moyen  des  équations  établies  on  trouve  d'autres  relations 
entre  les  points  fondamentaux  sur  les  deux  plans.  Désignons  par  p 
le  nombre  des  points  r,  par  a  celui  des  points  Sy  c'est-à-dire  posons 

En  sommant  maintenant  les  équations  (i6)  l'une  suivant  t, l'autre 
suivant  Âr,  ce  qui  rend  les  deux  seconds  membres  égaux,  il  viendra 

3  \   r,  —  p  r=  3  \  .Va-  —  1. 

i  k 

Mais,  d'après  (12),  on  a  N  i\=:\  Ski  d'où  c  =  a.  Le  nombre  des 

i  k 

points  fondamentaux  dans  les  deux  plans  est  le  même,  et  ton  a 

Nous  nous  proposons  aussi  de  montrer  que  les  nombres«,,  «j,  ... 
ne  diffèrent  des  nombres  ßoßa?  •••  ^"6  sous  le  rapport  de  l'ordre 
et  non  sous  le  rapport  de  la  grandeur;  qu'ainsi  pour  tout  nombre  «i 
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il  existe  un  autre  nombre  égal  ßA('  )•  Nous  donnons  cette  démon- 
stration un  peu  longue  avec  d'autant  plus  de  raison  qu'elle 
repose  uniquement  sur  la  numération  des  constantes  et  sur  cer- 
taines considérations  de  symétrie,  qu'elle  est  ainsi  intéressante  en 
elle-même. 

Nous  pouvons,  au  moyen  des  équations  (i4)  et  (17),  obtenir  la 
valeur  du  carré  du  déterminant  û  formé  des  nombres  a,«;  car  dans 
les  premiers  membres  de  ces  équations  se  trouvent  immédiatement 
les  termes  individuels  de  ce  carré,  c'est-à-dire  les  expressions  qui 
se  présentent  comme  termes  dans  le  déterminant  à  p(=  7)  lignes 
formé  en  multipliant  A  par  lui-même  suivant  le  théorème  sur  la 
multiplication  des  déterminants.  La  valeur  A'  dont  il  s'agit  est, 
sous  le  bénéfice  de  la  formule  (12),  égale  aux  deux  déterminants 


/•Î-H. 

'•i'"» 

/•.Tj              .       . 

'•»'•1 

r\  +  x 

r^r^ 

'^^r^ 

lir^ 

r\  +  l       .     . 

'?  +  • 

Sl*t 

J,.Ï3             ,       . 

*,*, 

S\^l 

SiS^ 

•'•j^i 

*3-^J 

,|-M 

,-^, 


..^.. 


La  valeur  absolue  du  déterminant  des  am  est  donc  égale  à  n  : 
(18)  à=zhn. 

Le  signe  reste  indéterminé  parce  que  l'ordre  des  lignes  dans  le 
déterminant  n'a  pas  besoin  d'être  complètement  déterminé  par  le 
rangement  des  nombres  r  et  s  par  ordre  de  grandeur.  En  eflel, 
parmi  eux  il  peut  s'en  trouver  d'égaux  dont  la  permutation  ferait 
varier  le  signe  de  A,  et  il  en  est  toujours  ainsi  dans  les  exemples 
connus  jusqu'ici. 


(')  L«  démonstration  do  ce  théorème,  déjà  établi  par  CacM05i,  a  été  donné«  par 
CtlMCl,  Zur  Theorie  der  Cremona' sehen  Transformationen  {Math.  Annalen,  t.  IV, 
p.  f\ffi).  CeUo  proposition  est  d'ailleurs  (suivant  une  communication  de  M.  Frahra  à 
M.  Lindemann  )  une  conséquence  immédiate  du  llicor^me  donné  plus  loin  sur  la 
possibilité  do  remplacer  la  transformation  Crcmona  par  des  transformations  qua- 
dratiques. 
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Nous  imaginerons  maintenant  que  le  déterminant  A  des  an  est 
partagé  par  des  lignes  horizontales  et  verticales,  de  telle  sorte  que 
dans  chacun  des  rectangles  ainsi  formés  on  n*ait  que  des  lignes 
horizontales  appartenant  aux  mêmes  valeurs  de  r  et  des  lignes 
verticales  appartenant  aux  mêmes  valeurs  de  s. 

Considérons  un  de  ces  rectangles.  Aux  nombres  r  qui  s'y  ren- 
contrent (  *  )  répond  un  groupe  de  points  fondamentaux  sur  Ej,  et 
ce  dernier  fournit  pour  la  transformation  un  certain  nombre  de 
constantes  qui  seront  employées  d'une  manière  complètement 
symétrique  pour  la  formation  d'un  réseau  de  courbes  ^Vifi  =  o 
sur  Ex  (2). 

La  même  chose  a  lieu  pour  les  quantités  s  qui  se  rencontrent  dans 
le  rectangle;  le  groupe  correspondant  de  points  fondamentaux  du 
plan  Ey  doit  de  même  dépendre  symétriquement  des  constantes 
du  groupe  répondant  à  r  sur  E^-,  et,  réciproquement,  entre  les 
quantités  v  et  les  quantités  s  règne  une  complète  symétrie.  Les 
quantités  a.  qui  figurent  dans  une  ligne  verticale  de  notre  rectangle 
doivent  d'après  cela  se  répéter  dans  les  différentes  lignes  verticales, 
et  cela  dans  toutes  les  permutations,  et   chaque  permutation  le 


(*)  La  dépendance  entre  les  nombres  r.,  s   qui  répondent  à  l'une  des  grandeurs  x 
est  établie  parles  formules  précédentes.  Celles-ci  peuvent,  à  l'aide  de  (i8),  s'écrire 
sous   une    forme   encore  plus  simple.  En   effet,   par  résolution    de  (i5)  suivant  les 
quantités  r,  s,  il  vient 

A'  ( 

et,  en  faisant  usage  de  ces  équations,  on  tire  de  (i4)  et  (17)  par  résolution  suivant 
les  a^(dans  l'hypothèse  de  i'  ou  A'  constant) 

(*)  Une  transformation  Cremona  est,  d'une  manière  générale,  caractérisée  par  un 
certain  nombre  de  constantes  absolues  qui  ne  peuvent  dépendre  que  des  points 
fondamentaux,  puisque  le  réseau  des  f  est  complètement  déterminé  par  ces  derniers. 
Si  l'on  considère  les  modifications  projectives  des  deux  plans  (lesquelles  dépendent 
de  huit  constantes)  comme  non  substantielles,  on  peut,  sans  changer  le  caractère  de 
la  transformation,  assigner  dans  chaque  plan  des  positions  quelconques  à  quatre 
points  fondamentaux,  et  considérer  alors  comme  constantes  propres  de  la  transfor- 
mation les  ip  —  8  rapports  anharmoniques  de  faisceaux  de  rayons  dirigés  de  deux 
des  quatre  points  semblables  sur  les  trois  autres  et  sur  un  cinquième  point  fonda- 
mental. Ce  sont  là  les  invariants  absolus  de  la  transformation  en  ce  sens  qu'ils  sont 
invariables  par  toute  modification  projective. 
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même  nombre  de  fois.  Soient  k  le  nombre  des  éléments  d'une  ligne 
verticale  du  rectangle,  p  le  nombre  de  leurs  permutations,  /  le 
nombre  des  éléments  dans  une  ligne  horizontale,  q  le  nombre  de 
leurs  permutations  :  on  aura 

(19)  i  =  iip, 

fi  étant  un  nombre  entier,  et  il  en  résulte  de  même,  si  Ton  change 
le  rôle  des  lignes  horizontales  et  verticales, 

(20)  A=v9, 

V  étant  un  nombre  entier.  Le  nombre  des  permutations  sera  tou- 
jours plus  grand  que  celui  des  éléments,  excepté  : 

1°  Si  tous  les  éléments  sont  égaux,  cas  où  le  nombre  des 
permutations  est  égal  à  i  ; 

2°  Si  tous  les  éléments  sont  égaux  les  uns  aux  autres  à  l'excep- 
tion d'un  seul,  cas  où  le  nombre  des  permutations  est  égal  au  nombre 
des  éléments. 

Ces  deux  cas  provisoirement  exclus,  les  équations  (19)  et  (ao) 
sont  impossibles,  car  elles  exigeraient  simultanément  que  Ar  fût 
]>/  et  />/r.  Dans  le  premier  cas,  au  contraire,  nous  avons ^  =  1, 
^  =  I,  et  par  suite  k  et  l  quelconques;  dans  le  second,  nous  avons 
p=Ji,  y  = /,  d'où  1  =  fxk,  k  =  vl.  11  faut  donc  que  l'on  ait 
fi  =  V  =  I ,  Ä  =  /.  Le  rectangle  devient  un  carré.  De  là  ce  théorème  : 

Dans  les  rectangles  de  A  qui  sont  déterminés  par  des  groupes 
où  les  quantités  r  et  s  sont  égales  respectivement,  les  éléments  a 
sont  toujours  égaux  entre  eux;  ce  n'est  que  dans  le  cas  unique 
oii  le  rectangle  est  un  carré  qu'il  peut  se  présenter  dans  chaque 
ligne  horizontale  et  verticale  un  terme  différent  des  autres.  Ces 
termes  sont  alors  égaux  entre  eux,  et  par  inversion  dr<;  /if^nrs 
on  peut  en  remplir  l'une  des  diagonales  du  carré. 

On  peut  d'ailleurs  montrer  toujours  par  des  raisons  de  symétrie 
que  dans  la  représentation  du  déterminant  .  iiii.i  il.  ii\  ..m.s 
semblables  ne  peuvent  se  trouver  à  côté  ou  au-dessous  l'un  de 
l'autre.  (  f^oir  Clebsch,  loc.  cit.)  D'où  cette  proposition  : 

A  tout  groupe  de  r  ne  peut  répondre  au  plus  qu'un  groupe  des 
renfermant  un  nombre  égal  d'éléments  et  co/ului.uint,  ensemble 
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at^ec  le  premier,  dans  l'intérieur  de  A,  à  un  carré  de  a,*  dont  les 
éléments  ne  sont  pas  tous  égaux  à  la /ois. 

Mais,  d'un  autre  côté,  il  existe  nécessairement  au  moins  un 
groupe  de  cette  nature,  car  autrement  au  groupe  des  r  correspon- 
draient des  rectangles  renfermant  des  éléments  égaux,  et  le  déter- 
minant des  a  s'évanouirait,  tandis  que  sa  valeur  d'après  (i8)  est 
égale  à  ±/i. 

Ce  n'est  que  dans  le  cas  où  le  groupe  des  r  se  réduit  à  une  seule 
quantité  r  que  celte  conclusion  n'est  pas  vérifiée.  A  tout  groupe 
de  /•  renfermant  plus  d'une  de  ces  quantités  répond  un  groupe  de  s 
d'égale  grandeur,  et  réciproquement.  En  en  faisant  abstraction,  il 
ne  reste  plus  que  des  quantités  r  ou  5  différentes  entre  elles;  mais 
le  nombre  de  ces  quantités  r  est  nécessairement  égal  à  celui  des 
quantités  s  dont  nous  parlons.  Nous  avons  ainsi  démontré  notre 
proposition,  c'est-à-dire  ce  théorème  : 

Les  nombres  ai  qui  indiquent  combien  de  quantités  r  deviennent 
chaque  fois  égales  les  unes  aux  autres,  et  les  nombres  ß,  qui 
indiquent  combien  de  quantités  s  deviennent  chaque  fois  égales 
les  unes  aux  autres,  ne  dißerent  au  maximum  que  par  V arran- 
gement et  non  par  la  grandeur. 

Nous  avons  ainsi,  par  exemple,  dans  le  tableau  précédent,  pour 
71  =  6,  une  transformation 

«1=4'     «i  =  I .     «3  =  3,     «4  =  o,     ai  =  o, 

et  une  autre 

a,  =  3,      Kj  =  4,      «,  ■=  O,      «^=1,      aj  =  O. 

D'après  notre  proposition,  chacune  des  deuxestla  transformation 
inverse  de  l'autre,  excepté  dans  les  cas  spéciaux  où  chacune  est  sa 
propre  inverse.  Il  en  est  toujours  ainsi  conformément  au  tableau 
pour  les  transformations  qui  vont  de  «  =  a  à  tz  =  5.  Pour  ces 
transformations  d'ordre  inférieur  notre  théorème  n'exprime  donc 
rien  du  tout. 

Enfin,  le  théorème  suivant  est  d'une  importance  fondamentale 
pour  cette  théorie  : 

IjU  somme  des  nombres  qui  expriment  l'ordre  des  trois  points 
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fondamentaux   les  plus   élevés  d'une  transformation  du  /i**** 
ordre  est  plus  grande  que  n^  c  est-à-dire  que  ton  a 

r,  -f-  r,  -f-  r,  >  «, 

relation  où,  d'après  nos  hypothèses  précédentes, /'i^rj^rj^r*^. . . 
Nous  avons,  en  effet,  en  vertu  de  (la),  les  équations 

ai)  I    ', 

>    r/  -+-  r,  =  3/1  —  3  —  r,  —  r„ 


le  signe  sommaloire  2'  se  référant  à  tous  les  indices  /,  excepté 
»  =  /',,  /'j,  /'a-  Nous  nous  proposons  de  montrer  qu'il  est  impos- 
sible que  l'on  ait 

«  ^  r,  -+-  r,  -+-  r,. 

Multiplions  la  seconde  des  équations  (21)  par  7*3  et  retranchons- 
on  la  première;  il  vient 


r,\    n  —  \  r?  ^  r, (3/1  —  3  —  /•,  —  r,)  —  «' 


-f-  I  -t-  r*  H-  A*. 


Mais  dans  le  premier  membre  figure  une  expression  positive, 
à  cause  de  rj  ^  /•4 . . .  et  nulle  uniquement  pour  /-j  =  /•4  =  r,  =  .  .  .  . 
Nous  avons  donc  pour  le  second  membre 

r,  (3/1-3- r,-r,)>/i«-i-rî-r;. 

En  admettant  maintenant  que  l'on  ait  «^r, -f- rjH- /•,,  nous 
obtenons 

r»  (3r,  —  3  -r  2r|  -h  if't)>rl  -f-  a(r,r,  -4-  r^r^-^  r^ti)  —  l 

ou 

arj  —  ar,r,  —  3r, -t-  i  >o; 

or,  cela  est  impossible,  car  on  a  par  hypothèse  r,  r^  =  r\  et  3  /"s  ^  i , 
puisque  /'j  doit  être  au  moins  égal  à  1 .  Nous  avons  donc  fourni  la 
démonstration  demandée. 

Ce  théorème  sur  la  multiplicité  des  trois  points  fondamentaux 
les  plus  élevés  acquiert  une  aussi  grande  importance  à  cause  du 
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corollaire  suivant.  Faisons  subir  au  plan  Ex  une  transformation 
quadratique  dont  les  trois  points  fondamentaux  coïncident  avec 
fif  '*i>  ''3-  I*ar  ces  derniers,  toute  courbe  du  /i»*™"  ordre  du  réseau 
2i/,y}  =  o  passe  respectivement  r^J  /j,  rj  fois;  à  chacune  d'elles 
correspond  donc,  d'après  la  règle  donnée  plus  haut  pour  la  trans- 
formation quadratique,  une  courbe  de  l'ordre  2«  —  r, — r^  —  /'s 
sur  le  nouveau  plan  E^,  et  toutes  ces  courbes  forment  encore  un 
réseau  ayant  un  point  d'intersection  mobile,  car  les  droites  du 
plan  Ej  leur  correspondent  une  à  une  par  l'intermédiaire  du  plan 
Ej:.  La  relation  directe  entre  Ey  et  E,  est  d'après  cela  établie  par  des 
fonctions  de  l'ordre  an  —  /'i  —  /'a  —  rj .  Or,  on  a  /'i  -i-  /'a  -+- /'s ]> w, 
et  par  suite  en  toute  hypothèse 

2/1  —  r,  —  r,  —  r3</î; 

c'est-à-dire  que  la  transformation  originaire  est  ramenée  à  une 
autre  d'ordre  moins  élevé.  On  peut  procéder  de  la  même  manière  à 
l'égard  de  cette  dernière,  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  finalement  à 
une  transformation  quadratique  ou  à  une  transformation  linéaire, 
et  inversement  on  doit,  par  application  réitérée  des  transformations 
quadratiques,  revenir  à  la  transformation  originaire.  Nous  avons 
donc  la  proposition  suivante  : 

Toute  transformation  Cremona  peut  être  remplacée  par  une 
suite  de  transformations  quadratiques,  les  trois  points  fondamen- 
taux d'une  transformation  de  cette  nature  étant  placés  aux  points 
de  base  les  plus  élevés  du  système  des  courbes  de  transfor- 
mation [^). 

Soit,  par  exemple,  une  transformation  du  quatrième  ordre  dans 
laquelle 

«I  —  6>     «1  —  o,     aj  =^  1 . 


(*)  Ce  théorème  a  été  trouvé  à  peu  près  dans  le  même  temps  par  Cliflbrd  (qui 
Ta  donné  sans  démonstration;  voir  le  Mémoire  cité  de  Cayley),  par  Nôther  (JUath. 
AnnaUn,  t.  Ill,  p.  i6.'|),  et  par  Rosanes  {loc.  cit.).  L'inégalité  «<'",  -H '',-+- '"f  et  le 
théorème  sur  la  composition  des  transformations  sont  encore  vrais  lorsque  plusieurs 
des  points  fondamentaux  se  rapprochent  infiniment  les  uns  des  autres,  ce  qui  n'a 
pas  été  considéré  dans  le  texte;  voir  Nöthek,  Math,  ylnnalen,  t.  V,  p.  635.  La 
possibilité  de  la  transformation  mentionnée  résulte  aussi  de  considérations  sur  les 
courbes  de  l'espace;  voir  Halpbem,  Sur  certaines  perspectives  gauches  des  courbes 
planes  algébriques  {^Comptes  rendus,  i5  mars  1875). 
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Nous  placerons  les  trois  points  fondamentaux  d*une  transforma- 
tion quadratique  au  point  triple  et  en  deux  des  points  simples. 
Nous  arrivons  ainsi  à  des  courbes  du  troisième  ordre  ayant  un 
point  double  qui  provient  de  ce  que  la  ligne  joignant  les  deux 
points  fondamentaux  simples  (courbe  fondamentale  linéaire  de  la 
transformation  quadratique)  est  encore  rencontrée  par  la  courbe 
C4  en  deux  points.  Nous  avons  donc  une  transformation  du 
troisième  ordre  dans  laquelle  «i  =  4»  *a  =  '•  Actuellement,  en 
faisant  usage  de  deux  points  0(4  et  du  point  «3  pour  une  nouvelle 
transformation  quadratique ,  nous  obtenons  des  courbes  du 
deuxième  ordre  à  trois  points  fondamentaux  simples,  comme 
cela  devait  être. 

De  même  que  nous  avons  étudié  plus  haut  les  courbes  sous  le 
rapport  de  leurs  propriétés  qui  restent  invariables  par  toute 
transformation  linéaire,  de  même  on  peut,  ainsi  que  nous  Tavons 
déjà  observé,  rechercher  les  propriétés  des  courbes,  ou  en  général 
des  figures  planes,  qui  persistent  dans  toute  transformation  Cre- 
mona,  et  d'un  autre  côté  étudier  la  manière  dont  ces  propriétés  sont 
influencées  par  la  transformation.  Dans  cet  examen,  on  peut,  en 
vertu  de  nos  dernières  réflexions,  se  borner  à  considérer  les  trans- 
formations quadratiques.  Nous  avons  déjà  parlé  plus  haut  des 
modifications  que  subissent  les  singularités  d'une  courbe  particu- 
lière dans  une  transformation  de  cette  nature,  en  tant  au  moins 
que  ces  modifîcalions  se  produisent  aux  points  fondamentaux  de 
la  transformation  (p.  19a).  Or,  il  n'existe  pas  d'autres  modifi- 
cations que  celles  mentionnées  alors.  »Si,  en  ejjet,  la  courbe  C«  a 
en  dehors  des  points  fondamentaux  un  point  double  P  sur  Ex, 
à  ce  point  double  répond  un  point  double  P'  de  la  courbe 
correspondante  C  sur  E^.  C'est  là  une  conséquence  immédiate 
du  caractère  univoque  de  notre  transformation,  car,  par  suite  de 
ce  caractère,  à  toute  direction  d'avancement  sur  C^  partant  de  P 
doit  répondre  une  seule  direction  d'avancement  partant  de  P'  sur 
C  Un  fait  analogue  a  lieu  pour  les  points  multiples  d'ordre  plus 
élevé.  Ici  se  présente  en  première  ligne  le  théorème  sur  la  conser- 
vation  du  genre  (p.  170),  théorème  que  l'on  établit  aussi  direc- 
tement sans  difficulté  pour  les  transformations  quadratiques. 
Supposons  qu'à  une  courbe  G«  sur  E,  réponde  sur  E^  une  courbe 
C|».  On  aura  |x  =  am — Ä| — A3  —  Äj,  si  C«  passe  respectivement 
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^'o  ^tt  ^i  ^o\s  par  les  trois  points  fondamentaux  sur  Ex,  et  (^  passe 
respectivement  x,,  Xj,  x,  fois  par  les  points  fondamentaux  sur  E^ 
si  X,  =  m  —  A  a  —  A3 ,  Xj  =  m  —  A3  —  A| ,  X3  =  m  —  A  i  —  A  o. 
De  ces  relations  résulte  directement  Tidentité 

^("'-Oi5»r=a^|^^v(*.-i)=^(/*-i)(f*-2)-^^''/(x.-i). 

Mais  le  genre  des  deux  courbes  ne  diffère  de  ces  deux  expres- 
sions que  d'un  nombre  dépendant  uniquement  des  points  multiples 
non  situés  aux  points  fondamentaux,  et  ces  points  multiples  sont 
les  mêmes  pour  les  deux  courbes.  Les  deux  courbes  appartiennent 
donc  au  même  genre,  ce  qui  était  à  démontrer. 

On  peut  au  surplus  démontrer  facilement  aussi  l'influence  d'une 
transformation  du  n'*"*  ordre  sur  C^;  on  arrive,  au  moyen  des 
principes  développés  plus  haut,  à  la  proposition  suivante  : 

^  une  courbe  Cm  de  E^,  passant  li  fois  par  un  point  fonda- 
mental r/,  correspond  (  [i étant  égala  nni  —  y  //  // J  une  courbe  C,» 

i 

qui  passe'k^  fois  par  chaque  point  fondamental  Sk-,  ^a  étant  égal 

àmsk  —  \  /•/«/*• 
t 

Au  moyen  de  ces  formules  on  pourrait  encore  prouver  l'égalité 
du  genre,  mais  nous  n'insisterons  pas,  parce  que  dans  les  trans- 
formations à  détermination  unique  pour  certaines  courbes  seu- 
lement nous  parlerons  en  détail  de  faits  semblables. 

Pour  donner  des  exemples  d'autres  propriétés  qui  persistent 
dans  la  transformation  Cremona,  observons  que  deux  courbes  qui 
se  touchent  se  transforment  nécessairement  en  deux  courbes  qui 
sont  également  tangentes  (et  que  l'ordre  du  contact  est  le  même), 
ou  en  d'autres  termes  qu'à  tout  groupe  de  points  voisins  sur  l'une 
des  courbes  répond  sur  la  courbe  transformée  un  groupe  de  même 
nature. 

Il  résulte,  par  exemple,  de  là  que  la  courbe  de  coïncidence  qui 
répond  à  une  correspondance  donnée  sur  une  courbe  y  possède  la 
propriétédel'invariance  non-seulement  vis-à-vis  des  transformations 
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linéaires,  mais  encore  vis-à-vis  des  transformations  Crcmona  ('). 

Mous  considérerons  dans  ce  qui  suit  une  application  de  la 
théorie  développée  ici.  L'observation  que,  dans  une  transfor- 
mation Cremona,  à  tout  point  multiple  d'une  courbe  pris  pour 
point  fondamental  correspondent  sur  la  nouvelle  courbe  des 
points  séparés,  peut  servir  à  transformer  une  courbe  donnée 
ayant  des  points  singuliers  quelconques  en  une  autre  courbe  qui 
ne  possède  que  des  points  multiples  ordinaires  (c'est-à-dire  des 
points  multiples  à  tangentes  séparées).  Par  des  transformations 
de  celte  espèce  la  singularité  du  point  multiple  considéré  sera,  ce 
qui  est  important,  décomposée  en  différentes  c/oj^e;,  d'une  manière 
analogue  à  ce  que  nous  avons  vu  dans  la  méthode  de  Newton, 
Cramer  et  Puiseux(2).  Si  dans  les  recherches  en  question  nous 
employons  uniquement  des  transformations  quadratiques,  il  n'y  a 
là  néanmoins  aucune  particularisation,  puisque  toutes  les  transfor- 
mations Cremona  ont  ces  dernières  pour  éléments  (p.  207). 

Pour  la  discussion  approfondie  des  faits  dont  il  s'agit,  admet- 
tons en  premier  lieu  que  la  courbe  considérée  C  possède  en  P  un 
point  multiple  d'ordre  1  à  tangentes  séparées.  Appliquons  à  C  la 
transformation  quadratique 

(22)  j,:  j,:j,=^x,x,:x,.r,:  jr,j:„ 

dont  le  point  fondamental  (xi  =  o,  X3=o)  sera  supposé  situé 
en  P.  Au  point  P  de  C  correspondent  sur  la  nouvelle  courbe  O 
/points  séparés  sur  la  droite  ^3=  o(p.  191  ),  et  la  singularité  de  P 
est  par  suite  épuisée. 

Supposons  en  second  lieu  que  toutes  les  i  branches  de  C  se 
confondent  en  P,  mais  néanmoins  de  telle  sorte  que  deux  branches 
({uelconques  n'aient  entre  elles  qu'un  contact  simple,  et  par  consé- 
quent ne  se  confondent  qu'au  premier  ordre  d'infiniment  petits. 
L'équation  de  notre  courbe  C  supposée  d'ordre  n  sera 


C)  Foir  les  exemples  reUtir>  à  de  sriubiablct  courbes,  p.  i54,  i56,  160  et  p.  171, 
uoto  I. 

(»)  Foir,  pour  ce  qui  suit,  NOtbe«,  Cöttinger  Kachrichten,  1871,  p.  367,  et  Math, 
jénnalen,  t.  IX.  La  possibilité  de  la  trantrormotion  citée  se  déduit  aussi  de  considé- 
rations »ur  Ich  courbes  de  l'csparp.  Foir  HALPiit.N,  Sur  certnines  perspectives  g€mck9$ 
ues  cou/tes  planet  ulgébri<juet  {^Comptes  rendus,  i5  mars  1875). 
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et  par  la  transformation  quadratique  précédente  elle  devient 

c^  (x,j.H-  x,r,)'rî-'.rî-'-*-//-.-.{r..ri)rr-Vr'"*->'.  +  -  •  •  =  o. 

Cette  courbe  a,  comme  répondant  au  point  P  de  C,  i  points  con- 
sécutifs communs  avec  yi=  o  au  point  de  rencontre  de  cette  ligne 
avec  la  droite  ):,j  jH- Xjj^ ,  =  o,  sans  y  avoir  de  point  multiple; 
une  séparation  nouvelle  de  ces  points  voisins  n'est  donc  possible 
par  aucune  transformation  rationnelle.  Nous  disons  maintenant 
que  la  réduction  subie  par  la  classe  n[n  —  i)  de  C,  par  suite  de  la 
singularité  P,  est  égale  à  i[i —  i)  -+-  i  —  i .  L'influence  de  la  singu- 
larité sur  la  classe  est  donc  la  niênie  que  si  le  point  singulier  P 

étmt  remplacé  par-i[i  —  i)  points  doubles  ordinaires,  parmi 

lesquels  seraient  compris  i — i  points  de  rebroussement ;  et,  con- 
formément à  celle  idée,  nous  nous  exprimerons  souvent  comme  si 
la  singularité  avait  pris  naissance  par  le  rapprochement  graduel 
des  singularités  simples  précitées(  '  ).  Pour  le  démontrer,  observons 
qu'aux  lignes  menées  parle  point  Q(x,  =  o,  Xj=  o)  correspondent 
sur  le  plan  E^  les  lignes  droites  passant  par  le  point 

Q'(ji  =  o,jj=o), 

tandis  qu'en  général  à  une  droite  sur  Ex  correspond  une  co- 
nique sur  E^,  et  réciproquement.  Or,  comme  les  points  voisins 
de  C  se  transforment  en  points  voisins  de  C,  le  nombre  des  tan- 
gentes que  l'on  peut  mener  de  Q  à  C  sera  nécessairement  égal  au 
nombre  de  celles  menées  de  Q'  à  C,  les  tangentes  qui  ont  leur 
point  de  contact  en  Q'  même  ne  devant  pas  être  comptées.  Il  est 
également  aisé  de  justifier  directement  cette  proposition  à  l'aide 
des  propositions  ci-dessus  (voir  p.  192).  En  effet,  la  courbe  C  passe 
I  fois  par  le  point  fondamental  j^i  =  o,  o*-.  =  o,  et  ne  passe  au  con- 
traire pas  par  les  deux  autres  points  fondamentaux  ;  la  courbe  C 
est  donc  de  Tordre  in  —  i  et  a  au  pointj^,  =  o,  ■> ,  =  0  un  point 
multiple  d'ordre  n,  tandis  qu'elle  a  en  chacun  des  deux  autres 
points  fondamentaux  un  point  multiple  d'ordre  n  —  i,  tous  à  tan- 
gentes séparées.  Si  maintenant  $  désigne  l'influence  que  tous  les 


(*)  Il  n'est  d'ailleurs  nullement  démontré  par  notre  résolution  d'un  point  singulier 
qu'un  point  semblable  puisse  être  remplacé  dans  tous  les  problèmes  qui  se  présentent 
l>ar  les  singularités  simples  qui  s'en  déduisent. 
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autres  points  singuliers  de  G  (lesquels  existent  également  dans  C) 
exercent  sur  la  classe  de  C,  cette  dernière  devient 

k'  =:  [in  —  i)[7.n  —  i  —  i)  —  i  —  n[n  —  i)  —  7.[n  —  i)[n  —  i  —  \). 

En  vertu  de  la  multiplicité  énoncée  du  point  Q',  le  nombre  des 
tangentes  menées  de  ce  point  à  G  est  égal  à 

k' —  2(«  —  /)  =  /ï(«  —  i)  —  9  —  /(/  —  l). 

Mais  ce  nombre  est  égal  à  la  classe  de  C  augmentée  du  nombre  des 
points  de  rebroussenient  réunis  en  Q  ;  donc,  puisque  Q  n'a  pas  été 
pris  sur  C,  il  est  en  fait  égal  au  nombre  des  droites  passant  par  Q 
qui  rencontrent  C  en  deux  points  voisins.  Notre  proposition  inter- 
médiaire est  ainsi  démontrée. 

Parmi  les  h' — i[n  —  i)  tangentes  issues  de  Q',  laligne/j=ü 
est  comprise  / — i  fois,  car  sur  elle  sont  situés  i  points  voisins 
de  C  Mais  ces  derniers  proviennent  du  point  P  en  vertu  de  la 
transformation;  la  ligne  Q'P'  compte  donc  de  môme  i  —  i  fois 
comme  tangente  de  C,  c'est-à-dire  que  la  classe  de  C  est 

k=n[fi  —  i)  —  â  —  /■(/ — i)  —  (/■  —  i)  c.  Q.   r.   d. 

Admettons  en  troisième  lieu  que  le  coefficient  de  j:"~*  dans  C 
renferme  le  facteur  XiXi-hxjXa  à  la  /"*"•  puissance  (/=«);  les 
autres  facteurs  de  x"~'  peuvent  aussi  se  décomposer  en  différents 
groupes  à  valeurs  multiples,  ce  qui  nécessiterait  une  étude  tout  à 
fait  analogue;  mais,  dans  tous  les  cas,  l'examen  suivant  de  la  rela- 
tion dey  vis-à-vis  du  facteur  multiple  d'ordre  /dont  il  a  été  parlé  est 
indépendant  de  celte  question.  Nous  admettons,  d'ailleurs,  que 
le  facteur  XtX^  -f-  Xjj;,  entre  dans  le  coefficient  de  x"~'~'',  c'est-à- 
dire  dansyi+r(xo  JTj),  pour  r=  i,  2,.  . . ,  /|  au  moins  /|  —  r  fois, 
avec  l'hypothèse  /|  =  /.  Alors  dans  C  le  premier  terme  de  l'ordre  / 
s^évanouit  et  tous  les  termes  suivants  sont  nuls  à  l'ordre  l,.  La 
nouvelle  courbe  C  a  donc,  au  point  d'intersection  de  ^',=  0 
avec  Xj^i-f-  X|j  3=0,  un  point  multiple  d'ordre /|  dont,  en  général, 
les  branches  ne  seront  pas  toutes  tangentes  à  la  lignej)=:o.  Par 
ce  point  multiple  seront  absorbées  l^  des  /  intersections  de  ^3=  o 
avec  C  qui  y  sont  situées,  et  il  n'en  reste  plus  que  / —  /|  voisines 
les  unes  des  autres.  Donc,  d'une  manière  tout  à  fait  analogue  à  ce 
qui  se  passait  au  cas  précèdent,  le  point  P  de  C,  tant  qu'il  s'agit 
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des  /  branches  par  nous  considérées,  est  équivalent  à  -/(/ — i) 

points  doubles,  parmi  lesquels  se  trouvent  /  —  It  points  de  re- 
broussement,  et  à  un  point  multiple  d'ordre  l\  —  i .  Ce  dernier  est 

équivalent  à  -li[l\  —  i)  points  doubles  si  ses  /j   tangentes  sont 

toutes  distinctes  les  unes  des  autres;  dans  ce  cas,  la  recherche  de 
la  branche  multiple  d'ordre  /,  que  nous  considérions  est  terminée. 
Dans  le  cas  contraire  le  point  multiple  doit  être  soumis  à  un  plus 
ample  examen.  Cet  examen  se  fait  absolument  de  même,  en  mo- 
difiant la  courbe  C  par  une  transformation  quadratique  dont  un 
point  fondamental  est  situé  au  point  multiple  d'ordre  /|,  et  ainsi 
de  suite.  Géométriquement,  on  doit  se  figurer  la  singularité  de  P 
comme  étant  telle  que  parmi  les  i  branches]  /  coïncident,  que 
parmi  ces  dernières  /,  ont  encore  en  commun  un  autre  point  voisin, 
que  par  suite  un  point  multiple  d'ordre  /,  s'est  injinimcnt  rap- 
proché du  point  multiple  d'ordre  i,  et  cela  dans  une  direction 
suii^ant  laquelle  l  tangentes  du  point  d'ordre  i  se  confondent. 

Cette  considération  est  justijiée,  au  moins  pour  les  problèmes 
t/ui  ne  sont  pas  influencés  au  fond  par  les  transformations  à  dé- 
termination unique. 

Un  problème  de  cette  espèce  est  celui  de  la  détermination  de  la 
classe  de  C  ;  on  peut  effectuer  cette  détermination  comme  on  l'a 
fait  précédemment  à  l'aide  des  deux  points  Q  et  Q'.  Si  nous  sup- 
posons que  les  autres  i  —  /  branches  du  point  multiple  P  ne  donnent 
pas  lieu  à  d'autres  recherches  et  que  les  tangentes  du  point  mul- 
tiple d'ordre  /,  récemment  trouvé  ne  coïncident  pas  par  groupes, 
la  classe  de  C  sera 

A-'=  (?.«  —  0  (^"  —  '  —  ")  —  ^  —  "('*  —  0 

—  2(/î  — /•)(«  —  /  —  l)—/,(/l—l). 

La  classe  h  de  la  courbe  C  est  égale  au  nombre  des  tangentes  qui 
peuvent  être  menées  de  Q'  à  C,  et  qui  sont  différentes  des  n  —  i 
tangentes  du  point  multiple  d'ordre  n  —  i  en  Q' (chacune  de  ces 
tangentes  comptant  double)  et  de  la  ligne j^3  =  o.  Or,  dans  le  cas 
actuel,  une  branche  du  point  multiple  d'ordre  /,  touche  la  ligne 
^3=  o,  et  cette  branche  est  de  l'ordre  /  —  /i  ;  donc  / — ^  des  A' 
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tangentes  issues  de  Q'  coïncident  avec  y^z^o.  On  a  en  consé- 
quence 

(23) 


Donc,  ici  encore,  la  classe  se  détermine  conformément  à  la  défi- 
nition géométrique  du  point  singulier  que  nous  avons  récemment 
donnée. 

Nous  éclaircirons  ce  qui  précède  par  l'exemple  suivant.  Suppo- 
sons une  courbe  du  a/z'*"'"  ordre  à  point  multiple  d'ordre  a/i  —  a 
en  P  ( Xi  =  o,  X2=  o)  donnée  par  l'équation 

l'indice  inférieur  de/^indiquant  encore  l'ordre  des  deux  fonctions 
homogènesy'en  X|,X2.  En  effectuant  la  transformation  (2a),  nous 
obtenons  la  courbe 

Au  point  singulier  de  C  correspondent  sur  G'  les  n  —  i  points 
doubles  ordinaires  déterminés  par  jl  =  o  el/n^t  (^a.^t  )  ^^  o.  11 
se  forme  donc  d'abord  n  —  i  classes  dont  chacune  se  décompose 
ensuite  en  deux  points,  c'est-à-dire  que  C  a  en  Pun  point  multiple 
d'ordre  2(71  —  a)  an  —  i  tangentes  séparées  sur  chacune  des- 
quelles est  encore  situé  un  point  double  voisin  de  P,  en  d'autres 
termes,  au  point  P  se  trouvent  n  —  i  contacts  de  la  courbe  C  avec 
elle-même  (p.  89 ).  Le  nombre  des  points  doubles  séparés  aux- 
quels équivaut  P  est  donc  finalement  égal  à 

-  (2«  —  2)  (^/ï  —  3)  -+-  /l  —  I  r^2{«  —  1)«. 

On  voit  clairement  par  ce  qui  précède  comment  en  continuant 
ce  procédé,  on  arrivera  enfin,  après  un  nombre yiVii  d'opérations,  à 
une  courbe  ne  possédant  que  dos  points  ordinaires  voisins  les  uns 
des  autres  ou  séparés;  en  effet,  deux  branches  de  courbes  ne 
peuvent  se  rencontrer  qu'en  un  nombre yirm  de  points  voisins.  Ac- 
tuellement, pour  simplifier  le  langage,  nous  exprimerons  la  dégéné- 
ration d'un  point  double  en  un  point  de  rcbroussement  eu  disant 
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que  du  point  double  s'est  rapproché  un  point  de  ramification  (  '  ). 
Nous  avons  alors  la  proposition  suivante  : 

Tout  point  multiple  d^ ordre  i  d'une  courbe  algébrique  peut, 
par  des  transjormations  Cremona,  être  résolu  en  un  point  mul- 
tiple ordinaire  d'ordre  i,  auquel  s'adjoignent  de  la  manière  pré- 
cédente un  nombre  déterminé  de  points  de  ramification,  et  en  une 
série  de  points  multiples  d'ordre  l^^h^- . .  [la  somme  /,  -f-  /2 -J- . .  • 
étant  inférieure  ou  égale  ai),  qui  renferment  chacun  un  certain 
nombre  de  points  de  ramification. 

La  résolution  du  point  multiple  effectuée  ici  est  en  connexion 
étroite  avec  la  règle  de  Cramer  précédemment  énoncée,  et  avec  les 
développements  en  série  par  lesquels  la  singularité  en  question 
pouvait  être  de  même  définie.  En  effet,  ces  derniers  développe- 
ments ont  été  aussi  obtenus  par  des  transformations  successives; 
toutefois  celles-ci  n'étaient  univoques  que  pour  le  voisinage  du 
point  considéré  et  non  pour  tout  le  plan  (comme,  par  exemple,  la 
transformations:  =  ocf^,j  =y*,  p.  35).  On  peut,  du  reste,  arriver 
également  par  des  transformations  quadratiques  successives  aux 
développements  en  série  que  fournit  la  méthode  de  M.  Puiseux  ;  tou- 
tefois nous  n'entrerons  pas  ici  dans  l'examen  des  détails  néces- 
saires (2). 


(')  Cette  dénomination  est  empruntée  à  la  théorie  dos  surfaces  de  Riemann.  Les 
points  de  ramification  de  celles-ci  correspondent,  en  eflet,  aux  points  de  contact  des 
txingentes  proprement  dites  menées  du  point  à  l'infini  sur  l'axe  Y  à  la  courbe.  Mais, 
parmi  ces  dernières,  l'une  se  rapproche  indéfiniment  du  point  double  (d'après  les 
formules  de  Plùcker)  si  ce  dernier  devient  un  point  de  rebroussement,  de  sorte  que 
tout  point  de  rebroussement  donne  lieu  à  un  point  de  ramification  de  la  surface  de 
Riemann. 

(*)  Voir  sur  ce  sujet  NOtber  {loc.  cit),  §  3.  Il  est  avantageux,  pour  le  cas  dont  il 
s'agit,  d'employer  la  transformation  quadratique  spéciale 

dont  deux  des  trois  points  fondamentaux  sont  situés  infiniment  près  l'un  de  l'autre. 
Elle  donne  pour  x^  =  x,  x^  =j;x^=  ixj^^  =  x',jr^-=:r',r^  =  i  la  substitution 
x=  .r*,  j-  =  x'y.  employée  par  Havbcbcer  (Zeitschrift  de  ScnLÖniLcB,  t.  XVI,  p.  474 
et  SUIT.),  et  Kô:<iGSB£RGEil  (Theorie  der  elliptischen  Functionen,  Leipzig,  187'!,  p.  4/1 
et  suiT.). 

Smitb  a,  dans  ces  derniers  temps,  donné  une  théorie  approfondie  des  points  sin- 
guliers basés  sur  la  méthode  de  Puiseux,  et  a  aussi  déterminé  directement  leur 
influence  sur  les  formules  de  Plùcker  (voir  Proceedings  of  the  London   mathematical 
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Nous  appliquerons  dans  ce  qui  suit  les  résultats  obtenus  à  la 
théorie  des  Jonnules  de  Pliicker. 

Pour  déterminer  la  classe  d'une  courbe  C  possédant  des  singu- 
larités quelconques,  il  faut  la  transformer  d'après  ce  qui  précède. 
Si  nous  supposons  que  l'on  a  ainsi  trouvé  que  les  points  singuliers 
de  C  sont  équivalents  à  un  certain  nombre  de  points  multiples 
d'ordre  y/  (  t  =  i ,  a  . .  . ,)  dont  chacun  ne  possède  que  des  tangentes 
séparées,  et  que  le  nombre  total  des  points  de  ramification  qui  sont 
réimis  aux  différents  points  singuliers  soit  égal  à  x,  on  aura  pour 
la  classe  de  C 

(24)  A  =  n{n  —  i)-lg,{q^—i)^y., 

ainsi  qu'on  le  déduit  facilement  de  la  continuation  du  procédé 
emplo^'é  dans  l'équation  (aS).  On  reconnaît  par  là  que  l'ensemble 
des  points  singuliers  est  équivalent  à  d  points  doubles  et  /*  points 
de  rebroussement  si 

(25)  fi=  --lqi{q,—  i)  —  /.,      r=Ä. 

En  effet,  il  vient  alors 

(26)  A=z  n[n  —  i)  —  2^—3/-. 

On  peut,  par  des  considérations  corrélatives  des  précédentes  au 
point  de  vue  dualistique,  exprimer  inversement /i  parAr.  On  doit  dans 
ce  but  remplacer  la  courbeCparla  courbe  réciproqueK,  c'est-à-dire 
parcelle  qui  en  dérive  au  moyen  d'une  transformation  dualistiquc 
(t.  I,  p.  329).  Aux  tangentes  multiples  de  C  correspondent  des 
points  multiples  deK;  ces  derniers  devront  être  résolus  suivant 
notre  méthode  par  des  transformations  rationnelles.  En  admettant 
qu'ils  aient  été  ainsi  trouvés  équivalents  à  x' points  de  ramification 
et  à  un  certain  nombre  de  points  multiples  ordinaires  d'ordre  q'fy 
la  classe  de  K,  c'est-à-dire  l'ordre  de  C,  sera  donnée  par 


Soeietjr,t.\l,  p.  |53;  1876.  Dm  reeherchea  MmblablM  ont  été  pourtuiTiM  parM.  Ual- 
ratn;  elles  n'ont  été  jusqu'ici  publicetquo  parexlniiti:  Complet  rendus,  t.  LXWIll, 
p.  iio5,  1874,  et  t.  LXXX,  p.  9;;  187a. 
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relation  où 

(28)  t='-lq\[,i,-l]-.\     «.  =  /. 

Enfin  on  peut  montrer  que  les  nombres  n,  h,  d,  r,  t,  w  satisfont 
à  l'équation  dualistique  par  rapport  à  elle  même 

(29)  («—  i)(/f— 2)  —  "id  —  2rz=  [k  —  i)(/-  —  2)  —  2/  —  2«r, 

qui  s'est  présentée  aussi  dans  les  nombres  pluckériens  (p.  65). 
Pour  le  vérifier,  nous  ferons  usage  d'un  théorème  dont  nous  avons 
déjà  parlé  plusieurs  fois  et  que  nous  démontrerons  plus  tard  d'une 
manière  approfondie  ;  ce  théorème  est  le  suivant  : 

Deux  courbes  liées  point  par  point  l'une  à  l'autre  par  une 
relation  univoque  (à  détermination  unique)  et  dont  chacune  ne 
possède  comme  singularités  que  des  points  multiples  ordinaires, 
appartiennent  au  même  genre. 

Déterminons  d'abord  le  genre  p  de  la  courbe  C  dont  la  classe  a 
été  donnée  par  (23).  Les  singularités  de  C  auxquelles  se  réfère  le 
nombre  d  qui  figure  dans  cette  relation  exerceront  sur  le  genre 
de  C  une  influence  égale,  par  exemple,  à  <î';  on  aura  alors 

p:=z  -  [in  —  i  —  i)  (2«  —  /  —  2)  —  <?' 

-^-n[n-i]  —  [n  —  i)[n  —  i-\]  -l/,(/^_,) 

^l[n-i)[n-  2I  -^'  --  iii  -  i)  -  -/,f/,  —  i). 
2  '  2    '  2 

On  peut  d'une  manière  semblable  calculer  le  genre  de  la  courbe 
après  chaque  transformation.  On  a  finalement  une  courbe  C!  ne 
possédant  que  des  singularités  ordinaires  et  dont  le  genre  se  trouve 
égal  à 


3o) 


I  p-  l[n  -  i)  [n  —  1)  -  ^Iqiiqt—  l) 
< 

Nous  définissons  ce  nombre  comme  le  genre  de  la  courbe  G.  Nous 
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y  sommes  autorisés  si  nous  démontrons  que  le  nombre  dont  il  s'agil 
est  dualistique  à  lui-même  conformément  à  Téquation  (ap)  (*). 

La  courbe  réciproque  désignée  par  K  peut  être  transformée  en 
une  courbe  K' n'ayant  que  des  points  multiples  ordinaires;  alors 
son  genre  est,  d'après  la  définition  qui  vient  d'être  donnée,  égal  au 
genre  de  K.',  c'est-à-dire  égala 

i(i-. )(/■-:») -l2./,(./,-i). 

Or,  K'  est  lié  à  K  et  conséquemment  aussi  à  C  et  C,  par  une  rela- 
tion à  détermination  unique;  le  théorème  cité  plus  haut  sur  l'éga- 
lité du  genre  est  donc  applicable  aux  courbes  Cet  K.',  et  l'on  a 
par  suite  aussi 

=z  —\^k  —  I )  (/•  —  7.)  —  t  —  «',     c.  Q,  r.   D. 

En  résumant  ce  qui  précède,  nous  arrivons  au  théorème  suivant 
énoncé  d'abord  par  Ga^'ley  (2)  : 

En  tant  qu  il  s^ agit  des  formules  de  Pliicker,  tons  les  points 
singuliers  d'une  courbe  algébrique  peuvent  être  considérés 
comme  équivalents  à  d  points  doubles  et  r  points  de  rebroussement, 
et  de  même  toutes  les  tangentes  singulières  peuvent  être  consi- 
dérées comme  équivalentes  à  t  tangentes  doubles  et  w  tangentes 
d'inflexion^  les  nombres  d,  r,  t,  w  étant  déterminés  delà  manière 
indiquée  par  les  formules  (aj)  ef  (a8).  Les  formules  de  Pliicker 
sont  alors  données  par  (26),  (uy)  et  (29)  ou  par 

p.p  —  2  r=  X  -4-  r  —  2  /î 

r  -  /»  -t-  »»'  —  2  A 

:  n[n  —  3)  —  otei  —  3r 
_:X[X  —  3)  -a/— 3«'. 


C)  Le  Tait  que  le  nombre  p  reste  invariable  dans  toutM  le«  trantforniaUona 
iinivoques  se  conclut  immédiatement  do  considérations  semblables  à  celles  appliqué«« 
dans  en  qui  suit  aux  courbes  C  et  K.  Sur  la  détermination  de  p,  voir  aussi  Halmu, 
Sur  un  point  de  la  théorie  des  fonctions  abéliennes  (Comptes  rendus,  ag  juin  1874)* 

(*)  yoir  le  Mémoire  déjà  cité  de  Catlct,  Quarter^-  journal,  t.  VII. 
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H  est  à  remarquer  que  les  nombres  t,  w  dans  ces  formules  ne 
donnent  pas  immédiatement  le  nombre  des  tangentes  singulières 
ordinaires  de  C;  car  les  tangentes  des  différentes  branches  d'un 
point  singulier  peuvent  être  en  même  temps  des  tangentes  singu- 
lières, de  telle  sorte  que  les  points  de  la  courbe  réciproque  K  qui 
leur  correspondent  sont  en  même  temps  des  points  multiples  de 
celte  courbe.  C'est  donc  par  une  étude  approfondie  des  points 
correspondants  de  la  courbe  réciproque  que  l'on  décidera  combien 
des  f  -h  iv  tangentes  singulières  de  C  sont  absorbées  par  les  points 
singuliers. 
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CHAPITRE  II. 

LES    COURBES    DE   TROISIÈME   ORDRE    OU    DE  TROISIÈME    CLASSE. 


I.  —  Le  système  des  points  d'inflexion. 

Nous  entreprenons  à  présent  d'appliquer  spécialement  aux 
courbes  du  troisième  ordre  les  théorèmes  et  les  idées  générales  qui 
précèdent  (•),  et  dans  cette  étude  nous  considérerons  les  points 
suivants  : 

1°  La  relation  de  ces  courbes  avec  la  théorie  des  polaires  et 
avec  les  formules  de  Pliicker,  et  surtout  la  situation  des  neuf  points 
d'inflexion;  notre  intérêt  principal  se  concentrera  sur  la  théorie 
de  ces  derniers,  qui  se  présentent  pour  la  première  fois  dans  les 
courbes  du  troisième  ordre; 

2°  L'exposition  de  leurs  propriétés  au  moyen  de  la  tliéorie  des 
formes  cubiques  ternaires  ; 

3°  La  géométrie  sur  une  courbe  du  troisième  ordre  :  pour  cet 
objet,  les  applications  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  nous 
feront  connaître  des  moyens  auxiliaires  entièrement  nouveaux; 


(')  Pour  le  développement  de  la  théorie  de  ces  courbes,  les  travaux  les  plus  impor- 
tants sont  les  suivants  :  NcWTo:«,  Enumeratio  linearum  tertii  ordinis ;  Maclacki:!,  i>e 
linearum  geometricarum  proprietatibiis  genrralibus  tractatus  (traduit  en  français  par 
DE  JoMQOiÊRES,  Mélanget  de  Géométrie  pure 'jp.  197,  Paris,  i8J6);  PlÛckek,  Sjitem  de$ 
analytischen  Geometrie;  HcsSK,  Journal  de  C relie,  t.  28,  36  et  38;  Catut,  Pkiloso- 
iphieal  Transactions,  t.  147,  ainsi  que  les  Ouvrages  plusieurs  fois  cités  de  Salmon, 
CremoDt  ei  Chiule»  {Géométrie  supérieure).  Une  exposition  d'ensemble  des  théories 
géométrique«  a  été  aussi  donnée  par  Durége  :  Die  ebenen  Curven  dritter  Ordnung, 
Leipzig,  1871.  Nous  renvoyons  à  ce  dernier  OtiTrage  pour  les  développements  plus 
étendus  sur  certains  points  particuliers  de  la  théorie;  on  y  trouve  aussi  de«  indications 
bibliographiques  plus  détaillée». 
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4°  Les  courbes  du  troisième  ordre  à  points  multiples  et  les 
dégénérations  de  ces  courbes. 

Nous  nous  demanderons  d'abord  comment  on  peut  en  général 
considérer  une  courbe  du  troisième  ordre;  aurons-nous,  en  nous 
basant  sur  la  forme  extérieure,  à  distinguer  plusieurs  types  projec- 
tifs  différents,  ou  bien,  comme  dans  les  coniques,  une  courbe  réelle 
quelconque  peut-elle  être  changée  par  collinéation  réelle  (ou  par 
déformation  continue)  en  une  autre  courbe  réelle  quelconque?  Il 
est  à  peine  nécessaire  de  faire  remarquer  que  pour  ces  considéra- 
tions de  forme  tous  les  coefficients  de  l'équation  de  la  courbe 
doivent  être  supposés  réels.  Une  courbe  entièrement  imaginaire 
ne  peut  posséder  au  plus  que  neuf  points  réels,  à  savoir  les  points 
d'intersection  des  courbes  réellesy  =  o  et  9  =  o,  dans  le  cas  où  la 
courbe  imaginaire  est  représentable  sous  la  forme 


/+  V —  I  ?  =  o, 

en  supposant  que  ces  points  d'intersection  soient  réels.  D'ailleurs, 
aucune  hypothèse  sur  la  réalité  des  coefficients  n'est  nécessaire 
pour  les  recherches  algébriques  ultérieures. 

Une  courbe  réelle  du  troisième  ordre  est  toujours  rencontrée 
par  une  droite  en  trois  points  réels  ou  en  deux  points  conjugués 
imaginairement  et  un  point  réel,  et  dans  le  plan  il  existe  toujours 
des  droites  des  deux  espèces.  Si,  en  effet,  l'on  part  d'une  droite  à 
trois  points  d'intersection  réels,. et  qu'on  la  fasse  tourner  autour 
d'un  quelconque  de  ses  points,  elle  arrivera  insensiblement,  d'après 
la  loi  de  continuité,  à  une  position  où  les  deux  intersections  coïn- 
cideront. Si  l'on  continue  la  rotation  au  delà  de  cette  position 
limite,  les  deux  points  deviendront  nécessairement  imaginaires, 
car  autrement  le  point  de  contact  de  la  position  limite  serait  un 
point  double  de  la  courbe  C3  ;  or,  nous  excluons  provisoirement 
l'existence  d'un  point  semblable.  Ainsi  on  sera  en  fait  conduit  à 
une  droite  ayant  un  seul  point  d'intersection  réel,  et  en  partant  de 
cette  dernière  on  peut  employer  le  même  procédé  en  sens  inverse. 
En  particulier  aussi  la  droite  de  l'infini  rencontrera  la  courbe  en  un 
ou  trois  points  réels  ;  si  donc  nous  désignons  sous  le  nom  à' asym- 
ptote la  tangente  à  une  courbe  en  l'un  de  ses  points  à  l'infini,  nous 
avons  ce  théorème  : 

Toute  courbe  réelle  du  troisième  ordre  a  au  moins  une  asym- 
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ptote  réelle  et  peut  toujours  être  projetée  suivant  une  courbe  qui 
n'a  qu'une  seule  asymptote  réelle. 

Pour  noire  but  immédiat  nous  avons  encore  à  démontrer  la  pro- 
position suivante  : 

Toute  courbe  réelle  du  troisième  ordre  a  trois  points  d'in- 
flexion réels. 

Plus  tard  seulement  nous  montrerons  qu'il  ne  peut  pas  y  avoir 
un  plus  grand  nombre  de  ces  points  qui  soient  réels. 

En  effet,  ainsi  qu'il  a  été  démontré,  nous  pouvons  toujours 
prendre  la  courbe  de  telle  manière  qu'elle  ne  possède  qu'une  branche 
»'étendant  à  l'infini,  et  cette  branche  doit  nécessairement  parcou- 
rir d'un  trait  continu  l'espace  compris  entre  les  deux  points  A 
elli{fig.  23),  où  elle  commence  à  s'approcher  de  l'asymptote. 


Or,  on  peut  admettre  que  les  points  A  et  B  sont  situés  d'un  côté 
différent  de  l'asymptote,  comme  dans  l'hyperbole,  car  dans  le  cas 
contraire  le  point  à  l'infini  sur  l'asymptote  serait  un  point  d'in- 
flexion, ce  qu'on  évitera  par  une  transformation  linéaire  convenable. 
Sur  les  deux  côtés  la  courbe  s'éloigne  d'abord  de  cette  ligne;  si 
donc  les  deux  parties  doivent  se  rapprocher  pour  former  un  trait 
suivi,  elles  doivent  nécessairement  changer  leurs  courbures,  c'est- 
à-dire  former  quelque  part,  onW|  et  \S\  par  exemple,  deux  points 
d'inflexion.  Or,  par  là  prennent  naissance  deux  parties  de  la  branche 
ayant  une  courbure  de  sens  inverse,  et  leur  réunion  n'est  possible 
qu'en  un  troisième  point  d'inflexion  tel  que  Wj.  Noti*e  théorème 
est  donc  démontré. 
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La  branche  de  courbe  décrite  ici  est  coupée  par  toute  droite 
réelle  du  plan  en  un  point  réel  unique;  la  courbe  ne  peut  donc  plus 
comprendre  qu'une  branche  qui  soit  rencontrée  par  une  droite  en 
deux  points  réels  au  plus,  c'est-à-dire  un  ovale.  Mais  celte  partie 
peut  manquer  aussi  entièrement.  Nous  obtenons  ainsi  les  deux 
types  suivants  pour  les  formes  possibles  d'une  courbe  du  troisième 
ordre  : 

!*•  Courbe  unipartite,  se  composant  d'une  branche  unique  à 
trois  points  d'inflexion  (i  dans  \zßg.  24); 

a°  Courbe  bipartite,  se  composant  d'une  branche  semblable  et 
d'un  ovale  situé  en  dehors  de  celte  première  partie  (3  dans  la 
Jig.  24). 

On  peut  envisager  comme  courbe  de  passage  entre  les  deux 
espèces  la  courbe  à  point  double  (2  dans  \^ßg-  24). 

Fig.  24. 


Suivant  la  manière  dont  on  se  la  figurera  dériver  d'une  courbe  gé^ 
nérale  du  troisième  ordre,  on  sera  conduit  à  une  courbe  unipartite 
ou  bipartite,  comme  Xzßg.  24  le  fait  suffisamment  apercevoir.  Par 
ce  procédé  de  passage  se  trouve  en  même  temps  donnée  la  démons- 
tration, non  encore  fournie  dans  ce  qui  précède,  de  l'existence  des 
deux  types  présentés  (  '). 


(*)  Des  raisonnements  semblables  sont  au  surplus  vrais  à  l'égard  des  courbes 
d'ordre  quelconque.  Une  courbe  se  compose  de  différentes  branches  ayant  un  parcours 
séparé,  que  l'on  devra,  d'après  vos  Stacdt  [Geometrie  der  Lage,  Nürnberg,  1847, 
p.  81  ),  diviser  en  paires  et  impaires.  Une  branche  impaire  peut,  comme  la  branche  à 
trois  points  d'inflexion  dans  la  courbe  C„  être  engendrée  par  déformation  d'une 
droite,  une  branche  paire  au  contraire  par  déformation  d'une  conique.  Deux  branches 
impaires  se  coupent  toujours;  par  conséquent,  une  courbe  sans  point  double  ne 
peut  renfermer  qu'une  seule  branche  de  cette  espèce  au  plus.  Une  courbe  d'ordre 
impair  sans  point  double  en  comprendra  toujours  une;  une  courbe  générale  d'ordre 
pair  se  compose  uniquement  de  branches  paires,  f^oir  aussi  Kleix,  ilath.  Annalen, 
l.  VI,  p.  J77,  et  ZccTBE.N,   ibid.,  t.  Vil,  p.  4*^. 
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La  forme  d'une  courbe  du  troisième  ordre  peut  d'ailleurs  différer 
beaucoup  en  apparence  de  celles  représentées  dans  ^»Jig.  24,  si 
l'ovale  est  divisé  en  deux  parties  par  la  droite  de  l'infini,  si  l'un  des 
points  d'inflexion  s'éloigne  à  l'infini,  etc.  ;  et  l'on  obtient  ainsi,  sui- 
vant ces  diverses  dispositions  par  rapport  à  la  droite  de  l'infini,  les 
différentes  variétés  de  courbes  du  troisième  ordre,  telles  qu'elles 
sont  indiquées  dans  les  classifications  de  Newton,  Cramer,  Pliicker, 
Mübius  etCayley  (').  Notre  classification  fondamentale  en  courbes 
unipartilcs  ou  bipartites  ne  signifie  pas,  d'ailleurs,  que  toutes  les 
courbes  d'une  classe  puissent  être  transformées  les  unes  dans  les 
autres  par  collinéation.  Cette  transformation  n'est  au  contraire 
pas  possible;  car  une  courbe  du  troisième  ordre  a,  comme  nous 
le  verrons  plus  tard,  un  invariant  absolu,  et  cet  invariant  doit  avoir 
la  même  valeur  pour  deux  courbes  si  elles  sont  transformables 
linéairement  l'une  dans  l'autre  (^). 

Nous  résumerons  d'abord  brièvement  dans  ce  qui  suit  une  série 
de  tbéorèraes  qui  résultent  immédiatement  des  développements 
généraux  donnés  précédemment,  en  particularisant  seulement  les 
nombres  qui  y  figurent,  ce  qui  nous  conduira  immédiatement  à 
des  propositions  importantes  sur  la  situation  des  points  d'inflexion. 

La  courbe  du  troisième  ordre  {f^a^^=  o)  est  en  général  de  la 
sixième  classe  (t.  I,  p.  347  ^^  ^-  ''»  P*  ^^)'  autrement  dit,  on  peut 
d'un  point  quelconque^'  lui  mener  six  tangentes.  Les  six  points  de 
contact  de  ces  dernières  sont  situés  sur  la  conique  a^aj.  =  o  qui  est 
lapremière  polaire  de^  (  P«  7)  •  Toutes  les  premières  polaires  forment 
un  réseau  de  coniques;  parmi  elles  il  s'en  trouve  un  nombre  infini 


(')  f^oir  sur  ce  sujet  Salmoü,  Higher  plane  Curves. 

(*)  La  courbe  C,  a,  en  eflct,  deux  invariants  S  et  T,  tels  que  S*  divisé  par  T*  eut 
l'invariant  absolu  (i>r>i>  plus  bas).  I^  condition  d'existence  d'un  point  double  est 
alors  S'  —  6T*=  o  ;  à  la  distinction  de  deux  types  de  C,  correspond  la  sé|>aration  des 
cas  dans  lesquels  la  valeur  de  S*  —  61*  est  >  ou  ^o,  ainsi  qu'il  résulte  de  la  consi- 
dération des  quatre  tangentes  issues  d'un  point  de  la  branche  impaire,  si  l'on  fait 
usage  des  théorèmes  sur  la  réalité  des  racines  d'une  équation  du  quatrième  degré 
(Clkbscu,  Theorie  der  hinüren  Formen,  p.  iGo  et  !\6)i).  Foir  la  fin  de  la  5*  Section 
de  ce  Chapitre. 

Pour  les  courbes  d'ordre  supérieur,  on  a  ce  théorème  : 

Une  courbe  de  genre  p  ne  peut  Ofoir  plus  de  p-+-t  branches,  et  dans  un  ordre  donné  n, 
(n—  t){n  —  •})  l'tant  égal  ou  supérieur  à  p,  il  existe  toujours  des  courbes  ^jr*'*^ 
cette  valeur  majcima,  Foir  HxuTtAOk,  Math.  Annalen,  t.  X,  p.  l8g. 
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ayant  un  point  double,  c'est-à-dire  se  décomposant  en  un  couple 
de  droites.  Le  lieu  des  pôles  relatifs  à  ces  coniques  est  une  courbe 
du  troisième  ordre  (formée  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  des 
secondes  dérivées),  la  hessienne  (p.  ii) 

i^abc)*aybyej.  =  o, 

qui  coupe  la  courbe  primitive  aux  neuf  points  d'inflexion.  Son 
équation  s'obtient  en  éliminant  les  quantités  x  entre  les  trois 
équations 

y^fitXk  —  oia^ay.  =  o, 

où  l'on  a  fiA  =  T-  -^ — 4—  et  où  les  quantités  x/ sont  les  coordonnées 

du  point  double  répondant  à  ^'.  Or  ces  équations  ne  varient  pas 
si  l'on  permute  les  jcï  et  les  j>^,-,  et  de  là  résulte  ce  théorème  : 

La  hessienne  et  la  steinérienne  d* une  courbe  du  troisième  ordre 
sont  identiques. 

On  déduit  encore  de  là  cette  proposition  : 

La  polaire  linéaire  d\in  point  y  de  la  hessienne  touche  cette 
courbe  au  point  double  de  la  première  polaire  de  y. 

Nous  insisterons,  mais  plus  tard  seulement,  sur  les  propriétés  de 
la  cayleyenne  ou  courbe  enveloppée  par  les  lignes  xy. 

Nous  pouvons  facilement  aussi  donner  l'équation  du  produit 
des  six  tangentes  issues  de  j .  Si,  en  effet,  x  est  un  point  d'une  telle 
tangente,  l'équation 

/[:c  -+-  V  )  =/-+-  3).D/4-  3a'D»/+  ).'DV=  o, 

dans  laquelle /=  ai,  D/=  a^«;.,  Dy=  «x«',  D»/^«;.,  doit 
donner  pour  X  deux  racines  égales  ;  autrement  dit,  son  discriminant 
doit  s'annuler.  Le  produit  des  six  tangentes  issues  d'un  point  jr 
est  donc  donné  (t.  I,  p.  27a)  par 

(1)  4[/DV-  (D/)*]  [D/DV-  (DV)']  -  [/D'/-  D/DV?  =  o. 

Si  le  pôle  j  devient  un  point  de  la  courbe,  deux  des  tangentes 
qui  en  sont  issues  se  confondent  avec  la  tangente  de  ce  point,  et 
la  courbe  primitive  y  sera  touchée  par  sa  polaire.  En  effet,  l'équa- 

Clebscb.  —  Géométrie,  II.  '** 
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lion  (i)  devient  divisible  dans  le  cas  de  D^f=o  par  le  facteur 
(D'y)';  d'un  point  Je  la  courbe  on  peut  donc  mener  à  celle-ci 
encore  quatre  tangentes  données  par 

(a)  4/D«/-3(D/)«=o. 

Lorsque^  a  cette  situation,  les  points  de  la  première  polaire  se 
définiront  géométriquement  d'une  manière  aussi  simple  que  dans 
les  coniques.  Soit  z  le  second  point  d'intersection  d'un  rayon  issu 
de  j'  avec  la  polaire,  de  telle  sorte  que  a^-al  =  o.  Si  l'on  cherche 
les  points  de  rencontre^  -+-Xz  du  rayon  avec  la  courbe  primitive, 
on  obtient  ia^Mg  -i-  X'a' =  o,  c'est-à-dire  une  équation  du  second 
degré  seulement  relativement  à  X,  d'où  ce  qui  suit: 

Si  l'on  clierche  sur  les  rayons  menés  par  un  point  j  de  la  courbe 
le  point  quatrième  harmonique  à  y  et  aux  deux  autres  points 
d'intersection,  ce  point  décrit  la  première  polaire  de  y.  Cela 
résulte  immédiatement  aussi  de  nos  théorèmes  généraux  précédents 
sur  les  systèmes  polaires  dans  les  formes  binaires  (t.  I,  p.  a53). 

Si  enfin  le  pôlej'  est  un  des  neuf  points  d'inflexion,j^  étant  alors 
situé  en  même  temps  sur  la  hessienne,  la  polaire  se  décompose  en 
deux  droites,  savoir:  la  tangente  d'inflexion  (puisque  la  polaire  est 
tangente  à  la  courbe)  ('),  et  une  autre  droite  répondant  au  point 
d'inflexion,  la  droite  harmonique.  D^un  point  d'inflexion  on  ne 
peut  donc  plus  mener  que  trois  tangentes  à  la  courbe;  leurs  points 
de  contact  sont  les  trois  points  où  la  droite  harmonique  dont 
il  a  été  parlé  rencontre  la  courbe.  D'après  le  théorème  précé- 
dent, la  droite  harmonique  elle-même  est  d^ailleurs  le  lieu 
du  point  quatrième  harmonique  au  point  d'inßexion  et  aux  deux 
autres  points  d' intersection  des  rajons  issus  de  ce  dernier  avec  la 
courbe. 

Pour  discuter  maintenant  de  plus  près  la  situation  respective  des 
points  d'inflexion,  attachons-nous  à  notre  théorème  fondamental 
sur  les  systèmes  de  points  d'intersection,  lequel  énonce,  relalive- 


(')  Ce  contact  ne  peut  pas,  en  Tait,  être  un  contact  improprement  dit,  e'eat-è-dire 
provenir,  par  ezempi«,  de  ce  que  le  point  double  de  la  polaire  drcompotée  tarait 
•itué  au  point  d'inflexion;  car,  autrement,  on  pourrait  encore  mener  du  point 
d'inflexion  quatre  tongcntct  à  la  courbe  €,,  tandis  que  l'une  d'elles  doit  évidemment 
être  située  inflnimcnt  près  de  la  tangente  d'inflexion. 
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ment  aux  courbes  de  troisième  ordre,  que  toutes  les  courbes  de 
cette  espèce  ayant  huit  points  communs  passent  encore  par  un 
neuvième  point  déterminé  (p.  i33).  C'est  ce  théorème  qui  nous  a 
déjà  fourni  une  démonstration  simple  du  théorème  de  Pascal. 
Nous  en  ferons  ici  une  autre  application.  Sur  la  courbe  considérée 
prenons  trois  points  A|,  Aj,  A3  situés  sur  la  droite  a,  et  également 
trois  points  B|,  Bj,  B3  sur  une  seconde  droite  b\  traçons  ensuite 
trois  autres  lignes  joignant  un  point  A  avec  un  point  B,  par  exemple 
les  lignes  Aj  Bi,  Aj  B2,  A3  B3.  Ces  lignes  pourront  être  désignées 
respectivement  par  d%,di,di  et  couperont  encore  notre  courbe 
respectivement  aux  points  Co  Ca,  C3.  Nous  disons  que  ces  trois 
points  C  sont  situés  de  même  sur  une  droite  c.  Nous  avons  en  effet 
trois  courbes  du  troisième  ordre  : 

1°  La  courbe  donnée, 
2°  Les  lignes  </, ,  «/a  »  <^3  > 
3**  Les  lignes  «,  b,  c, 

qui  ont  huit  points  communs,  à  savoir  A^Aj,  A,,  B|,B2,  B3,  C|, 
Cj,  et  par  conséquent  renferment  toutes  aussi  le  neuvième  point 
C3,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Si  donc  on  joint  divisément  chacun  des  trois  points  d'intersec- 
tion d  ^une  droite  avec  une  courbe  du  troisième  ordre  à  chacun 
des  points  d'intersection  d'une  autre  droite,  ces  lignes  de  jonc- 
tion coupent  encore  la  courbe  en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

On  peut  de  cette  manière  construire  une  infinité  de  canevas  de 
six  droites,  dont  neuf  sommets  sont  toujours  situés  sur  une  courbe 
du  troisième  ordre.  Par  un  choix  particulier  de  ces  systèmes,  nous 
serons  ramenés  aux  points  d'inflexion.  Rapprochons  d'abord  les 
droites  a  et  b  infiniment  l'une  de  l'autre,  de  sorte  qu'un  point  A/ 
et  un  point  B/  deviennent  infiniment  voisins.  Alors  les  lignes  d,, 
d^,  di  sont  les  tangentes  de  la  courbe  aux  points  A,,  Aa,  A3,  et 
nous  avons  ce  théorème  : 

Si  les  points  de  contact  de  trois  tangentes  à  une  courbe  du 
troisième  ordre  sont  en  ligne  droite,  leurs  trois  autres  points 
d 'intersection  sont  de  même  en  ligne  droite. 

Si  ensuite  les  deux  droites  voisines  a  et  b  passent  par  deux 

i5. 
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points  d'inflexion,  que  conséquemment  A|  (  =  B|  )  el  Aj  (  =  Bj) 
soient  deux  points  d'inflexion  de  la  courbe,  les  lignes  di,  ^2  sont 
leurs  tangentes  d'inflexion.  Mais  alors  les  points  d'intersection 
restants  C|,  Cj  de  ces  dernières  coïncident  respectivement  avec 
A|,  Aj;  autrement  dit,  la  ligne  c  se  confond  avec  la  ligne  a. 
Actuellement,  comme  les  points  A3,  B3,  C3  doivent  aussi  être  situés 
en  ligne  droite,  et  qu'ici  ils  sont  devenus  infiniment  voisins,  ils 
forment  aussi  un  point  d'inflexion  de  notre  courbe.  Donc  : 

Une  ligne  droite  qui  joint  deux  points  d' inflexion  passe  toujours 
en  outre  par  un  troisième  point  d'inßexion  (  *  ). 

Les  points  d'inflexion  ont,  par  suite,  une  situation  particulière 
les  uns  relativement  aux  autres.  Par  chacun  d'eux  passent  quatre 
lignes  de  points  d'inflexion  ou  lignes  injl exionnelles  dont  cha- 
cune renferme  deux  des  autres  points  d'inflexion.  Il  existera  donc 

-p.  4  =  1^  lignes  de  cette  espèce,   puisque  dans  l'arrangement 

actuel  chaque  ligne  entre  deux  fois.  Nous  désignerons  dans  ce  qui 
suit  les  points  d'inflexion  par  les  nombres 

I,  2,  3,  4.  5,  6,  7,  8,  9, 

et  la  ligne  inflexionnelle  renfermant  les  points  d'inflexion  i,  A ,  h  par 
L|AA.  Ainsi,  par  exemple,  i,  2,  3  seront  les  trois  points  d'inflexion 
situés  sur  la  ligne  L123.  Par  chacun  d'eux  passent  encore  trois 
lignes  inflexionnelles,  en  outre  de  L,j3,  de  sorte  que  nous  avons 
dix  lignes  en  tout.  Il  existe  donc  encore  deux  autres  lignes 
inflexionnelles  qui  ne  renferment  pas  les  points  i,  a,  3.  Si  nous 
admettons  que  4>  ^>  ^  soient  situés  sur  une  droite  l^Mty  il  y  aura 
une  douzième  droite  Ligg  renfermant  les  points  7,  8,  9.  Une  telle 
combinaison  de  trois  droites  qui  renferment  ensemble  la  totalité 
des  neuf  points  d'inflexion  est  appelée  un  triangle  inflexionneL 
Le  nombre  de  ces  triangles  se  détermine  comme  il  suit.  Par  chaque 
point  d'inflexion  passent  quatre  lignes  inflexionnelles;  chacune 
doit  être  le  côté  d'un  triangle  et  d'un  triangle  unique.  Mais,  comme 
le  point  d'inflexion  considéré  doit  entrer  dans  chaque  triangle,  il 


(')  Voir  MacUurin  (loc.  cit.).  Nout  faroni  plut  loin  connaître  un«  démonstraiion 
purement  algébrique  de  ce  théorème. 
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y  aura,  d'une  manière  générale,  seulementquatre  triangles  inflexion- 
nels.  Nous  pouvons  par  suite  énoncer  ce  théorème  : 

Les  neu/ points  d'inflexion  sont  situés  trois  à  trois  sur  douze 
droites,  et  ces  droites  se  rangent  trois  à  trois  en  quatre  groupes 
(^triangles  inßexionnels),  de  telle  sorte  que  chaque  groupe  com- 
posé de  trois  lignes  renferme  l'ensemble  des  neuf  points  d'in- 
flexion. 

Dans  l'étude  purement  algébrique  du  problème  des  points 
d'inflexion  telle  que  nous  l'entreprendrons  plus  tard,  ce  théorème 
l'orme  le  cœur  du  sujet;  nous  ne  ferons  qu'esquisser  brièvement 
ici  la  marche  des  idées  à  suivre.  Du  groupement  précité  des  neuf 
points,  il  résulte  que  l'équation  du  neuvième  degré  qui  les  déter- 
mine présente  un  caractère  tout  spécial,  à  savoir  la  résolubilité 
par  radicaux.  Elle  doit  d'abord  conduire  à  une  équation  du  qua- 
trième degré  de  laquelle  dépendent  les  quatre  triangles  inflexion- 
nels  :  décomposer  alors  deux  de  ces  derniers  chacun  en  leurs  trois 
côtés  exige  seulement  une  équation  du  troisième  degré  ;  les  points 
d'intersection  des  côtés  particuliers  des  divers  triangles  sont  les 
points  d'inflexion.  Pour  déterminer  ces  derniers,  on  aura  donc  à 
résoudre,  d'après  cette  supputation  provisoire,  en  dehors  d'équa- 
tions linéaires,  seulement  une  équation  du  quatrième  degré  et  deux 
du  troisième.  Pour  établir  l'équation  du  quatrième  degré,  on  a 
encore  besoin  des  développements  géométriques  qui  suivent. 

La  courbe  donnéey=  o  et  sa  hessienne  A  =  o  déterminent  le 
faisceau  xy-f-XA  =  o,  dont  les  points  de  base  sont  les  neuf 
points  d'inflexion.  Parmi  les  courbes  de  ce  faisceau  sont  néces- 
sairement compris  les  quatre  triangles  inflexionnels,  car  chacun 
d'eux  forme  une  courbe  évanouissante  du  troisième  ordre  qui  passe 
parles  neuf  points  d'inflexion.  Nous  avons  donc  à  former  relati- 
vement à  -  une  équation  du  quatrième  degré  qui   détermine  ces 

quatre  courbes  spéciales  du  faisceau  «y -h  Xû  =  o.  Or,  par  un 
point  d'inflexion  passent  quatre  rayons  qui  comprennent  chacun 
deux  autres  points  d'inflexion.  Nous  pouvons  utiliser  deux  de  ces 
lignes  pour  construire  la  droite  harmonique  du  point  d'inflexion, 
en  cherchant  sur  elles  de  la  manière  indiquée  le  point  quatrième 
harmonique;  la  ligne  qui  joint  ces  derniers  est  la  droite  harmo- 
nique cherchée.  Cette  construction  dépend  uniquement  des  points 
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d'inflexion,  cl  non  de  la  courbe  donnée  Cj  ;  si  donc  une  courbe  Cj 
passe  par  les  neuf  points  d'inflexion,  les  points  quatrièmes 
harmoniques  appartenant  à  Tun  d'eux  relativement  à  celte  courbe 
sont  situés  sur  une  droite;  autrement  dit,  la  polaire  du  point  se 
décompose.  Mais  il  n'en  est  ainsi  que  pour  les  points  d'inflexion, 
et  nous  avons  en  conséquence  cet  important  théorème  : 

Si  les  neuf  points  de  base  d'un  faisceau  de  courbes  du  troisième 
ordre  sont  des  points  d'inflexion  pour  Vune  d'elles,  ils  le  seront 
pour  toutes  les  courbes  du  faisceau  (  •  ),  ou  : 

Toutes  les  courbes  du  faisceau  y.f-^-lù=o  ont  les  neuf 
mêmes  points  d'inflexion. 

Les  tangentes  d'inflexion  sont  naturellement  difitércntes. 

Il  résulte  en  particulier  de  là  que  la  hessienne  dexf-\-  X  A  =  o 
est  encore  une  courbe  du  faisceau.  Si  donc  nous  désignons  son 
équation  par  âi,x  =  o,  nous  aurons 

(3)  A.,  =  K/-t-LA, 

K  et  L  étant  du  troisième  degré  en  x,  X,  parce  que  la  forme  hes- 
sienne est  toujours  du  troisième  degré  par  rapport  aux  coeflicients 
de  la  forme  primitive.  La  détermination  elfective  de  ces  fonc- 
tions K,  L  se  fait  à  l'aide  de  la  théorie  des  formes  cubiques 
ternaires,  sur  laquelle  nous  insisterons  plus  tard. 

Parmi  les  courbes  du  faisceau  syzygétique  xy*-4-Xûr=o 
sont  compris,  ainsi  qu'il  a  été  dit  précédemment,  les  quatre 
triangles  inflexionncls.  Nous  pouvons  les  caractériser  par  celle  cir- 
constance que  leur  hessienne  doit  coïncider  avec  la  courbe  primi- 
tive; car  sur  une  courbe  composée  de  trois  droites  tout  point  est 
un  point  d'inflexion,  puisqu'il  s'y  trouve  toujours  trois  points 
successifs  en  ligne  droite.  Si  donc  la  courbe  xy*-i-  X  A  =  o  doit  se 
décomposer  en  trois  droites,  l'une  des  équations 

x/-i-Xa  =  o,     K/-t-LA  =  o 

sera  nécessairement  une  suite  de  l'autre.  En  éliminant  les  x,  on 
obtient  donc  pour  l'équation  du  quatrième  degré  qui  détermine 

(*)  Foir  ici  et  pour  co  qui  suit  Hcmi  (/oc.  cit.). 
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les  triangles  inflexionnels 

(4)  xL— ÀK  =  o     {'). 

De  la  distribution  des  points  d'inflexion  sur  les  côtés  des  quatre 
triangles,  nous  pouvons  d'ailleurs  tirer  des  conclusions  sur  leur 
réalité.  A  cet  efl'et,  nous  résumerons  dans  un  Tableau  la  situation 
des  neuf  points  sur  les  douze  côtés.  Nous  ferons  pour  cela  usage 
du  théorème  que  voici  : 

Si,  par  un  point  d'inflexion  tel  que  i,  passent  deux  lignes 
in/lexionnelles  telles  que  L,23  et  L^t,  les  lignes  qui  joignent 
2,  3  rt  chacun  des  points  4)  y  ne  se  coupent  jamais  en  un  point 
d'inßexion. 

Car  si  24  et  37  se  coupaient  en  6,  et  que  5  par  exemple  fût  le  troi- 
sième point  compris  dans  16,  il  faudrait  que  8,  9  (comme  étant  les 
seuls  points  qui  restent)  fussent  en  ligne  droite  avec  i  aussi  bien 
qu'avec  6,  ce  qui  n'est  pas  possible.  En  conséquence,  nous  établi- 
rons immédiatement  le  Tableau  suivant  des  groupes  ternaires  situés 
sur  les  douze  lignes  inflexionnelles  et  formés  avec  les  neuf  points  : 

(  (.)    .,  2,  3        (2)  I,  4,  7        (3)  I,  5.  9       (4)  I,  6,  8 

(5)        (5)  4,  5,  6        (6)  2,  5,  8       (7)  2,  6,  7       (8)  2.  4,  9 

(  (9)  7.  8.  9      (10)  3,  6,  9       (n)  3,4,  8      (.2)  3,  5,  7 

Nous  pouvons,  en  effet,  choisir  arbitrairement  (1),  (2),  (3),  (4)» 
parce  que  par  1  passent  dans  tous  les  cas  quatre  lignes  inflexion- 
nelles. Nous  pouvons  ensuite,  ainsi  qu'il  a  été  montré  précé- 
demment, admettre  que  4,  5,  6  et  7,  8,  9  sont  situés  chacun  sur 
une  droite,  ce  qui  fixera  (5)  et  (9).  Nous  pouvons  encore  joindre 
le  point  2  avec  4,  5  et  6,  et,  comme  les  nombres  24 ,  aS ,  26  n'entrent 
pas  encore  ensemble  dans  (1),  (2),  (3),  (4),  (5),  (9),  et  qu'au 
contraire  4  se  trouve  déjà  avec  7  dans  (2),  5  avec  9  dans  (3),  6 
avec  8  dans  (4),  nous  n'avons  plus  le  choix,  pour  chacun  des  trois 
couples  24,  aS,  26,  qu'entre  deux  des  nombres  7,  8,  9,  les  autres 
nombres  ne  pouvant  pas  leur  être  adjoints  d'après  le  théorème 
précédent.  Enfin,  on  reconnaît  également  que,  d'après  ces  déter- 


(')  Cette    équation    sera    étudiée    plus   en   détail  ci-après,    dans  la   théorie  de» 
formes  cubiques  ternaires. 
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minations,  les  Irois  lignes  issues  de  3  ne  peuvent  plus  comprendre 
que  les  points  qui  figurent  dans  (lo),  (ii),  (la).  Dans  le  Tableau 
ainsi  formé,  chaque  réunion  de  trois  groupes  superposes  forme  un 
triangle  inflexionnel  ;  car  dans  chacune  entre  une  fois,  et  seulement 
une  fois,  chacun  des  nombres  i,  2,  .. .,  9.  Nous  pouvons  repré- 
senter plus  sommairement  encore  la  loi  de  ce  groupement,  ainsi 
qu'il  suit.  Ecrivons  les  neuf  nombres  sous  la  forme  de  détermi- 
nant : 

/  I         a         3 

(6)  45        G 

(7        89 

Désignons  maintenant  les  triangles  dans  l'ordre  où  ils  se  pré- 
sentent dans  le  Tableau  (5)  ci-dessus  par  I,  II,  III,  IV,  de  sorte 
que  III  par  exemple  se  compose  des  lignes  L,59,  Lje^,  Ls^g.  On 
reconnaît  immédiatement  l'exactitude  de  la  règle  suivante. 

Sont  toujours  en  ligne  droite  : 

Dans     I,  trois  points  d'une  ligne  horizontale  de  (6); 

Dans   II,  trois  points  d'une  ligne  verticale  de  (6); 

Dans  III,  trois  points  qui,  dans  (6)  considéré  comme  déter- 
minant, donnent  un  terme  positif-, 

Dans  IV,  trois  points  qui,  dans  la  môme  hvpothèse,  donnent 
un  terme  négatif. 

Mais  le  groupement  dont  11  s'agit  prend  une  forme  beaucoup 
plus  simple  encore  si  l'on  désigne  chaque  point  d'inflexion  par 
deux  nombres  (comme  un  élément  d'un  déterminant),  et  qu'on 
écrive  par  suite  00  au  lieu  de  i,  01  au  lieu  de  2,  etc.  Nous  avons 
alors  les  neuf  points  d'inflexion 


00 

01 

02 

10 

1 1 

12 

20 

?.  I 

?.2 

et  la  règle  simple  :  Sont  en  ligne  droite,  à  l'exclusion  des  autres, 
les  points  pour  lesquels  la  somme  des  premiers  nombres,  aussi  bien 
ijue  la  somme  des  seconds,  est  di\>isible par  3.  Celle  représentalion 
ne  paraît  ici  présenter  d'avantage  qu'au  point  de  vue  de  la  forme; 
néanmoins,  plus  tard,  à  l'aide  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
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nous  serons  en  situation  d'assigner  aux  couples  numériques  oo,  oi 
une  signification  réelle,  circonstance  qui  nous  conduira  directement 
au  théorème  énoncé  en  dernier  lieu.  Nous  nous  servirons  d'autant 
plus  de  celle  manière  d'écrire  par  la  suite.  Si  nous  désignons 
maintenant  par  des  traits  d'union  les  lignes  inflexionnelles  en 
affectant  des  traits  parallèles  aux  lignes  qui  forment  un  triangle, 
nous  avons  le  Tableau  [voir.  t.  I,  p.  ao) 


■XIX 


-21 M 

autrement  dit,  on  a  les  lignes  et  les  triangles  suivants: 
I.  II.  m.  IV. 

oo,  OI,  02  oo,  lO,  20  oo,  II,  22  OO,  12,  21 
lO,  II,  12  OI,  II,  21  OI,  12,  20  OI,  lO,  22 
20,  21,  22     02,  12,  22     02.  lO,  21      02,  II,  20 

ce  qu'on  peut  exprimer  en  disant  que  dans  I  trois  points  dont 
le  premier  indice  est  constant  sont  en  ligne  droite,  que  dans  II 
les  points  en  ligne  droite  sont  ceux  dont  le  deuxième  indice  est 
constant,  que  dans  III  ce  sont  ceux  dont  les  deux  indices  croissent 
d'une  unité  en  passant  d'un  point  à  un  autre,  que  dans  IV  ce  sont 
ceux  dont  l'un  des  indices  diminue  d'une  unité  dans  le  passage, 
tandis  que  l'autre  indice  croît  d'une  unité. 

Prenons  un  des  triangles  ainsi  obtenus,  le  premier  par  exemple, 
pour  base  des  considérations  suivantes,  et  désignons-en  les  som- 
mets par  Ao,  Al,  A,  et  les  côtés  opposés  respectifs  par  Uo,  a,,  a^, 
de  telle  sorte  que  sur  «<  soient  situés  les  points  io,  ii,  12.  Si 
nous  considérons,  par  exemple,  les  deux  séries  de  points 

{^i)     Ao,     20,      21,     22,     A,, 
(o,)      Ao,      10,      12,      II,      Ai, 

il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'elles  sont  placées  perspectivemenl, 
car  deux  points  l'un  au-dessous  de   l'autre  sont  en   ligne  droite 
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avec  oo.  Mais  au  lieu  de  oo  nous  pouvons  choisir  aussi  ci  ou  oa 
comme  centre  de  projection,  à  la  seule  condition  d'ordonner  la 
série  ^i  ainsi  qu'il  suit  : 

(rt,  )     Ao     19,     II,     lo,     A, 

(«')      Ao        M,        lO,        12,       A,. 

Les  trois  séries  de  points  a,,  «', ,  a^  sont  projectives  entre  elles, 
puisqu'elles  sont  toutes  perspectives  à  a^',  mais  elles  ne  se  dis- 
tinguent que  par  permutation  circulaire  des  éléments  lo,  ii,  la, 
et  sont  en  conséquence  cyclo-projectives  (t.  I,  p.  aSo).  La  même 
chose  a  lieu  pour  les  autres  triangles  et  les  autres  lignes,  de  sorte 
que  nous  pouvons  énoncer  ce  théorème  : 

«Si  l'on  considère  les  trois  points  d'inßexion  situés  sur  une 
ligne  inßexionnelle  comme  un  système  cjclo-jyrojectif,  les  deux 
éléments  fondamentaux ßxes  seront  donnés  par  les  sommets  du 
triangle  inflexionnel  correspondant  qui  sont  situés  sur  cette 
ligne,  et  l'on  peut  de  trente-six  manières  choisir  deux  séries 
de  points  telles  qu  elles  soient  placées  perspectiwement  et  que 
leur  centre  de  projection  soit  encore  un  point  d'inßexion  (  •  ), 

ou,  en  d'autres  termes  {voir  t.  I,  p.  280)  : 

»Si  l'on  considère  les  trois  points  d'inßexion  situés  sur  une 
droite  comme  points-racines  d'une  forme  cubique  binaire,  les 
points  de  lajorme  hessienne  de  cette  dernière  seront  représentés 
par  les  sommets  du  triangle  inflexionnel  dont  la  droite  fait 
partie. 

Chaque  sommet  de  cette  espèce  forme  donc  avec  les  trois  points 
un  rapport  équianharmonique. 

Il  résulte  déjà  de  là  que  les  deux  sommets  sont  nécessairement 
conjugués  imaginairement,  si  les  trois  points  d'inflexion  sont  réels; 
car  quatre  points  à  rapport  équianharmonique  ne  peuvent  jamais 
être  réels  tous  ensemble.  Si,  au  contraire,  les  deux  sommets  doivent 
être  réels,   il   faut  que  deux  des  trois  points  d'inflexion   soient 


(')  On  dëciuit  fucilement  tic  ros  relatiuns  que  toute  courbe  du  troisiènie  ordre 
admet  dix-huit  Irnnsformati'ont  lintaircs  en  elle-même, et  ces  traiisformatioo*  changent 
en  cllcs-m^mes  Bimultancment  toute«  les  courbet  du  falweau  «/-t- ji  A.  FInV  aar  ce 
»iijct  Klein  :  Math.  Ânnulrn,  t.  IV,  p.  353:  HikR;«ACK,  ibid.,  t.  IX,  p.  4). 
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imaginaires  conjugués.  On  reconnaît  aussi  que,  dans  notre  cas,  les 
neuf  points  d'inflexion  ne  peuvent  pas  être  tous  réels  par  ce  fait 
que  deux  séries  de  points  situées  perspectivement  comme  «i  et  a^ 
ne  peuvent  donner  qu'un  seul  centre  de  projection  réel.  Si  l'on 
serre  la  question  de  plus  près,  la  distribution  des  points  réels  et 
des  points  imaginaires  se  présente  de  la  manière  suivante. 

Nous  avons  déjà  vu  précédemment  qu'il  existe  toujours  néces- 
sairement trois  points  d'inßexion  réels.  Ces  trois  points  sont 
situés  en  ligne  droite;  car  la  ligne  réelle  qui  joint  deux  d'entre 
eux  rencontrera  la  courbe  en  un  troisième  point  réel;  or  ce  point 
est,  d'après  un  théorème  précédent,  un  point  d'inflexion.  Les 
deux  sommets  de  triangle  situés  sur  cette  ligne  de  points  d'in- 
flexion sont  alors  nécessairement  imaginaires  conjugués,  et  il  en 
est  de  même  des  deux  lignes  passant  par  ces  sommets,  qui  forment 
avec  la  droite  réelle  un  triangle  inflexionnel.  Par  suite,  tous  les 
autres  points  d'inflexion  sont  imaginaires,  et  dans  le  triangle 
considéré  les  points  d'inflexion  de  l'un  des  côtés  sont  conjugués  à 
ceux  de  l'autre.  Si  l'on  joint  maintenant  deux  à  deux  les  points 
conjugués,  on  obtient  un  second  triangle  dont  les  côtés  sont  tous 
réels,  et  dans  lequel,  sur  chaque  côté,  est  situé  un  point  d'inflexion 
réel.  Les  deux  autres  triangles  sont  complètement  imaginaires  et 
conjugués  l'un  par  rapport  à  l'autre,  car  autrement  il  y  aurait  plus 
de  trois  points  d'inflexion  réels,  ce  qui  n'est  pas  possible.  Donc 
sont  toujours  réels  :  trois  points  d'inflexion,  quatre  lignes  de 
points  d'inßexion,  un  triangle  inßexionnel,  quatre  sommets  de 
triangles  inflexionnels  [*).  Ces  derniers  sont  les  trois  sommets 
du  triangle  réel  et  le  sommet  opposé  à  la  ligne  joignant  les  trois 
points  d'inflexion  réels,  dans  le  triangle  dont  cette  ligne  fait 
partie. 

Ces  relations  peuvent  se  représenter  algébriquement  d'une 
manière  simple  si  l'on  introduit  l'un  des  triangles  inflexionnels, 
le  triangle  réel  par  exemple,  comme  triangle  de  coordonnées, 
c'est-à-dire  si  l'on  se  sert  d^ une  forme  canonique  (possible  en 
fait  à  établir)  pour  Inéquation  de  la  courbe  du  troisième  ordre. 


(')  Les  théorèmes  sur  ce  groupement  et  la  réalité  des  points  d'inflexion  ont  été 
déreloppés  pour  la  première  fois  par  Plêckek,  Sjrstem  der  anafytischen  Geometrie. 
Berlin,  i833,  p.  a85  et  suiv. 
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Tandis  qu*unc  pareille  forme  simplifiée  d'équalion  élait  possible 
dans  les  coniques  d'un  nombre  triplement  infini  de  manières,  il 
n'existe  pour  le  môme  but  dans  les  courbes  du  troisième  ordre  que 
quatre  triangles  de  base  différents.  D'ailleurs,  dans  les  courbes 
plus  élevées,  la  simplification  procurée  par  une  forme  canonique 
devient  toujours  relativement  plus  faible;  car  une  transformation 
linéaire  renferme  huit  constantes  que  l'on  peut  déterminer  de 
manière  à  faire  disparaître  huit  constantes  de  la  courbe,  en  sorte 

qu'il  n'entre  plus  que-n(«-h3)  —  8  constantes  dans  la  forme 

canonique.  Mais  ce  nombre  est  déjà  égal  à  6  pour  n=  ^',  la  sim- 
plification obtenue  n'est  donc  déjà  guère  importante.  Dans  les 
courbes  du  troisième  ordre  il  y  aura  d'après  cela  possibilité  d'avoir 
une  forme  canonique  dans  laquelle  n'entre  plus  qu'une  constante 
absolue;  et  celte  constante  est  en  corrélation  étroite  avec  l'unique 
invariant  absolu  de  la  courbe,  que  nous  établirons  plus  tard.  En 
fait,  une  forme  canonique  de  l'espèce  dont  il  s'agit  s'obtient  par 
les  raisonnements  qui  suivent. 

Si  l'on  représente  par  ^  ,  =  o,  par  exemple,  une  ligne  inflexion- 
nelle,  on  aura  sur  cette  ligne  une  détermination  binaire  de  coor- 
données j^a,  ^3  dont  les  points  de  base  coïncident  avec  les  som- 
mets du  triangle  de  coordonnées  situés  surj',.  Actuellement  ces 
sommets  doivent  (nous  l'admettons  ainsi)  être  les  sommets  d'un 
triangle  inflexionnel,  et,  par  suite,  d'après  le  théorème  que 
nous  venons  de  démontrer,  représenter  la  forme  hessienne  de  la 
forme  cubique  binaire  qui  est  donnée  par  les  trois  points  d'in- 
flexion situés  sur^|  =  o.  Mais  l'équation  de  ces  derniers  sur  le 
terrain  binaire,  rapportée  aux  points  de  base  de  la  forme  hes- 
sienne /2=  o,  j3  =  o,  peut,  d'après  nos  précédentes  recherches, 
être  supposée  sous  la  forme  j>''  -\-j  l  =:  o(  •  );  et  c'est  en  cetle  der- 
nière équation  que  se  transformera  l'équation  de  la  courbe 
pour  j^j  =  o.  De  même  les  seuls  termes  de  celle-ci  qui,  dans 
l'hypothèse  successive  de  j)  j=  o  etj'3=  o,  ne  disparaissent  pas 
sont  respectivement  les  expressions 

rî-+-.>î     et    x]+jr[. 


(')  La  forme^J — j\  dont  il  est  fait  umj^,  t.  i,  p.  278,  ••  change  évidemment  en 

ccllo-cl,  à  la  condition  d'écrire  —  y\  au  lieu  de^,. 
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L^ équation  de  la  courbe  du  troisième  ordre,  rapportée  à  un 
triangle  inflexionnel,  est  donc  de  la  forme 

-  étant  une  constante  absolue,  caractérisant  la  courbe,  et  dont 
a 

nous  apprendrons    plus  lard   à  connaître  le    sens  géométrique. 

Non-seulement  cette  forme   d'équation   se  présente  toujours  en 

cas   de   triangles   inflexionncls,  mais  encore  elle  leur  appartient 

exclusivement;   car    nous  pouvons   facilement    montrer   qu'une 

courbe  dont  (8)  est  l'équation  a  toujours  ses  points  d'inflexion 

sur  les  côtés  du  triangle  des  coordonnées.  Formons  dans  ce  but 

l'équation  de  la  hessiennc  ;  cette  dernière  est 


I 
6*^ 


«Ti  Ats  '''.;» 
*r»  "Xi  *Ji 
l^Xt    h\    "Jz 

=  (fl»H-2i»»)j,7,j,— ai*(j»  +  r»-fj»)  =  o, 
ou,  si  nous  posons  x  =  — 6ab-,  ß  =  a'H-  aè', 

(9)  A  =  a(jî-f-j^+j'J)-|-63j,j,j,  =  o, 

c'est-à-dire  de  même  forme  que  l'équation  de  la  courbe.  Pour 
les  points  d'intersection  des  courbes  (8)  et  (9),  nous  avons  donc 
ou  bien 

(10)  a, 3  —  ùix.=^o 
ou 

(11)  .rî -»-j1 -+-rî  =  o    et   rirïjî  =  o. 

Mais  celte  dernière  équation  exprime  immédiatement  que  les 
points  d'intersection  de  (8)  et  de  (9),  c'est-à-dire  les  points  d'in- 
flexion, sont  situés  sur  les  côtés  j^t  =  o,  j^a  =  o>  Js  =  o- 

L'équation  (10)   n'est   pas  satisfaite  en  général  :  elle  donne 
d'ailleurs  pour  a'.b  l'équation  (e'  =  i) 

o  =  «*H-  8ab^=z  a[a  -h  'ib)[a-i-  2gb)[a  -i-  2,s'Ij]. 

Si  l'un  de  ces  quatre  facteurs  s'annule,  la  courbe  est  toujours 
un  triangle  ;  elle  a,  par  suite,  un   nombre  infini  de  points  d'in- 
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flexion  et  n'est  pas  pour  le  moment  l'objet  de  notre  étude.  En 
eflet,  pour  a  =  o,  l'équation  (8)  donne  directement  j^i ^2  jj=o, 

et  pour  a  =  —  ae^ô  ou  b  =. ae^'  elle  devient 

y  devient  aussi  proportionnel  à  A  lorsque  l'équation  (10)  est  satis- 
faite, comme  cela  doit  être  (p.  aSy). 

Avec  le  secours  de  la  forme  canonique  précédente,  nous  dé- 
montrerons facilement  le  théorème  de  Hesse  :  que  toutes  les  courbes 
du  faisceau  ^f-i-  ^A  =  o  ont  leurs  points  d'inflexion  communs. 
La  hessienne  de  la  courbe 

x/-^  >A  E-  (-/a  ■+-  ).a)  (JÎ  4-rî  -H^î)  +  6(«^  ■+•  ^P)XiX*r^=  O 

est,  en  effet,  donnée  par 

(12)  i,x^A(jî-f-j»  -hxl)  +6Bj,/,j,:--^  o 

où  A,  B  dépendent  de  xa  -+-  Xa,  Kb  -r-  Aß  comme  a,  ß  dépendent 
de  a,  Ä,  où  par  conséquent 

A=  —  6(zrt-H  Àa)(x6-+-À]3)*, 
Bi^fxtf  -f-xa)'H-2(xA  4-X3)»; 

et,  puisque  jj  H-}  2  -^jl  etj'i^aJK»  peuvent  s'exprimer  enfelù, 
il  en  résulte  de  nouveau  l'équation  (3)  :  A,i  =  K^-f-LA,  ce  qui 
implique  le  théorème  de  Hesse. 

Les  coordonnées  des  neuf  points  d'inflexion,  ainsi  que  les  équa- 
tions des  douze  lignes  inflexionnelles,  peuvent  facilement  être 
données  maintenant.  En  admettant  que  les  lignes j^i  =  o,^j::-:  o, 
^-3  =  0  soient  réelles,  nous  avons  pour^j  i^  o 

X\-^xl=o, 

et,  par  suite,  si  l'on  pose^'2=  i,^'j  =  —  i, — «ou — e^;  et  l'on 
trouve  ainsi  pour  les  coordonnées  des  neuj" points  d'inßexion  la 
Table  suivante  (e'  =:  1). 


I; 

o, 

I,— 

«; 

o,       I,  — «'; 

li 

—  I, 

o, 

i; 

—  «,       o,       I  ; 

O; 

I» 

-c». 

o; 

1,-1,        o, 
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Sur  ^,  =  o  .  .  .  o,  I , 
Jj=o.  —  «*,  o, 
^-,  =  0...       I,  — r,       o; 

qui  dans  celle  disposilion  concorde  entièrement  avec  le  Ta- 
bleau (7)  ci-dessus.  Trois  réunions  de  points  placés  sous  ou  à 
côté  les  uns  des  autres  donnent  chacune  un  triangle,  ainsi  que  trois 
réunions  de  points  d'un  terme-déterminant  positif  ou  négatif 
déduit  du  Tableau.  Il  est  facile  de  s'en  convaincre  directement, 
puisque  le  déterminant  formé  avec  les  coordonnées  de  trois 
points  semblables  s'annule,  et  que,  par  conséquent,  ceux-ci  sont 
en  ligne  droite.  Pour  les  produits  des  côtés  des  quatre  triangles 
inflexionnels,  nous  avons  les  équations 

I.  JiJ«r»=o, 

n.  (jtH-jj  -4-j»)(7i-t-ej«-f-«V»)(ri-+-«V«+sr3)  =Oi 
ni.  [jTi  -4-  s j,  -^  j,  )  (ji  -+-  r»  -+-  «r>  )  (ri  -i-  «V»  -^  «Vi  )  =  o, 
IV.      (ri-t-sVi-^-ri)(ri-+-rj  H-e'rj){jri-Hejj  +«r»)  =0. 

Ici  II  se  compose  des  termes-déterminants  positifs  de  la  Table 
et  renferme  un  côté  réel  et  deux  côtés   imaginaires  conjugués; 

III  se  compose  des  lignes  verticales  et  est  totalement  imaginaire; 

IV  est  composé  de  termes-déterminants  négatifs,  et  est  conjugué 
imaginairement  à  III,  côté  pour  côté. 

Ces  relations  se  comportent  naturellement  d'une  manière  tout 
à  fait  analogue  si  l'on  prend  pour  point  de  départ  un  des  triangles 
imaginaires  au  lieu  du  triangle  réel.  On  peut  effectuer  le  passage 
d'un  triangle  inflexionnel  à  un  autre  de  la  manière  suivante. 
L'équation  de  la  courbe /:^o  rapportée  au  triangle  I(j^',  =  o, 
j-2=r:  o,j^3=  o)  étant  donnée  sous  la  forme  (8),  nous  poserons, 
pour  la  rapporter  au  triangle  II  par  exemple, 

et,  pour  abréger, 
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il  vient  alors 

f  =  j^î  H- j'«  •+ j^»  -h  3(.  4- 1»)^,^.^»=  ?  -  3-;., 
d'où 

9y  =  y'-t-6f,     27^  =  y'-3y, 

et  pour  l'équation  cherchée  de  la  courbe,  rapportée  au  nouvran 
triangle, 

g/^gaf  -+-  546i|<==  («  -\-  2A)/-^6(«  —  b)^l,'=:  o. 

Pour  la  résolution  effective  du  problème  des  points  d'inflexion, 
il  nous  reste,  après  ces  explications  détaillées  sur  le  groupement 
des  neuf  points,  à  établir  les  formules  de  transformation  au  moven 
desquelles  une  courbe  quelconque  du  troisième  ordre  peut  être 
mise  sous  la  forme  canonique  reconnue  par  nous  comme  possible, 
c'est-à-dire  être  rapportée  à  un  triangle  inflexionnel.  La  question 
de  la  détermination  des  points  d'inflexion  est  donc  ramenée  à  un 
problème  de  transformation,  tout  comme  celle  précédemment 
traitée  de  la  recherche  des  points  communs  à  deux  coniques.  L'é- 
(juatlon  du  quatrième  degré  (4)  remplace  ici  l'équation  du  troi- 
sième degré  A(X)  =  o  qui  a  servi  pour  ce  dernier  problème 
(t.  I,  p.  i53  et  suiv.) 

II.—  Les  courbes  annexes  de  troisième  classe. 

Nous  revenons  à  la  considération  des  neuf  droites  harmoniques 
qui  répondent  aux  neuf  points  d'inflexion.  On  peut,  ainsi  qu'il  a 
déjà  été  dit,  construire  une  droite  de  cette  espèce  en  cherchant, 
.sur  les  lignes  inflcxionnelles  qui  passent  par  un  môme  point,  le 
point  quatrième  harmonique  aux  deux  autres  points  d'inflexion  de 
chacune.  En  vertu  de  nos  recherches  sur  les  formes  cubiques  bi- 
naires (t.  I,  p.  aSo),  nous  avons  ce  théorème  : 

Si  l'on  considère  les  trois  points d' inflexion  situa  mr  une  droite 
comme  points  fondamentaux  d'une  forme  cubique  binaire,  les 
points  d'intersection  des  trois  droites  harmoniques  corrélatives 
avec  la  ligne  inßexionnelle  forment  les  points  fondamentaux 
du  covariant  Q.  Et  comme  le  covariant  binaire  quadratique  ùk  est 
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représenté  par  les  sommets  du  triangle  inflexionnel  placés  sur  la 
ligne  considérée  (p.  237),  il  suit  encore  de  là  que  : 

Le  point  d'intersection  de  In  droite  harmonique  corrélntive  à 
un  point  d' inflexion  et  d'une  ligne  inflexionnelle  passant  par  ce 
point  est  le  point  ijuatrième  harmonique  aux  deux  sommets  du 
triangle  injlexionnel  situés  sur  cette  dernière  droite  et  au  point 
d'inflexion. 

Il  est  facile,  d'ailleurs,  d'obtenir  intuitivement  et  par  voie  di- 
recte celte  proposition  :  Les  neuf  droites  harmoniques  sont  les 
mêmes  pour  toutes  les  coubes  du  faisceau  ^y-t-  }.û  =:  o.  On  les 
obtiendra  donc  comme  parties  des  polaires  des  points  d'inflexion 
relativement  à  toutes  ces  courbes,  si  l'on  considère  comme  courbe 
primitive  un  triangle  inflexionnel,  et  que  l'on  construise  la  polaire 
d'un  point  d'inflexion  par  rapport  à  ce  triangle.  Or,  la  polaire  en 
question  se  compose  du  coté  du  triangle  qui  passe  par  le  point 
d'inflexion,  et  de  la  polaire  du  point  d'inflexion  prise  relativement 
aux  deux  autres  côtés  du  même  triangle.  La  droite  harmonique 
s'obtiendra  donc  d'une  manière  simple,  si  l'on  joint  le  point  d'in- 
flexion considéré  au  sommet  opposé  de  l'un  des  quatre  triangles 
inflexionnels  sur  lequel  le  point  se  trouve,  et  si  l'on  cherche  le 
rayon  quatrième  harmonique  à  cette  ligne  et  aux  deux  côtés  du 
triangle  qui  convergent  au  sommet  précité.  Les  droites  harmo- 
niques passent,  d'après  cela,  chacune  par  un  sommet  de  chaque 
triangle  inflexionnel  : 

Les  douze  sommets  des  triangles  inflexionnels  sont  situés 
quatre  à  quatre  sur  les  neuf  droites  harmoniques.  On  conclut 
d'ailleurs  immédiatement  de  la  construction  ce  théorème  : 

L^es  droites  harmoniques  qui  appartiennent  à  trois  points  d'in- 
flexion situés  sur  une  ligne  inflexionnelle  se  coupent  en  un  sommet 
du  triangle  qui  se  trouve  par  là  correspondre  à  la  ligne  inflexion- 
nelle dont  il  s'agit;  aux  côtés  dUin  triangle  correspondent  les 
sommets  opposés. 

Les  droites  harmoniques  forment  donc  par  leur  groupement  un 
système  exactement  réciproque,  au  point  de  vue  dualistique,  de 
celui  des  points  d'inflexion  ;  il  en  résulte  ([u'elles  sont  les  tangentes 
de  rebroussement  communes  ù  un  faisctau  langentiel  de  troisième 

Clebscu.  —  Géométrie,  II.  lO 


TUME    M.  —    UUniNe    II. 


classe,  de  même  que  les  points  d'inflexion  claienl  communs  à 
toutes  les  courbes  d'un  faisceau  de  troisième  ordre.  La  théorie  des 
courbes  du  troisième  ordre  est  donc  inséparable  de  celle  des 
courbes  de  la  troisième  classe;  Tune  conduit  nécessairement  à 
l'autre.  Avant  de  passer  au  système  précité  de  courbes  à  tangentes 
de  rebrousseraent  communes,  nous  nous  proposons  d'étendre  dua- 
listiquement  aux  courbes  de  la  troisième  classe  les  théorèmes 
obtenus  relativement  aux  courbes  du  troisième  ordre,  en  nous 
bornant  à  un  court  résumé. 

En  ce  qui  concerne  d'abord  la  forme  extérieure  des  premières, 
nous  pouvons  l'obtenir  en  construisant  les  figures  polaires  réci- 
proques relativement  à  une  conique  quelconque  des  courbes  repré- 
sentées dans  \»/îg'  24-  Un  ovale  donne  encore  un  ovale,  de  même 
qu'une  conique  se  transforme  en  une  conique  ;  d'une  portion  à 
trois  points  d'inflexion  en  ligne  droite  résulte  une  portion  à  trois 
tangentes  de  rebroussement  passant  par  un  même  point  (•)  et  for- 
mant une  branche  fermée,  car  elle  doit  pouvoir  être  engendrée  au 
moyen  d'un  faisceau  de  rayons  par  dégénération  successive,  de 
même  que  la  portion  à  trois  inflexions  au  moyen  d'une  droite. 
Nous  avons,  en  conséquence,  les  tjj>es  suivants  de  courbes  de  la 
troisième  classe  : 

1°  Courbes  unipartites,  consistant  en  une  partie  unique  à  trois 
tangentes  de  rebroussement    fig-  27  et  ^,ßg-  26); 

2°  Courbes  bipartites  se  composant  d'une  portion  de  celle 
nature  et  d'un  ovale  qui  l'entoure  {ßg.  aS  et  ^,ßg-  26  u 

Dans  ce  dernier  cas,  l'ovale  ne  peut  être  situé  à  l'intérieur  de  la 
branche  tricuspidale,  car  autrement  il  y  aurait  des  points  d'où 
l'on  pourrait  mener  cinq  tangentes  à  la  courbe.  Entre  les  deux 
espèces  de  courbes  se  place  comme  élément  de  transition  (*)  la 
courbe  à  tangente  double  {%  ßg.  a6).  Le  dessin  montre  claire- 
ment comment  se  forme  de  cette  courbe  la  courbe  bipartite  de 
la  Jig.  25  ;  d'un  autre  côté,  la  courbe  de  la  ßg.  27  dérive  de  la 
courbe  3  de  la  ßg.  26  par  déformation  convenable  et  projection. 


(')  Ou  Térifie  aussi  la  même  chose  eu  observant  que  la  rourhr  do  la  troitièm« 
classe  ettl  du  sixième  ordre,  et  qu'une  courbe  d'ordre  pair  sans  point  double  ne  peut 
jamais  renfermer  de  branche  impaire.  KoiVIa  not«,  p.  393. 

(*)  f^oir  k  ce  sujet  la/fjf.  19,  p.  Sg. 
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Par  translation  dualistique  nous  obtenons,  d'ailleurs,  inimédia- 
lemenl  les  théorèmes  suivants  : 

Une  courbe  de  la  troisième  classe  est,  en  général,  du  sixième 
ordre  et  a  neuf  tangentes  de  rebroussement.  La  première  polaire 
d'une  droite  v,  relalivenient  à  la  courbe  y  v  ^  ul  r=  o,  est  une  co- 
nique u\v%.^zi&  qui  touche  les  six  tangentes  menées  à  r^  =  o  par 


Fig.  ao 


les  points  d' intersection  de  v  avec  cette  courbe.  Si,  en  particulier, 
V  est  une  tangente  de  'S  =  o,  la  conique  touche  elle-même  la 
courbe  du  troisième  ordre  au  point  de  contact.  Elle  se  décompose 
en  un  couple  de  points  si  la  droite  v  satisfait  à  la  condition 

c'est-à-dire  touche  la  hessienne  de  y  =  o,  et  cette  dernière 
courbe  est  touchée  simultanément  par  les  droites  qui  joignent  les 
deux  points  d'un  couple  de  cette  nature.  La  courbe  dont  il  s'agit  a 
les  mêmes  tangentes  de  rebroussement  que  ^  =  o,  et  la  même 
propriété  appartient  à  toutes  les  courbes  du  système  /.y  -f-  ÀA,  =  o  : 
toutefois  leurs  points  de  rebroussement  sont  différents.  La  polaire 
d'une  tangente  de  rebroussement  se  décompose  en  deux  points, 
dont  l'un  est  le  point  de  rebroussement  lui-même,  tandis  que 
l'autre  correspond  dualistiquement  à  une  droite  harmonique,  et 
conséquemmenl  est  le  même  pour  toutes  les  courbes  du  système  à 
tangentes  de  rebroussement  communes. 

Partout  point  d'une  tangente  à  une  courbe  de  troisième  classe 
on  peut  encore  mener  deux  autres  tangentes  à  cette  courbe.  Si 
l'on  cherche  la  droite  quatrième  harmonique  à  ces  deux  tangentes 
et  à  la  première,  l'ensemble  de  ces  droites  enveloppera  une  co- 
nique qui  sera  la  courbe  polaire  de  la  première  tangente.  Celle-ci 

i6. 


se  décompose,  comme  il  a  été  observé,  en  un  couple  de  points, 
dans  le  cas  où  la  tangente  est  une  tangente  de  rebroussemenl. 
Les  neuf  points  des  neuf  couples  ayant  cette  origine,  qui  ne  coïn- 
cident pas  avec  les  points  de  rebroussement,  forment  un  système 
de  points  qui  fournit  en  même  temps  les  points  de  base  pour  un 
faisceau  syzygétique  de  courbes  du  troisième  ordre,  et  ainsi  de 
suite. 

Nous  allons  maintenant  montrer  que  le  système  de  courbes  de 
troisième  classe  qui  répond  au  faisceau  x/*-f-  Xû  =  o  n'est  autre 
chose  que  l'ensemble  des  cayleyennes  de  ce  faisceau,  et  que,  par 
conséquent,  la  cayleyenne  de/=  o  s'y  trouve  elle-même  comprise. 
Cette  courbe  devrait,  conformément  à  nos  formules  générales, 
être  de  la  classe 6  (p.  87):  mais  comme,  dans  les  courbes  du  troi- 
sième ordre,  la  hessienne  et  la  steinérienne  se  confondent,  toute 
tangente  comme  ligne  de  jonction  des  points  correspondants  des 
deux  courbes  compte  double.  La  cayleyenne  est  donc  de  la  troi- 
sième classe. 

Celte  courbe  est  en  même  temps  enveloppée  par  les  couples  de 
lignes  en  lesquels  pem>ent  se  décomposer  les  premières  polaires. 
Considérons,  en  effet,  deux  points  or  et  j  de  la  hessienne  qui  soient 
conjugués,  c'est-à-dire  tels  que  la  première  polaire  de  x  ait  un 
point  double  en  j^ ',  et  que  la  première  polaire  de  y  ait  un  point 
double  en  x.  Les  deux  couples  de  lignes  qui  prennent  ainsi  nais- 
sance se  coupent  en  quatre  points,  et  toutes  les  coniques  qui 
passent  par  ces  points  ont  leur  pôle  sur  la  ligne  xy.  Parmi  ces 
dernières  coniques  figure  encore  un  troisième  couple  de  lignes 
dont  le  point  double  z  doit  être  situé  de  même  sur  la  hessienne, 
tandis  que  le  pôle  correspondant  z'  est  situé  sur  xy.  En  z  se 
coupent  d'ailleurs  les  tangentes  de  la  hessienne  aux  points  x  e\.y\ 
car  la  tangente  en ^' est,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut  (p.  aaS), 
en  même  temps  la  polaire  linéaire  de  x  relativement  à  la  courbe 
originaire;  cette  dernière  droite  se  confond  avec  la  polaire  de  x 
relativement  au  cou|)le  de  lignes  correspondant.  Mais  actuelle- 
ment X,  y  y  z  sont  les  sommets  du  triangle  polaire  commun  aux 
coniques  du  faisceau  précité;  la  polaire  linéaire  de  x  forme  donc 
le  côté  opposé  à  Xy  et  conséquemment  elle  passe  par  z,  ce  qui 
donne  le  théorème  suivant  : 

Ïa^s  tangentes  de  la  courhc  de  Hesse  en  deux  de  ses  points 
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conjugués  X  et  y  se  coupent  sur  cette  courbe  en  un  point  z  qui 
est  le  point  conjugué  du  troisième  point  d'intersection  de  la  même 

courbe  avec  la  droite  xy. 

Donc,  puisque  les  polaires  linéaires  de  x  ct^  se  coupenl  en  :;, 
la  première  polaire  de  z  passe  nécessairement  par  x  et  y,  et 
comme  z  est  un  point  de  la  hessienne,  et,  par  suite,  la  polaire 
de  z  un  couple  de  lignes,  il  en  résulte  que  : 

Une  droite  qui  joint  deux  points  conjugués  x  et  y  de  la  hes- 
sienne, c'est-à-dire  une  tangente  de  la  cayleyenne,  fait  partie 
intégrante  de  la  première  polaire  du  point  z,  qui  est  conjugué  au 
troisième  point  d'intersection  de  la  ligne  jcy  avec  la  hessienne  sur 
cette  dernière  courbe.  Notre  proposition  est  donc  démontrée. 

A  l'aide  de  celte  nouvelle  définition  de  la  cayleyenne,  nous 
pouvons  aisément  établir  son  équation.  Soit 

Téquatlon  de  la  courbe  originaire  du  troisième  ordre  (on  suppose 
aikh  =  akih  —  (ikhi  =  ahkh  ainsi  que  /  -+-  A  4-  A  =  3  )  et  posons 

la  condition  pour  que  la  première  polaire  d'un  point  x  se  décom- 
pose en  deux  lignes  u  et  v  sera  donnée  par  les  équations 

/il  '-  «i«'i,     2/m  —  «i^a  -+■  "i"». 
/,s  =  «,r„      2/3.  =  «»♦'1 -t- "s«!» 

/î3  —    «J«'3»        2/,î  =  «il-i  4-  P,«î. 

En  éliminant  les  grandeurs  Xi  et  v/qui  entrent  ici  linéairement, 
nous  obtenons  l'équation  de  la  cayleyenne  sous  la  forme 


«tu 

«Ut 

«113 

«1 

0 

0 

«Ml 

««JJ 

«SÎ3 

0 

«i 

0 

«331 

«33J 

«333 

0 

G 

«3 

2  «Ml 

2«23î 

2«i33 

0 

«I 

"l 

20311 

2«3!S 

2«3I3 

«3 

0 

«1 

2«lîl 

2a, s. 

2«IÎ3 

"î 

"1 

0 

courbe  qui  est  effectivement  de  la  troisième  classe.  La  même  équa- 
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tions*ol)llcndrail,i-clalivcnientau\quantîlési^/,  par  élimination  des 
quanlilés  xi  et  /i/.  Si  nous  supposons  en  particulier  que  la  courbe 
<lu  troisième  ordre  soit  donnée  sous  la  forme  canonique  (8),  nous 
obtenons  les  équations  de  condition 

/„  a.r,  :  -  «,i',,  2/,,  -  26X,  ~  //,i.,  -+.  p,«„ 
/„  r-:  rtX,  —  «,!»„  a/„  t-  aix,  :  -  «,l-|  -  P,«,, 
/sa  -      '»^J  --    «»"j.       a/l»     -  2*J-,=::  tt,P,  -f-  !»,«„ 

et  de  là  se  tirent,  par  élimination  des  quantités  x,,  les  trois  équa- 
tions 

2^1/,«',  —  «(ttit»,  -+-  «»,«,)  r-  o, 

TibUit'j  —  a(l/,l',  -t-  «•,«,)  r:::  O, 
^bu^V^  —  tf{«,Pj  -f-  Pill,)  =:0. 

Par  conséquent,  après  élimination  des  quantités  v/,  il  vient  pour 
l'étjuation  de  la  caylejenne  sous  la  forme  canonique 


Hhlty 

aiij 

—  «a, 

«l/j 

2611J 

—  lïii, 

fl//j 

—  <?//, 

2  Ä«, 

ou,  après  développement, 


(  2  )  «•  ft  (  «  »  -f-  i/J  -h  «5  )  -4-  /*^  —  ^  Ä*  )  «,  a,«,  :  :  o. 

Cette  équation  est  exactement  de  la  même  forme  que  celle  de 
la  courbe  originaire;  la  caylejenne  se  comporte  donc  par  rapport 
aux  sommets  du  triangle  des  coordonnées  comme  la  courbe  ori- 
ginaire par  rapport  aux  côtés,  et  de  là  résulte  que  la  cavlevenne  a 
les  droites  harmoniques  des  points  d'inflexion  fie  la  courbe  primi- 
tive pour  tangentes  de  rebroussement,  et  par  suite  est  comprise 
dans  le  s^-stènie  de  courbes  par  nous  considéré.  La  même  chose 
est  vraie  pour  la  caylejenne  d'une  courbe  quelconque  du  faisceau 
xy-i"XÛ  =  o;  car,  pour  obtenir  son  équation,  il  suffît  de  rem- 
placer dans  (a)  a  par  xa  -h^«,  b  par  xô-+-  Xß,  ce  qui  n'altère  pas 
la  forme  de  l'équation. 

(  '^omme  maintenant ,  dans  les  neuf  couples  de  lignes  qui  répondent 
comme  premières  polaires  aux  points  d'inflexion,  c'est  toujours 
une  droite  du  couple  qui  est  la  tangente  d'inflexion,  ces  dernières 
sont  aussi  touchées  par  la  cayleyenne   et  la  déterminent  complé- 
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lemcnt.  A  l'aide  de  ces  éléments  de  déterminalion,  on  peut  con- 
struire la  cayleyennc  suivant  un  procédé  qui  sera  expliqué  plus 
tard.  Nous  résumons  ces  résultats  et  les  résultats  réciproques  dans 
les  propositions  suivantes  : 


Les  neuf  ta/iffc/tlcx  d'inßexion 
d'une  courbe  quelconque  du  faisceau 
à  points  d'inflexion  communs  détei' 
minent  une  courbe  de  Imislème 
classe,  et  toutes  ces  courbes  de  troi- 
sième classe  ont  les  mêmes  tangentes 
de  rebroussement . 

La  courbe  de  troisième  classe 
déterminée  par  les  neuf  tangentes 
d'inßexion  d'une  courbe  du  troisième 
ordre  est  l'enveloppe  des  couples  de 
lignes  en  lesquels  peuvent  se  décom- 
poser les  polaires  tle  certains  points 
relativement  à  la  première  courbe,  et 
en  même  temps  l'enveloppe  des  lignes 
qui  joignent  ces  points  aux  points 
doubles  des  couples  de  droites  corres- 
Do/idants. 


Les  neuf  points  de  rebroussement 
d'une  courbe  quelconque  du  système 
à  tangentes  de  rebroussement  com- 
munes déterminent  une  courbe  du 
troisième  ordre,  et  toutes  ces  courbes 
du  tmisiëme  ortlre  ont  les  mêmes 
points  d'inßexion. 

La  courbe  du  troisième  orelre 
déterminée  par  les  neuf  points  de 
ivbmussement  d'une  courbe  de  la 
troisième  classe  est  le  lieu  des  cou- 
ples de  points  en  lesquels  peuvent  se 
décomposer  les  polaires  de  certaines 
droites  relativement  à  la  première 
courbe,  et  en  même  temps  le  lieu  des 
points  d'intersection  de  ces  droites 
avec  les  tangentes  doubles  des  cou- 
ples de  points  correspondants. 


Parmi  les  courbes  du  troisième  ordre  se  trouvaient  quatre 
svstèmesde  trois  droites  (triangles  inflexionnels);conséquemment, 
parmi  les  courbes  de  troisième  classe  figurent  quatre  systèmes  de 
trois  points  (ce  sont  les  sommets  des  triangles  précités).  Ces 
dernières  courbes  doivent  aussi  être  touchées  par  les  tangentes 
d'inflexion  d'une  courbe  du  faisceau  syzygétique  du  troisième 
ordre,  et  il  s'ensuit  que  : 


Parmi  les  courbes  h  points  d'in- 
flexion communs,  il  en  existe  quatre 
dont  les  tangentes  d'inßexion  se 
coupent  trois  fois  trois  à  trois  en  des 
points  qui  forment  les  sommets  d'un 
triangle  inßexionnel. 


Parmi  les  courbes  à  tangentes  de 
rebroussement  communes,  il  en  existe 
quatre  dont  les  points  de  rebrous- 
sement sont  situés  trois  fois  trois  à 
trois  sur  des  lignes  droites  qui  for- 
ment les  côtés  d'un  triangle  in- 
ßexionnel. 


Ces  propositions  expriment,  pour  les  courbes  dont  il  s'agit,  une 
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propriété  invariante,  et  plus  tard  nous  établirons  rinvariant  de 
Tévanouissement  duquel  elle  dépend. 

Nous  pourrions  aussi  considérer  la  hessienne  d'une  courbe  du 
troisième  ordre  comme  la  jacobienne  du  réseau  de  ses  premières 
polaires.  Nous  avons  vu  (p.  io5)  que  ce  réseau  est  en  même  temps 
le  réseau  de  coniques  le  plus  général,  et  nous  confirmerons  ce 
résultat  en  établissant  précisément  l'équation  de  la  courbe  du 
troisième  ordre  correspondante.  Nous  pouvons  par  suite,  en  partant 
d'un  semblable  réseau,  définir  ainsi  la  hessienne  :  elle  est  le  lieu 
des  points  doubles  des  courbes  évanouissantes  (décomposables)  de 
ce  réseau.  De  même  la  ca^le^enne  peut  aussi  se  définir  comme 
l'enveloppe  des  droites  dont  se  composent  ces  coniques  évanouis- 
santes, et  sous  ce  point  de  vue  on  a  coutume  de  la  désigner  sous 
le  nom  de  courbe  de  Hermite(*). 

L'équation  de  la  jacobienne  ou  hessienne  du  réseau  de  co^ 
niques 

(  3  )  xa*  -h  >  i*  -4-  [LC*  ==^  X  22rt/*jr/j-^.  +  À  22  f^a'^i^k  -'^  -^^^^ik^i^k  =  o 

est,  d'après  ce  qui  précède, 

(4)  1   a,b,c)  c~   ahr  Oj-h^Cj.  ■  ^  o. 

L'équation  de  la  courbe  de  liermite  par  rapport  au  même 
réseau  se  tire  des  équations 

2 ( X fl,4  +  X h,,,  ■\-  u Cjk ]       u^vi,   \-  «v »X , 
par  élimination  de  x,  X,  ^i.,  t'i,  i'j,  v^',  elle  est,  par  conséquent, 

2*1. 


a 


II 


•tï 


2«,» 


HCm 


2*31 


2«,,     26,,     ac,, 


//l 

0 

0 

0 

"i 

0 

0 

0 

«3 

0 

«» 

"t 

"j 

0 

«1 

«» 

«1 

0 

(  '  )  Foir  Heriiitk,  Journal  de  CrtUe,  t.  57.  Pour  le«  recherches  tuirante«  Mir  le« 
réseaux  de  coniques  et  systèmes  tAnßentiels  convspondants,  i>oiV  SmiB,  ProereJù^ 
0/  the  London  math,  Soci'etj-,  mai  iSfiS,  et  Rosanes,  Math.  Ânnalen,  t.  VI,  p.  a64  e* 
suiv.  Ces  Teintions  ont  été  dernièrement  exposées  et  étendues  par  Gundeiflager  sa 
moyen  de  méthodes  purement  algébriques  {^Journal  de  Crelte,  t.  80,  p.  73}. 
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Ce  déterminant  peut  se  représenter  symboliquement  d'une  ma- 
nière très  simple,  ainsi  que  nous  le  verrons  incessamment.  Nous 
appelons  points  conjugues  l'un  de  l'autre  relativement  au  réseau 
deux  points  de  la  jacobienne  tels,  que  les  polaires  de  l'un  par 
rapport  à  toutes  les  coniques  du  réseau  se  coupent  en  l'autre 
(p.  96).  Deuv  points  ainsi  conjugués  sont  l'un  vis-à-vis  de  l'autre 
dans  le  même  rapport  que  deux  points  de  la  bessienne  d'une 
courbe  du  troisième  ordre,  pôle  et  point  double  de  ses  polaires, 
que  nous  avons  appelés  auparavant  conjugués.  Or,  l'enveloppe  des 
lignes  de  jonction  de  ces  points  était  la  ca} le^cnnc  ;  nous  avons 
donc  ce  tbéorème  (qui  s'établit  aussi  sans  peine  directement  pour 
les  réseaux  de  coniques,  suivant  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus)  : 

La  courbe  de  Hermite  d'un  réseau  de  coniques  est  l'enveloppe 
des  droites  gui  joignent  deux  à  deux  les  points  conjugués  l'un 
de  l'autre  par  rapport  au  réseau. 

Si  donc  nous  considérons  une  tangente  de  la  courbe,  les  points 
de  rencontre  d'une  conique  quelconque  du  réseau  avec  elle  seront 
situés  liarmoniqucment  par  rapport  aux  deux  points  conjugués 
dont  la  tangente  considérée  est  la  ligne  de  jonction.  Les  points 
d'intersection  de  cette  dernière  avec  les  courbes  du  réseau  seront 
donc  en  involution. 

Mais  la  condition  pour  que  trois  formes  binaires 

ff-   -::  O,        h?   z:--  O,        r/       r:  O 

représentent  des  couples  de  points  de  la  même  involution  est  facile 
à  indiquer;  elles  doivent,  en  effet,  être  situées  harmoniquemcnl 
toutes  les  trois  par  rapport  au  même  quatrième  couple.  Or,  les 
couples  a?  ^=  o,  b?  =::  o  sont  dans  tous  les  cas  harmoniques  au 
couple  ^l  =---  !^ab)aibi  (t.  I,  p.  268);  si  donc  c?  =  o  doit  être  situé 
liarmoniqucment  par  rapport  à  ce  dernier  couple,  il  faut  que  l'in- 
variant {^cY  soit  nul.  La  condition  cherchée  est  par  suite  donnée 

par  l'équation 

[arcy^:^[ab][bc'  [ac]  -  -  o. 

Donc,  d'après  notre  principe  de  translation  (t.  I,  p.  344 )> 
l'équation  de  l'enveloppe  des  droites  qui  coupent  les  coniques 

al  —  o,     bl  =.-  o,     cj  -'-  o, 
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aux  couples  d'une  involulion,  c'esl-à-clire  l'éf/untion  de  la  courbe 
de  Hermite  par  rapport  au  réseau,  est  (  •  ) 

(6j  \\ajt,c         [ahu][bcu][acu]'ro. 

Des  résultats  semblables  ont  lieu  à  l'égard  d'un  réseau  tnngentiel 
de  coniques,  si  nous  comprenons  sous  cette  expression  la  figure 
dualistiquemcnt  opposée  au  réseau,  c'est-à-dire  un  système  de 
coniques  donné  par  l'équation 

(  7  )  V«*  -h  ptfj  -f-  <r«J  :—  o. 

La  jacohienne  du  réseau  tangentiel,  ou  lieu  des  tangentes  dou- 
bles des  courbes  qui  se  décomposent  en  un  couple  de  points,  est 
donnée  par 

8;  I;a,p,'/)H-(apv>.iiptf^=:0, 

cl  la  courbe  de  Hcrmitc  par  rapport  à  ce  système  tangentiel  est 
donnée  par 

;9)  II  a,ß,7).--^«^x]^^«7x](Pvx)  — 0. 

On  peut  maintenant  établir  une  liaison  simple  entre  un  réseau 
ponctuel  et  un  réseau  tangentiel  de  cette  nature,  de  telle  sorte  que 
l'un  soit  immédiatement  déterminé  par  l'autre.  Toutes  les  coni- 
ques harmoniquement  inscrites  à  une  courbe  quelconque  du 
réseau  (3)  [t.  I,p.  368(*)!,  c'est-à-dire  toutes  les  coniques  mJ  =  o 
dans  lesquelles  les  invariants  a^,  b'iy  c\  sont  nuls,  forment  évidem- 
ment un  réseau  tangentiel  ;  car  les  équations 

*'l  -     o,     i^l       o,     c*  -  :  o 

donnent  trois  conditions  linéaires  pour  les  coeflicienls  «/a  de  m'. 
Nous  appellerons,  pour  abréger,  le  réseau  tangentiel,  qui  esl 
harmonit/uement  inscrit  au  réseau  ponctuel,  conjugué  de  ce  der- 
nier et  réciproquement. 


(')  La  comparaison   d'un  terme  quelconque  montre  que  IVipreMÎon  H  (a,  t,e) 

diniere  du  déterminant  (S)  par  le  Tacteur • 

(')  Ijc»  inotA  inscrit  et  eireoHserit,  p.  3(>S  du   t.  I**,  ligne«  (>  et   7  en    remontant, 
doivent  £tre  intorvcrti«. 
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Ici  s'élève  en  premier  lieu  la  question  de  la  connexité  enlre  les 
courbes  de  Jacobi  et  de  Hennite  relatives  à  un  réseau  et  entre  les 
courbes  correspondantes  du  réseau  conjugué;  cette  question  se 
résout  très  simplement.  Deux  points  conjugués  par  rapport  au 
réseau  et  situés  en  conséquence  sur  sa  jacobienne  sont  des  pôles 
harmoniques  relativement  à  toutes  les  courbes  du  réseau  et  forment 
par  suite  une  conique  du  réseau  langcntiel  conjugué;  car  la 
condition  rt^rr=  o  se  transforme  pour  u'i  --  w^M^-en  «x«/  =  o.  Nous 
avons  donc  ce  théorème  : 

La  courbe  de  Jacobi  relative  à  un  réseau  de  coniques  est 
identique  à  la  courbe  de  Hermite  relative  au  réseau  langentiel 
conjugué.  Et  corrélativement  : 

La  courbe  de  Jacobi  relative  à  un  réseau  langentiel  de  coni- 
ques est  identique  à  la  courbe  de  Hennite  relative  au  réseau 
conjugué. 

Nous  pouvons  lirer  de  là  quelques  conclusions  sur  les  rapports 
entre  la  hessienne  et  la  cayleyenne  d'une  courbe  du  troisième  ordre. 
La  première  est  en  même  temps  (dans  le  sens  dualistique)  la 
cavleyenne  de  celle  des  courbes  du  système  à  tangentes  de  rebrous- 
sement  communes  dont  le  réseau  polaire  tangentiel  de  coniques 
est  conjugué  au  réseau  de  polaires  de  la  courbe  originaire,  et  la 
hessienne  de  cette  courbe  de  troisième  classe  est  identique  à  la 
cavleyenne  de  la  cubique  primitive. 

Or,  nous  pouvons  aussi  établir  l'équation  de  cette  courbe  de 

troisième  classe,  à  la  condition  d'avoir  obtenu  l'équation  de   la 

courbe  du  troisième  ordre  dont  le  système  polaire  se  confond  avec 

le  réseau    3), 

/.a].  -+-  Iby  H-  ac^  r    o. 

Dans  ce  but,  nous  admettrons  un  théorème  que  nous  démon- 
trerons plus  tard  en  étudiant  les  formes  cubiques  ternaires.  Si  une 
courbe  du  troisième  ordre  est  donnée  par 
(lo)  pl^ql^rl—.sl^o, 

p,  q,  r,  s  étant  des  symboles  de  même  sens,  et  que  son  système  de 
premières  polaires  doive  être  identique  au  réseau  (!5),  l'équation 
de  sa  hessienne  est 

l[a,b,c]r^{ abc )  n^ b^Cj. -:-  /^  ==  /f  =: i^  -  »» 
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cl  celle  (Je  sa  cayleyenne 

ll{a,b,c)^^  {abu){rtcu)[bcu)^uX^aX,^til,=  o. 

Maintenant,  entre  p^  et  u\  existe  (cl  c'est   là  la  proposition 
empruntée  à  la  théorie  des  formes)  [voir  p.  287)  la  relation 

11)  -Ph"hPji'-^"x^ 


S  étant  un  invariant  de  la  courbe  primitive  égal  k 

{pqr][pqs)[prs'[qn). 

Or,  Téquation  (11)  exprime  que  (si  S  est  difTérent  de  zéro)  la 
polaire  d'un  point  x  relativement  à  une  courbe  du  troisième 
ordre  est  toujours  Iiarnionit/uemenf  circonscrite  à  la  polaire  d'une 
droite  u  relativement  à  la  caj  lejenne  dans  le  cas  oii  x  et  u  sont 
réunis  de  situation.  Si  donc  u  et  i^  sont  deux  droites  qui  se  coupent 
en  j,  nous  pouvons  déterminer  celle  des  coniques  du  réseau  (3) 
qui  est  la  conique  polaire  de  j)'  relativement  à  la  courbe /;j.=  «, 
par  celle  circonstance  qu'elle  doit  èlre  harmoniquement  circon- 
scrite aux  coniques  polaires  de  Netprelalivement  à  H  (a,  h,  c)  =  o, 
c'est-à-dire  qu'on  aura  les  équations 

xrt^  h  >6j.  4-  t«C*  r-z  o, 
u,,[Aal  i-\bl  4-.UCJ5)  -o, 
p,,{xal-^\bl-{.ftel     -o. 

Par  élimination  de  x,).,ju  on  tire  de  là  pour  la  conique  polaire 
du  point  d'intersection^  de  u  et  v  [c'est-à-dire  pour  |>jr(/'w«'l^^<»] 
l'équation 

7*      h*. 

7*  A' 


;«^) 


'h 

H' 


«/.•V  =  o. 


Nous  avons  à  transformer  ce  déterminant  de  telle  manière  que 
les  coordonnées  de  j  y  entrent  au  lieu  de  celles  de  u  et  »>;  si  alors 
nous  prenons  j,=  X/,  il  en  résulte  l'équation  cherchée  de  la 
courbe ^^.  =  o.  Considérons  dansée  but  le  déterminant 

tl     bl     cl 


D 


^1 
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qui  devient  le  premier  membre  de  (ta)  si  Ton  pose^,=::  /i/,  s/=  U. 
et  que  l'on  muiliplic  par  a/iv>i'. 

Le  déterminant  D  s'annule  lorsque  deux  quelconques  des  sys- 
tèmes de  valeurs  «,  Ä,  c  ou  x^y^  z  deviennent  égaux;  il  est  donc 
une  combinaison  linéaire  des  deux  formations 

6(Är«)(Ä»r)(Äxr)=    2     [ahu)[acv][bcw], 

u,v,w 

où  les  signes  sommatoires  s'étendent  à  toutes  les  différentes  expres- 
sions dérivées  de  axy  hy^  c«  par  permutation  de  x,j^  z,  ainsi  que 
de  i^abu){aci'){bcw)  par  permutation  de  u^VyW,  et  où  l'on  a  posé 

«1  =  {j«)i  =  Jt«»  —  r»2j — 

'»•|  —  ['X)i=  '^tJi  —  •'».>  î  •  •    ■ 
Nous  avons  en  conséquence  la  relation 

;^i3)  D  --  m[xxz).i^iyi.-T-  n[hyz)[hzx)  ' hxjr], 

m  el  n  étant  des  facteurs  numériques.  Pour  déterminer  ces  der- 
niers, faisons  en  particulier 

jc,  =  I,    .rj=  G,    X,=  O;       a,  =  I,     «,  r=o,    «,--o, 

Ji=0'  Jf— ».  rj=o;      *'i=o,     «4=1,    «■,^o, 

2,=  0,      2,=  0,    Z,=^   l;       M',—  O,    «',=:-  O,    M',r:--   I, 
Cl 

a*  —  r*         A*   —  r^         ^t  _  -    ^t 
"H  — •'^l»       "x  —  -^lî       ^x  —    '^J- 

Alors,  comme  S\{a,  b,  c)  est  égal  au  déterminant  fonctionnel 
des  trois  formes,  et  H  (a,  b,  c)  égal  au  déterminant  (5)  multiplié 

par »il  vient  (') 

I  2  ^    ' 

{i4)  l{»,b,c]=xiXtXi,     H(rt,^c] —— «,«,«,, 

et,  par  conséquent,  dans  (i3), 

xjzz^i,     i_,tyi.=  -i      {/ijrz){/iz.c'/ixr)=z  —  ^. 


C)  Voir  la  note  i  de  la  p.  iSo. 
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tandis  que  le  délermiuaulD  prend,  en  vertu  de  noire  substitution, 
la  valeur  i .  Nous  avons  par  suite 


G  -::z  m  —  n. 


Posons,  en  second  lieu,  «^  =  X2  j-j,  i' =  XiXi,  c' =X|Xj:  il 
viendra  d'une  manière  analogue 


i5)  l[o,h,c      ryx,x,x„     U  ajj,c         -UiU^Ut^ 


2 


tandis  que  D  prend  actuellement  la  valeur  zéro..  L'équation    i3 
se  transforme  par  suite  en 

O  rzz  m  -■-  2n; 

et  au  moyen  des  équations  ainsi  obtenues  pour  m,  n  on  trouve 
fM  r^  4>  'ï  =  —  >•  Nous  avons  en  conséquence  ce  résultat  i*  <  : 


"y     "r    ^r 
a*     b*     c! 


"^[^^;'x'y'z 


0    h  \z      II  -. 


//.r> 


En  faisant  enfin  ici  )<:=^/i/,  z,-=//y  et  en  multipliant  par  Uk 
et  Vh't  nous  obtenons  dans  le  premier  membre  TexpressiDo  (la)  et 
dans  le  second 

[  4  ;  //  h'x  i^  i,.  i,,'  -  1  ;  h" h  h'  )  (  h'h'x  )  h"xh  )]  «A  Pas 
ce  qui,  d'ailleurs,  à  cause  de  la  permutabilité  de  A  et  A',  est  égal  à 

{7.[hh'x)i^i,JH'-  [hh'h')  [h" h'x)    hh^r]  ]  ;«,..v  -  «A«*'). 

Si  l'on  fait  dans  cette  expression  7'i=  M^'/,  V équation  de  la  po- 
laire du  point  jr,  relativement  à  la  courbe  du  troisième  ordre 
dont  la  hessienne  est  donnée  par  I  (  a,ô,c)  :^3j^  =  o,  et  la  caj- 
leyenne  par  \\[a,b,Cj  -  2u\=.  o,  sera,  par  siùte, 

a  (A hy  ;  ; /* //j  ) /^ /,. 'a' -  ' /* Kr  '  ( It'l»'^ ) { h h'j)  'hh' h" j  :  :  o. 

Poiw  yi  =  X| ,  nous  obtenons  donc  comme  équation  de  la  courbe 


(')  On  peut  auui  obtenir  ccUe  formule  h  l'aide  de«  développements  en  térie 
donnes  par  Gordan  pour  les  formes  k  plusieurs  séries  de  variables  {Matk.  Aummlem^ 
i.  V,  p.  loC). 
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du  timsième  ordre  dont  le  réseau  polaire  coïncide  avec  le   ré- 
seau (3)  : 

(16)  p\z^9.{h/t'jr)*ijf,i,,.-  [hh'h'Y^hh'x     h'h''x     h'hx)  =z  o. 

Nous  pouvons  trouver  d'une  manière  tout  à  fait  semblable  la 
courbe  de  la  troisième  classe  u\z=zo  dont  les  polaires  coniques 
forment  le  réseau  tangentiel 

VII*    -\-  pu^  -,-  (TU*  -:.  o, 

conjugué  à  (3).  Les  équations  des  courbes  de  Jacobi  et  de  Her- 
mite,  relativement  à  ce  dernier,  étant 

i;a,|3,7)=3«;=ro,     H>,.8,7;^Bi^o, 
nous  avons  comme  équation  de  la  courbe  précitée  : 

(17)  «»=Ha(HH'«)»H/H;tt,  -  ;HH'H'';(HH'i/:   H'H'uiiB'Hiilr^o. 

Nous  pouvons  aussi  introduire  ici  les  symboles  de  I(a,  6,  c) 
et  H(a,è,  c),  car  les  courbes  u'  ==  o,  H^  =  o  sont  respectivement 
identiques  aux  courbes  u\  =  o,  t'  =  o.  Nous  avons,  par  consé- 
quent, c,  c'  désignant  des  facteurs  numériques, 

I   rt,6,c)  =c.H(a,.S,7;,      lA.\a,h^c]        c'.I  a,p,y). 

Pour  déterminer  c,  c',  considérons  de  nouveau  le  réseau  spécial 

de  coniques 

%.x\  -\-  \x\  -4-  a-c| 

dont  les  courbes  possèdent  un   triangle  commun,  et  pour  lequel 
\{^a^h^c),  H  l'a,  h,  c)  sont  déterminés  par  (i4}- 

Une  conique  ul  du  réseau  tangentiel  conjugué  doit  être  harmo- 
niquement  inscrite  aux  lignes  doubles  0:^  =  0,  xl^^o,,  j:^=;=o, 
c'est-à-dire  toucher  les  lignes  jCi -=:  o,  Xî=:  o,  Xi=-^  o;  le  réseau 
tangentiel  dont  il  s'agit  est  donc  représenté  par 

ytt|irj  ■+•  pUfU^--  ff«,U,r=:  O, 

et  nous  avons,  en  vertu  de  (i4)  et  (i5), 


18] 


4  4 


ii'jG  love  II.  —  cuAriiKS  ii. 


On  doit,  par  suite,  poser  c  =:=  i,t/= — 4>  ^^  ^  l'égard  des  sym- 
boles I,  H,  //,  (  existent  les  relations 


(.8r  «;=-î«^  Hi-^/i. 

En  introduisant,  à  l'aide  de  ces  relations,  les  svmboles  //,  i  dans 
réqiiation  (17),  nous  obtenons  enfin  comme  équation  de  la  coui'be 
de  troisième  classe  dont  les  jwlnires  coniques  J'orment  le  réseau 
tangentiel  conjugué  au  réseau  (3),  courbe  dont  conséf/uemment 
H(/i,è,c)  est  la  hessienne  et  \[a,b,c)  la  cajleyenne  : 

(19)    -  8«»  -=-  [ä'uYu^i^i^  4-  (//V').:/r  «)(/•'/'«)  (/'/«)  ---.  o. 

La  i>olaire  d'un  point  tiuelcontjue  y  relativement  à  /'j.=  o  est 
liarmoniquement  circonscrite  à  la  polaire  d'une  droite  quel- 
conque V  relativement  à  i/'  =^  o,  ainsi  qu'il  résulte  de  l'origine  de 
l'équation  (19)  ;  autrement  dit,  indépendamment  des  quantités  j) 
et  V  existe  la  relation 

(ao)  plp.s.,-    o. 

Nous  pouvons  faire  usage  des  résultats  obtenus  pour  établir 
le  résultant  des  trois  coniques  a^.,  b'^,  c^.  Si,  en  elFet,  ces  courbes 
doivent  avoir  en  commun  un  point  ^,  ce  point  compté  double 
est  une  conique  qui  est  liarmoniquement  inscrite  à  toutes  les 
courbes  G:^  du  réseau  dont  il  s'agit,  ou,  en  d'autres  termes,  forme 
une  conique  du  réseau  tangentiel  conjugué,  et  nous  pouvons 
poser  u'^  =  u'y.  Mais  alors  il  vient,  d'après  les  équations  (18), 

La  jacobienne  1' =  o  a,  par  conséquent,  le  point  j>^  pour  point 
double,  et  toutes  ses  polaires  coniques  passent  par  j-.  Il  s'ensuit  que 
la  conique  u:.  =  o  est  liarmoniquement  inscrite  à  toutes  les  co- 
niques du  système  des  premières  polaires  de  1^  =  0;  en  d'autres 
termes,  on  peut,  dans  le  réseau  tangentiel  vi/^-i-jO«' ■+- »"'=0, 
déterminer  une  courbe  [ä  savoir  //;  '  <lr  trilo  manière  qu'on  ait  les 
trois  équations 

>'•  /|  -+-  /»/>*  /|  4-  9i*  /,  --  o, 

V  /,'  /,  -t-  <>  /■ ,'  /,  -f-  9  //  /,  :       o  , 
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d'où  Ton  tire,  par  élimination  de  v,  p,  o-, 


257 
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/•*/,     /l/t     1«/, 

a      '1      'r* 

v,     h*i,     t/t. 

^^[u'n 

iJ   '?   '7 

rjf,    r,u%   r^,\ 

0   'V    '7 

=  o. 


Maintenant  existe,  corrélativement  à  la  relation  trouvée  pour  le 
déterminant  D  ci-dessus,  Téquation 


D'  = 


«i 

«1 

u* 

^i 

»>* 

«•* 

«'.* 

«•? 

«'* 

=  4  {«»wjii^f/«'/  —  a(Hm')  (H«'tt)(H«f), 


ou,  en  vertu  de  (i8)*, 

D'  =  —  [uv»')ufiV/ftVf, —  (*W){f«'a)(i«f  ]. 

Mais  D'  donne  le  déterminant  qui  figure  dans  (21),  si  nous  y  rem- 
plaçons u  par  i,  V  par  i',  w  par  i".  La  condition  pour  que  les  trois 
coniques  a^  =  o,  Z>^  =  o,  cj^  =  o  aient  un  point  commun  [ou  pour 
que  dans  le  réseafj.  tangentiel  conjugué  se  présente  un  point 
comptant  double)  est  donc 


(22) 


(«v'//^44  -  («'/")(//•'."')  [if^)[i'i"r)  =  o. 


i^  =  o  représentant  la  courbe  de  Jacobi  relative  au  réseau  et  u^ 
la  courbe  de  Hermite;  et  réciproquement,  au  point  de  vue  dualis- 
tique,  la  condition  pour  la  présence  d'une  ligne  double  dans 
le  réseau  des  coniques  a^.,  b'].,  c^.  [ou  d'une  tangente  commune 
aux  courbes  du  réseau  tangentiel  conjugué)  (  '  )  sera 

,23)      a  [hh'h"  YinÏH'ih"  +  [hh'h")  [hh'h")  [hh"?^)  [h'/i"/^]  =  o. 

Enfin,  comme  résultat  des  développements  qui  viennent  d'être 


(')  Les  formations  que  nous  considérons  sont  (comme  il  est  visible  d'après  leur 
sons)  des  combinants  du  rt'sean  ponctuel  ou  du  réseau  tangentiel  (i>oir  t.  I,  p.  3-8 
<>t  ^59).  Leur  connexitc  avec  le  déterminant  D  n'est  pas  fortuite,  et  Gordan  a  démontré 
que  Cous  les  combinants  du  réseau  sont  nécessairement  rcprésentables  comme 
invariants  fonctionnels  du  déterminant  en  question  {3Iac/i.  ^nnalen,  t.  V,  p.  iiti). 
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occasionncllemcnl  donnés  sur  le  réseau  spécial  de  coniques 

vci*  ■+■  IX*  •+■  fix*  =:  o, 

nous  énoncerons  les  théorèmes  suivants  : 


Le  réseau  taiif^cntiel  conjugué  à 
un  féseau  ponctuel  dont  les  coniques 
possèdent  un  triangle  polaire  com- 
mun se  compose  des  coniques  tan- 
gentes aux  côtés  du  triausle. 


Le  réseau  tangentiel  conjugué  à 
un  réseau  ponctuel  dont  les  coniques 
ont  trois  points  communs  se  com- 
pose des  coniques  qui  ont  pout 
triangle  polaiie  le  triangle  fomié 
parles  tivis points. 


III.  —  Géométrie  sur  les  courbes  du  troisième  ordre. 
Leurs  modes  de  génération. 

A  toute  courbe  du  troisième  ordre  du  faisceau  yt.f-\-\ù^z=  o  à 
points  d'inflexion  commims  répond,  en  qualité  de  hessienne,  une 
autre  courbe  du  même  faisceau  donnée  par  Téquation 

A,ir=K/-f-  LA  — o, 

K,  L  étant  du  troisième  degré  en  z,  ï,  [voir  équation  (3),  p.  a3o]  ; 
mais  cette  relation  entre  les  deux  courbes  n'est  pas  réciproque. 
Si,  en  eflet,  la  hessienne  do  xy-f-XA  =  o  doit  coïncider  avec 
/=  o,  il  faut  nécessairement  que  Ton  ait  L  =  o^  afin  que  la  rela- 
tion A,i  =  Ky  puisse  avoir  lieu.  Or,  comme  L  renferme  les 
quantités  x,  X  à  la  troisième  dimension,  nous  avons  ce  théorème, 
qui  a  été  trouvé  par  liesse  : 

Une  courbe  générale  du  troisième  ordre  est  la  hessienne  de 
trois  autres  courbes  du  troisième  ordre. 

Si  nous  concevons  maintenant  une  courbe  comme  la  hessienne 
d'une  autre,  ses  points  seront  associés  par  couples  de  telle  manière 
que  la  polaire  conique  de  l'un  des  points  du  couple  aura  en  rautrr 
lin  point  doubh;  :  ce  sont,  d'après  notre  terminologie  précédente, 
deux  pôles  conjugués  relativement  au  réseau  de  polaires  coniques 
de  la  courbe  primitive  choisie,  ou ,  comme  nous  l'exprimerons 
\unir  abréger,  un  couple  de  pôles  de  la  hessienne.  De  notre 
dernier  théorème  résulte  donc  ce  qui  suit  : 

On  peut  résoudre  une  courbe  générale  du  troisième  ordre /"=  o 
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de  trois  manières  dißerentes  en  couples  de  points  {^couples  de 
pôles),  de  telle  sorte  que  les  points  de  chaque  couple  soient  des 
pôles  conjugués  relativement  au  réseau  des  polaires  coniques 
d'une  courbe  ç  =  o,  dontf=:  o  est  la  hessienne  (  '  ). 

Nous  avons  par  conséquent  sur  la  courbe  trois  systèmes  difTé- 
renls  de  couples  de  pôles.  A  l'égard  des  couples  d'un  système,  on  a 
cet  important  ihéorème,  qui  a  liesse  pour  auteur  : 

Si  l'on  réunit  en  croix  les  point,  de  deux  couples  de  pôles  du 
même  système,  les  lignes  de  jonction  se  coupent  sur  la  courbe, 
et  ces  points  d'intersection  forment  un  troisième  couple  de  pôles 
de  ce  même  sjstème. 

Ainsi,  étant  donnés  les  couples  de  pôles  i,  i'  et  2,  2',  les  couples 
de  lignes  12,  i' 1!  et  12',  i'2  se  couperont  en  deux  points  3  et  3'  qui 
seront  encore  un  couple  de  pôles.  Pour  le  démontrer,  nous  pren- 
drons les  faux  côtés  du  quadrangle  complet  déterminé  parles  lignes 
la,  1*2',  l'a,  12'  pour  côtés  du  triangle  des  coordonnées,  et  nous 
déterminerons  ensuite  les  constantes  dans  les  coordonnées  de  telle 
sorte  que  l'équation  d'un  des  côtés  du  quadrilatère,  1 2  par  exemple, 
devienne 

•27 j  "T"  ^2  "T"  «2^3  Zi^  o« 

Alors,  d'après  les  théorèmes  sur  le  quadrilatère  (t.  I,  p.  71),  on  a, 
pour  les  équations 

de  i'  2'  :  oTi  H-  jTj  —  J^8  =  o, 
de  i'  2  :  x^  —  .rj  H-  .rj  =  o, 
de  12'    :  —  X,  -^  .r,  -H  Xj  =  o, 

et,  pour  celles  de  1 1',  22',  33', 

x^  r=  o,      ar,  =  o,      X,  =  o, 

respectivement. 

Les  coordonnées  des  points  i,  l'sont,  par  suite  de  ces  fixations, 

X,  v~  o,     X,  =  I,     ^3=  —  1, 

x,  -^  o,      Xj  ==;  I ,      Xj  =  4-  I  ; 


(*'j  Foir  Maclaurin,  et  surtout  Hesse,  loc.  cit. 

»7' 
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donc,  pour  qu'ils  soient  des  pôles  conjugués  d^une  conique 
'LluiikXiXk  =  o,  11  faut  que  Ton  ait  «22  —  «jj  ==  o,  et  de  même, 
pour  que  2  et  a'  soient  des  pôles  conjugués  relativement  à  la 
même  conique,  il  faut  que  l'on  ait  a^ ,  —  njj  =^  o.  Mais  de  là  résulte 
la  troisième  équation  rt,i  —  «22  =  o>  c'est-à-dire  que  3,  3' sont  aussi 
des  pôles  conjugués  pour  la  courbe SSa/^jt/Xa  =  o. 

Si  donc  deux  couples  de  sommets  opposés  d'un  quadrilatère 
complet  sont  des  pôles  conjugués  relativement  à  une  conique,  il  en 
est  de  même  des  points  du  troisième  couple.  Et  de  là  résulte 
immédiatement  le  théorème  établi  par  nous  en  ce  qui  concerne  les 
couples  de  pôles  sur  une  courbe  du  troisième  ordre,  qui  ont  été 
définis  comme  pôles  conjugués  relativement  aux  coniques  d'un 
réseau. 

De  ce  théorème  nous  pouvons,  après  Schröter,  déduire  une  con- 
struction très  simple  de  la  courbe  du  troisième  ordre.  Une  telle 
courbe  est,  en  eßet,  déterminée  complètement  et  sans  ambiguïté 
par  trois  couples  de  pôles  du  même  sj  stèmc,  et  ces  couples  de 
pôles  peuvent  être  pris  arbitrairement. 

Si,  pour  le  système  de  pôles  en  question,  a  ^  a' =  o  estléqualion 
de  la  courbe  primitive  sur  la  hesslenne  (/=o)  de  laquelle  doivent 
être  situés  les  couples  de  pôles,  et  qu'on  désigne  par  xi,  xj-;  y/,^/; 
X/,  z\  les  coordonnées  des  points  qui  constituent  les  trois  couples,  on 
a  les  équations 

/  «.J[tt.J^v.^~~  o,      a^a^'ai    "O,      a.«.»a,  =  o, 

(1)  l  «^B^»«j=r:o,      ttj  «y«;     :  o,      a.a.»«j=o, 
'   a^-a^aj-i^o,      «j.«,.'«j    -  o,      a.«.»a,  =  0, 

c'est-à-dire  neuf  équations  linéaires  pour  déterminer  les  cociUicienls 
de  <p  =  a'.;  mais  avec  a'  est  aussi  déterminée  la  hesslenne  corres- 
pondante, ce  qu'il  fallait  démontrer.  Pour  apercevoir  que  les  équa- 
tions (i)  sont  réellement  Indépendantes  les  unes  des  autres,  c'est- 
à-dire  n'admettent  pas  une  infinité  de  solutions,  on  peut  suivre  la 
marche  que  voici.  On  choisira  les  trois  pointsx,j>",  z  pour  sommets 
d'un  triangle  decoordonnées;  alors  les  équations  suivantes,  dérivant 
de  (i),  nous  seront  données  pourç  parles  points  corrélatifs  j/,j',  5': 

/  aj.'«î     —  o,      ay«,«,=  o,     «.'«,«,  ::^  o, 

(2)  <    «^«,a,  =  ü,     «/«J      =0,     «-»«,«,=  o, 
(   ay«,a,=  o,      a,'«!«,  =  0,     *i>*\     =~  o. 
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Dans  ce  système  d'équations,  les  coefficients  a,n,  «222»  «3sj 
n'entrent  que  dans  les  équations  diagonales,  et  par  conséquent 
seront  déterminés  isolément  à  la  fin.  Les  autres  quantités  a  (abstrac- 
tion faite  de  a  123,  en  fonction  duquel  toutes  ces  quanti  tés  s'expriment) 
se  déterminent  alors  par  couples  au  moyen  de  deux  des  équa- 
tions (7),  a,  12  et  «122  par  exemple,  au  moyen  de 

a,„x',  -h  a,„x',  -f-  a„j  j:',  =  o, 
«lu/i  -+-  «m/j  ■+-  «1«/,  =  o- 

Toutefois,  il  faut  que  j:',^'^  —  ^'ij't  soit  différent  de  zéro;  en 
conséquence,  la  ligne  de  jonction  de  deux  des  points  a/,  ^,  ^^  qui 
répondent  aux  sommets  de  coordonnées  x,  y,  z  ne  doit  pas  passer 
par  le  troisième  sommet.  Toutes  les  conditions  nécessaires  à  la 
possibilité  d' effectuer  les  opérations  sont  par  conséquent  remplies, 
si  l'on  arrête  que  parmi  les  six  points  des  trois  couples  jamais  trois 
points  allant  ensemble,  c'est-à-dire  tels  qu'il  ne  s'en  trouve  pas 
deux  formant  un  couple,  ne  soient  en  ligne  droite. 

Actuellement,  en  partant  des  trois  couples  donnés  1 1',  22',  33', 
on  peut  construire  un  nombre  quelconque  de  nouveaux  couples,  à 
l'aide  du  théorème  que  nous  venons  de  donner,  et  suivant  lequel 
les  lignes  de  jonction  de  deux  couples  se  coupent  sur  la  courbe  et 
dans  un  nouveau  couple  (').  On  obtient,  par  exemple,  au  moyen  des 
points  d'intersection  des  lignes  12,  i'2'  et  12',  l'i  un  nouveau 
couple  44'>  de  même  au  moyen  des  couples  1 1',  33'  un  nou- 
veau couple  55',  puis  au  moyen  de  33',  44'  un  couple  6&,  au 
moyen  de  55',  22'  un  nouveau  couple  77',  et  ainsi  de  suite. 

On  peut  donc,  si  trois  couples  de  pôles  du  même  système  sont 
donnés  sur  une  courbe  du  troisième  ordre,  construire  autant  de 
points  que  l'on  voudra  de  la  courbe. 

Cette  construction,  donnée  par  Schröter,  réalise  en  fait  de  sim- 
plicité le  maximum  de  ce  qu'on  peut  demander  ;  on  obtient  chaque 
nouveau  point  de  la  courbe  comme  croisement  de  deux  droites, 
sans  avoir  besoin  d'autres  lignes  auxiliaires. 


(')  Cette  construction  a  été  indiquée  par  Scbroter,  Ueber  Curven  dritter  Ordnung 
{Math.  Annalen,  t.  V,  p.  5o).  Voir  aussi  Clebsch,  Veber  zwei  Erzeugungsarten  der 
ebenen  Curven  dritter  Ordnung  {ibid.,  p.  ^il). 
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Les  courbes  uniparlitcs  et  biparlilcs  du  troisième  ordre  se  corn- 
portent  d'une  manière  très-dUrércnle  vis-à-vis  de  ces  trois  systèmes 
de  pôles  sous  le  rapport  du  réel  et  de  l'imaginaire.  C'est  ce  qu'on 
voit  aisément  à  l'aide  du  théorème  donné  plus  haut  (p.  a44)»  ^^ 
d'après  Irqucl  les  tangentes  à  la  courbe  aux  points  d'un  couple  se 
coupent  de  nouveau  en  un  point  de  la  courbe  que  l'on  peut  appeler 
point  tangentiel  correspondant,  théorème  qui  résulte  au  surplus 
immédiatement  du  théorème  de  Hesse  sur  le  quadrilatère  formé 
par  deux  couples  de  pôles,  si  l'on  suppose  les  deux  couples  infini- 
ment voisins.  Si  à  l'inverse  nous  partons  du  point  o  comme  point 
tangentiel,  nous  trouverons  comme  correspondants  les  quatre 
points  I,  a,  3,  4>  c'est-à-dire  les  quatre  points  de  contact  des  tan- 
gentes à  la  courbe  issues  du  point  primitif.  Si  nous  considérons  à 
partie  point  i,  il  ne  peut  lui  répondre  comme  pôle  conjugué  dans 
l'un  des  trois  s^-stèmes  qu'un  des  points  i,  3,  4-  Par  conséquen.t,  les 
points  2,  3,  4  sont  ceux  qui  forment  respectivement  avec  i  un 
couple  dans  les  trois  systèmes  de  couples  de  pôles.  D'ailleurs, 
les  couples  12  et  34,  par  exemple,  appartiennent  au  même  système, 
car,  dans  le  cas  contraire,  il  faudrait  qu'au  point  3,  dans  le 
système  auquel  appartient  le  couple  la,  correspondît  ou  bien  le 
point  I  ou  bien  le  point  2,  ce  qui  n'est  pas  possible,  puisqu'au 
point  I  (ou  a),  en  dehors  du  point  a  (ou  1),  aucun  autre  ne  peut 
être  associé.  Nous  %vons  ainsi  ce  théorème: 

Les  quatre  points  de  contact  des  tangentes  que  l'on  peut  mener 
à  la  courbe  par  un  point  de  celle-ci  forment  six  couples  de  pôles^ 
et  deux  couples  qui  se  complètent  appartiennent  à  tun  des  trois 
systèmes  possibles. 

Comme  aux  quatre  points  de  contact  des  tangentes  la  courbe 
primitive  est  coupée  par  la  polaire  roniqu«*  du  point  tangentiel, 
nous  pouvons,  en  ayant  égard  au  théorènie  de  Hesse  sur  le  quadri- 
latère complet  (p.  aap),  énoncer  aussi  cette  proposition  de  la  ma- 
nière suivante: 

La  polaire  conique  d'un  point  de  la  xourhe  du  troisième  ordre 
coupe  cette  dernière  en  quatre  points  dont  les  lignes  de  croisement 
se  rencontrent  sur  la  courbe. 

Parmi  les  quatre  tangentes  considérées,  en  supposant  que  leur 
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point  (l'inlcrsectlon  commun  se  trouve  sur  la  portion  à  trois 
inflexions,  trois  touchent  toujours  l'ovale  qui  ligure  dans  une 
courljc  hiparlile,  car  à  un  ovai«^,  comme  à  une  conique,  on  peut 
mener  deux  tangentes  par  un  point  extérieur  :  donc,  d'un  point 
silué  sur  la  portion  à  trois  inflexions  on  ne  peut  plus  mener  à 
celle-ci  que  deux  tangentes.  Si  au  contraire  l'ovale  manque  (ce 
qui  arrive  dans  les  courbes  uniparlites),  deux  des  quatre  tangentes 
deviennent  imaginaires.  A  une  courbe  unipartitc  du  troisième  ordre 
on  ne  peut  donc  mener  par  l'un  de  ses  points  que  deux  tangentes 
réelles.  D'autre  part,  on  ne  peut  mener  d'un  point  de  l'ovale  au- 
cune tangente  réelle  à  la  courbe,  car  une  telle  tangente  devrait 
encore  rencontrer  l'ovale  en  un  second  point  réel,  ce  qui  n'est 
pas  possible,  puisque  la  droite  aurait  alors  quatre  points  d'inter- 
section avec  C3.  De  ces  développements  combinés  avec  les  précé- 
dents résulte  actuellement  ce  qui  suit  relativement  à  la  disti'ibution 
des  couples  de  pôles  sur  la  courbe. 

On  peut  engendrer  une  courbe  bipartite  de  trois  manières  diffé- 
rentes au  moyen  de  la  construction  de  Schröter.  Dans  deux  d'entre 
elles  un  point  du  couple  de  pôles  parcourt  l'ovale,  l'autre  la  branche 
à  trois  inflexions;  dans  le  troisième  mode  de  génération,  les  points 
de  l'ovale  forment  un  des  systèmes  de  couples,  et  les  points  de  la 
portion  illimitée  l'autre.  Dans  une  courbe  uniparlite,  où  l'ovale 
disparait,  le  dernier  mode  de  description  reste  le  seul  réel;  une 
telle  courbe  ne  petit  donc  être  composée  de  couples  de  pôles  réels 
que  d'awe  manière  unique  (  '  ). 

A  l'égard  du  faisceau  de  quatre  tangentes  considéré  ici  a  lieu  le 
théorème  suivant,  qui  est  fondamental  : 

Le  rapport  anharmonique  des  quatre  tangentes  que  l'on  peut 
mener  à  une  courbe  du  troisième  ordre  par  un  de  ses  points  est 
constant  pour  tous  les  points  de  la  courbe. 

Nous  donnerons  ici  une  démonstration  géométrique  simple  qui 
a  pour  auteur  Salmon,  et  nous  remettons  à  plus  tard  une  démons- 
tration algébrique  directe.  D'un  point  o  de  la  courbe  menons  à 


(')  A  ces  considérations  se  rattaclio.nt  d'autres  conséquences  sur  la  manière  dont 
la  forme  de  la  cayleyenne  dépend  de  celle  de  la  liessicnnc,  et  .  f'oir,  sur  ce  sujei, 
Hartnack,  Math.  Annalen,  t.  IX,  p.  9  et  suiv. 


V64  TOME   II.  —   CBAriTIE   II. 

celle-ci  les  quatre  tangentes 

oi,  oî,  o3,  o4; 

leurs  points  de  contact  i,  a,  3,  4  seront  situés  sur  la  polaire  conique 
de  G.  Projetons  sur  la  même  conique  les  points  de  contact  i',  a',  3',  4' 
des  quatre  tangentes  issues  d'un  pointe',  voisin  de  o.  Ces  points 
de  projection  (c'est-à-dire  les  points  d'intersection  des  quatre  der- 
nières tangentes  avec  Ca)  ne  diffèrent  des  points  i,  a,  3,  4  que  de 
quantités  infîniment  petites  du  second  ordre,  la  distance  de  u  à  o' 
étant  une  quantité  infîniment  petite  du  premier  ordre.  Comme, 
d'ailleurs,  la  polaire  conique  de  o  touche  la  courbe  originaire  en  o, 
c'est-à-dire  (sauf  les  quantités  du  second  ordre)  passe  aussi  par  o', 
les  rayons  menés  de  o  à  i,  2,  3,  4  onl  (aux  quantités  du  second 
ordre  près)  le  même  rapport  anharmonique  que  les  rayons  menés 
de  o'  à  1',  a',  3',  4'  ou  de  o'  à  i,  a,  3,  4-  Le  rapport  anharmonique 
des  quatre  tangentes  n'est  par  suite  pas  altéré  si  l'on  marche  de 
point  en  point  sur  la  courbe;  il  est  donc  nécessairement  constant 
pour  toute  la  courbe;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Nous  trouvons  ainsi  dans  ce  rapport  une  constante  caractéris- 
tique de  la  courbe,  et  l'on  ne  pourra  transformer  linéairement  les 
unes  dans  les  autres  que  les  courbes  du  troisième  ordre  dans  les- 
quelles le  rapport  anharmonique  en  question  aura  la  môme  valeur. 
Nous  avons  déjà  trouvé  dans  imc  autre  occasion  une  constante  qui 

est  également  caractéristique  pour  la  courbe  :  c'est  le  nombre  - 
dans  la  forme  d'équation  canonique  (p.  33^) 

(3)  «(.rJ-f-rJ-K  J-J)4-6*x,x,x,=  o. 

Comme  toutes  les  constantes  de  la  courbe  peuvent  être  altérées 

par  un  changement  de  coordonnées,  sauf  cette  constante  unique  -j 

il  s'ensuit  que  la  valeur  du  rapport  anharmonique  précité  ne  doit 

dépendre  que  de  la  quantité  Ar  =  -•  C'est  ce  qui  est  confirmé  par  la 

considération  suivante.  Nous  formerons,  par  exemple,  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  tangentes  qui  partent  d'un  point  d'in- 
flexion et  dont  l'une  se  confond  avec  la  tangente  d'inflexion.  Ainsi 
un   point  d'inflexion  réel   est  donné   (p.  ^39)  par  les  coordon- 
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nées  Xi  =  I ,  OTj  =  —  i ,  jtj  =  o.  L*équation  de  sa  première  polaire 
se  décompose  en  celle  de  la  tangenle  d'inflexion 

(4)  X,-i- X,  —  2*X,=:0 

et  en  celle  de  la  droite  harmonique  correspondante 

(  5  )  X,  —  jr^=zz  O. 

Les  points  d'intersection  de  cette  dernière  ligne  avec  la  courbe 
originaire,  c'est-à-dire  les  points  de  contact  des  trois  tangentes 
issues  du  point  d'inflexion,  sont  donc  donnés  par  (3)  si  l'on  fait 
X|=X2,  c'est-à-dire  par  Téqualion 

(6)  2x}-^x;-f-6Xx«x,=  o. 

Or,  le  rapport  anharmonique  cherché  est  égal  à  celui  que  forment 
les  trois  points  dont  il  vient  d'être  parlé  avec  le  point  d'intersec- 
tion de  la  droite  harmonique  et  de  la  quatrième  tangente,  c'est-à- 
dire  de  la  tangente  d'inflexion.  Mais  pour  ce  point  d'intersection 
nous  avons,  en  vertu  de  (4)  et  (5),  les  coordonnées 

I 

px,=  OX,=  I,       pXj=r-. 

Les  coordonnées  des  quatre  points  ne  dépendent  que  de  A:;  il  en 
est  donc  de  même  de  leur  rapport  anharmonique,  ainsi  qu'il  a  été 
énoncé.  Cette  exposition  se  présente  encore  mieux  dans  la  théorie 
des  formes  binaires  cubiques,  où  le  rapport  anharmonique  et  la 
constante  A~  apparaissent  l'un  et  l'autre  comme  dépendant  de 
Yinvariant  absolu  de  la  courbe  (  '  ). 

Les  recherches  relatives  aux  couples  de  pôles  sur  la  courbe  du 
troisième  ordre  qui  nous  ont  occupés  ici  diff'èrent  essentiellement 
des  considérations  que  nous  avons  présentées  auparavant  en  ce  qui 
concerne  la  géométrie  sur  une  courbe  générale  d'ordre  n.  Les 
recherches  dont  il  s'agit  ne  sont  pas,  en  effet,  susceptibles  d'une 
extension  immédiate  aux  courbes  d'ordre  supérieur,  car  une  telle 
courbe  ne  peut  pas  en  général  être  regardée  comme  la  hessienne 


(')  Voir  la  fin  de  la  Section  V  de  ce  Chapitre.  L'inyariant  absolu  est  une  fonction 
symétrique  des  six  valeurs  différentes  que  peut  prendre  le  rapport  anharmonique  de 
quatre  points. 
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d^une  autre.  Nous  n'insisterons  d'ailleurs  pas  sur  la  théorie  des 
systèmes  de  points  d'intersection  d'une  courbe  du  troisième  ordre 
avec  d'autres  courbes,  devant  y  revenir  plus  tard,  quand  nous 
appliquerons  à  cet  objet  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Nous 
traiterons  seulement  ici  deux  problèmes  relatifs  aux  intersections 
dont  il  s'agit: 

1**  La  position  sur  la  courbe  des  points  où  une  conique  peut 
avoir  avec  elle  un  contact  d'ordre  élevé  ; 

a**  Le  mode  de  génération  donné  par  Chaslos  au  moyen  d'un 
faisceau  de  coniques  et  d'un  faisceau  de  rayons  projectif  au  pre- 
mier, mode  de  description  auquel  nous  rattacherons  celui  qui  porte 
le  nom  de  Grassmann. 

Si  nous  imposons  la  condition  qu'une  c<>ni(|ue  touche  la  courbe 
du  troisième  ordre  aux  points  où  elle  la  rencontre,  nous  avons 
d'abord  à  distinguer  les  cas  suivants  : 

1°  La  conique  a  un  contact  simple  en  trois  points; 

a°  La  conique  a  un  contact  du  second  ordre  en  deux  points. 

Les  autres  cas  qui  peuvent  se  rencontrer  apparaissent  comme  des 
cas  limites  de  ceux-là.  Dansées  derniers,  trois  conditions  sont  don- 
nées; il  existe  donc  un  nombre  doublement  infini  de  coniques  qui 
y  satisfont.  Donc,  dans  le  premier  d'entre  eux,  nous  pouvons 
prendre  arbitrairement  deux  points  de  contact  et  chercher  la  situa- 
lion  du  troisième.  On  détermine  ce  troisième  point  au  moyen  du 
théorème  suivant  : 

Les  points  tnngenlieLs  des  trois  points  où  une  conique  a  un 
contact  simple  avec  une  courbe  du  troisième  ordre  sont  en  ligne 
droite. 

En  voici  la  démonstration.  A,  B,  G  étant  les  trois  points  de 
contact,  Xy  uj,,  Q,  leurs  points  tangentiels  (  points  d'intersection  de 
leurs  tangentes  avec  la  courbe),  nous  avons  trois  courbes  du  troi- 
sième ordre  à  huit  points  communs,  savoir  : 

I*  La  courbe  donnée; 

a°  Ses  trois  tangentes  en  A,  B,  G; 

3**  La  conique  tangente  et  la  ligne  »l.uî>. 

Les  huit  points  communs  sont  les  points  .V,  \J\>  et  chacun  drs 
trois  points  de  contact  A,  B,  G  compté  deux  fois.  Les  trois  courbes 
ont  donc  nécessairement  le  neuvième  point  3  commun;  ce  qu'il 
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failail  déinonlrer  (p.  i33).  Si  malnlenant  les  points  A,  B  sonL 
donnés,  il  est  facile  de  construire  le  point  C.  Nous  mènerons  les 
tangentes  en  A  et  B,  tangentes  qui  rencontreront  encore  la  courixî 
en  c,\o  eliii>.  La  ligne  ^l.Dl,  fournit  alors  comme  troisième  point  d'in- 
tersection le  point  S,  et  nous  n'avons  plus  qu'à  mener  par  ce  der- 
nier quatre  tangentes  à  la  courbe.  Chacun  des  points  de  contact  est 
un  point  C.  Toutefois,  trois  d'entre  eux  seulement  donnent  une 
solution  proprement  dite.  Si  nous  désignons  en  effet  par  D  le  troi- 
sième point  d'intersection  de  la  courbe  avec  AB,  la  ligne  AB  prise 
deux  fois  fournit  aussi  une  conique  tangente  aux  trois  points  A, 
B,  D,  et  le  fait  que  la  tangente  de  D  passe  également  par  G  résulte 
de  l'un  de  nos  premiers  théorèmes  sur  les  courbes  du  troisième 
ordre  (p.  227). 

//  existe  donc  trois  systèmes  dij^érents  et  composés  chacun  d'un 
nombre  doublement  infini  de  coniques  qui  touchent  une  courbe 
du  troisième  ordre  en  trois  points  (|  '  i. 

Ces  trois  systèmes  sont,  à  cause  de  la  connexité  des  couples  de 
pôles  avec  les  points  tangentiels,  complètement  séparés  les  uns  des 
autres,  comme  les  trois  systèmes  différents  de  couples  de  pôles  sur 
la  courbe.  De  même  qu'ici  nous  sommes  ramenés  aux  couples  de 
pôles,  de  même,  à  propos  des  coniques  ayant  deux  contacts  du 
second  ordre,  nous  arrivons  aux  points  d'inflexion.  Soient  A  et  B  les 
deux  points  de  contact.  Nous  mènerons  par  ces  points  trois  droites 
infiniment  voisines  les  unes  des  autres  qui  couperont  encore  la 
courbe  en  trois  autres  points  infiniment  voisins  ;  ces  derniers  seront 
en  ligne  droite,  c'est-à-dire  formeront  un  point  d'inflexion.  Nous 
avons  alors  encore  trois  courbes  du  troisième  ordre  qui  ont  en 
commun  huit  points,  et  par  conséquent  aussi  un  neuvième  point, 
savoir  : 

1°  La  courbe  donnée  ; 

2°  Les  trois  droites  voisines  menées  par  A  et  B  ; 

3°  La  ligne  qui  joint  deux  des  trois  premiers  points  infiniment 
voisins,  et  la  conique  tangente. 


C)  f^oir  PlCcker  et  Hesse  (loc.  cit.),  et  sur  la  relation  exacte^  qui  lie  ces  coniques 
à  la  courbe,  eu  particulier  Creiio:<.v,  Einleitung  in  die  Theorie  der  algebraischen 
Curveii. 
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De  là  résulte  ce  théorème  : 

Toute  droite  passant  par  un  point  d'inflexion  d'une  courbe  du 
troisième  ordre  détermine  par  ses  deux  autres  intersections  avec 
elle  deux  points  tels,  qu'une  conique  peut  y  avoir  simultanément 
un  contact  du  second  ordre. 

Et  encore,  puisque  la  courbe  a  neuf  points  d*inflexion  : 

//  existe  neuf  systèmes  dißerents  de  coniques  qui  ont  un  contact 
du  second  ordre  en  deux  points  d'une  courbe  du  troisième  ordre. 

Les  deux  points  de  contact  A,  B  se  confondent  en  particulier 
pour  les  tangentes  à  la  courbe  issues  du  point  d'inflexion.  Au  point 
de  contact  d'une  tangente  de  cette  nature,  une  conique  peut  donc 
avoir  avec  la  courbe  un  contact  du  cinquième  ordre.  Comme  il 
existe  neuf  points  d'inflexion  et  que  de  chacun  d'eux  on  peut  mener 
trois  tangentes  à  la  courbe,  nous  avons  ce  théorème  (  •  )  : 

//  existe  vingt-sept  coniques  qui  ont  un  contact  du  cinquième 
ordre  avec  une  courbe  du  troisième  ordre  ;  leurs  points  de  contact 
sont  les  vingt-sept  points  d'intersection  des  neuf  droites  harmo- 
niques avec  la  courbe. 

Nous  passons  maintenant  à  l'examen  du  tracé  donné  par  Chasies 
pour  les  courbes  du  troisième  ordre  (p.  90).  En  prenant  sur  la 
courbe  quatre  points  arbitraires,  nous  pouvons  par  ces  points  faire 
passer  un  nombre  infini  de  coniques.  Choisissons-en  deux  quel- 
conques y  =  o  et«j/  =  o.  Chacune  d'elles  coupe  encore  la  courbe 
en  deux  points,  dont  les  lignes  de  jonction  seront  par  exemple 
A  =:r  o  et  B  =  o  respectivement.  Nous  avons  encore  une  fois  trois 
courbes  du  troisième  ordre  à  huit  points  communs,  savoir  : 

1°  La  courbe  originaire  ; 

a"  La  conique  ç  =  o  et  la  droite  B  =  o  ; 

3°  La  conique  t|*  =1  o  et  la  droite  A  =  o. 

Elles  ont  nécessairement  en  commun  un  neuvième  point  qui  est 
le  point  de  rencontre  de  A  =  o  et  de  B  =  o.  Nous  obtenons  ainsi 
cette  proposition  : 


(')  D'après  la  Tormulo  donnée  p.  173,  on  trourertit  36  an  H«a  d«  37  pour  le 
nombre  de  ces  coniques;  mais  dans  ce  nombre  de  36  sont  comprises  le«  neuf  tan- 
gentes d'infleiion  (comptées  chacune  deui  fois). 
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Toute  conique  d'unjaisceau  dont  quatre  points  de  base  sont 
situés  sur  la  courbe  du  troisième  ordre  coupe  cette  dernière  en 
deux  points  mobiles  dont  la  ligne  de  jonction  passe  toujours  par 
un  point ßxe  de  la  courbe,  que  nous  appellerons  point  opposé  aux 
quatre  points  de  base. 

Ce  théorème  est  au  surplus  une  conséquence  immédiate  du 
théorème  du  reste  :  Le  faisceau  de  rayons  est  équivalent  au  fais- 
ceau de  coniques  (p.  i4i)*  ^^*  deux  faisceaux  sont  également 
projectifs  entre  eux  ('),  car,  si  y=  o  est  Téquation  de  la  courbe 
originaire,  on  doit  avoir 

X,  X  étant  des  constantes.  L'équation  y  =  o  résulte  donc  de  l'élimi- 
nation de  ^  entre  les  deux  autres  équations 

y -+- f* -^  =1;  G,     ).A -t- fixB  1=0. 

Si  donc  on  prend  quatre  pçints  quelconques  d'une  courbe  du 
troisième  ordre  pour  points  de  base  d'un  faisceau  de  coniques,  le 
point  opposé  donne  le  sommet  d'un  faisceau  de  rayons  qui,  con- 
jointement avec  le  faisceau  de  coniques,  entendre  la  courbe  du 
troisième  ordre  suivant  le  procédé  de  Chasles. 

A  l'aide  de  ces  théorèmes,  on  peut  effectuer  la  construction 
d'une  courbe  du  troisième  ordre  dont  neuf  points  sont  donnés  (^^). 
Les  neuf  points  ne  doivent  naturellement  pas  être  situés  de  telle 
sorte  qu'il  s'y  croise  une  infinité  de  courbes  du  troisième  ordre, 
car  le  problème  serait  alors  indéterminé.  Il  suffit  d'indiquer  com- 
ment la  solution  peut  être  réalisée.  On  choisit  quatre  des  points 
donnés  pour  points  de  base  d'un  faisceau  de  coniques;  on  peut 
alors  commencer  par  construire  le  point  M  opposé  à  ces  quatre 
points  sur  la  courbe  à  tracer,  et  ce  point  s'obtient  comme  quatrième 
intersection  de  deux  coniques  dont  trois  autres  intersections  soni 
données.  Le  point  M  ainsi  trouvé,  on  peut  facilement  établir  entre 
un  faisceau  de  rayons  passant  par  M  et  le  faisceau  de  coniques  une 


(')  Cela  résulte  d'ailleurs  déjà  de  la  relation  à  détermination  unique  des  deux 
faisceaux. 

{*)  f''oir  Chasles,  Construction  de  la  courbe  du  troisième  ordre  déterminée  par 
neuf  points  {^Comptes  rendus,  mai  i853).  On  trouve  aussi  la  solution  du  problème 
traitée  d'une  manière  approfondie  dans  les  Ouvrages  cités  de  Cremona  et  de  Durt'ge. 
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liaiâon  telle  que  lous  deux  engendrent  la  courbe  cherchée  suivant 
le  procédé  de  Chasles  et  que  par  suite  on  en  trouve  les  points 
deux  à  deux  comme  points  de  rencontre  d'un  rajon  avec  une 
conique  (t.  I,  p.  65). 

Au  problème  traité  ici  se  rattache  immédiatement  le  suivant  : 
Etant  donnés  huit  points  ijuclconques,  on  dmiandt^  de  con- 
struire le  neuvième  point  qui,  réuni  aux  premiers,  laisse  la  courbe 
du  troisième  ordre  indéterminée.  La  solution  repose  essentiel- 
lement sur  la  construction  du  point  opposé  à  quatre  des  points 
donnés  pour  deux  courbes  différentes  du  faisceau  qui  passe  par  les 
huit  points  et  sur  Tapplication  de  cette  proposition,  facile  à 
démontrer,  que  le  lieu  des  points  opposés  à  quatre  points  de  base 
d' un  faisceau  de  courbes  du  troisième  ordre  sur  différentes  courbes 
de  ce  faisceau  est  une  conique  passant  par  les  cinq  autres  points 
de  base. 

A  côté  des  modes  de  description  de  Schröter  et  de  Chasles  s'en 
place  un  autre  qui  a  été  trouvé  par  Grassmann  (')  et  appliqué  aux 
courbes  d'ordre  quelconque;  ce  dernier  est  d'un  caractère  essen- 
tiellement diflerent  et  en  quelque  sorte  mécanique.  Nous  en 
donnerons  d'abord  l'énoncé  pour  les  coniques,  à  l'égard  desquelles 
il  a  déjà  été  formellement  indiqué  par  Maclaurin  et  Taylor  (-  . 
Nous  avons  ce  théorème  : 

Si  un  point  x  se  meut  de  telle  manière  que  les  lignes  qui  le 
joignent  respectivement  à  deux  points  fixes  a,  b  coupent  deux 


droites  fixes  a,  ^  en  deux  points  dont  la  ligne  de  jonction  passe 
/Kir  un  point  fixe  c,  le  point  x  décrit  une  conique  {Jig.  a8). 

(*)  Grammam!«,  Die  lineale  Ausftehnungilehre,  Ix^ipxiß,  i8'|'|,  et  dilTérenU  Mémoire» 
daiis  le  Journal  de  Crelle.  t.  31,  36,  42,  52. 

(•)   rb(/-  aussi  CnAU.K*,    ^/>rrrn   fiitfnn'ifUf, 
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Si  nous  désignons,  en  effet,  les  coordonnées  des  points  x,  a, 
b,  c  respectivement  par  x/,  a,,  bi,  c,,  et  celles  des  droites  a,  ß 
respectivement  par  a,-,  |3/,  nous  aurons,  pour  les  coordonnées  de  la 
ligne  qui  joint  x  et  a, 

en  posant,  pour  abréger, 

De  même  les  coordonnées  de  la  ligne  qui  joint  x  el  b  sont 

et,  par  conséquent,  celles  du  point  d'intersection  de  u  el  de  a 
seront 

(7)  ^        j  Jî--{j*«)aai— lJ^«)iaj  — [(-ra),«]i, 

et  Ton  aura  de  même,  pour  les  coordonnées  du  point  de  rencontre 
de  V  et  de  |3, 

(8)  2i=-[:*^).^]/. 

Maintenant  les  points  y,  z  et  c  sont  assujettis  à  être  en  ligne 
droite,  c'est-à-dire  que  l'on  a  l'équation 

[(j:a),a],     [  jrb;yß]i     c, 
(9)  [(*«)»a]t      [.•'*'.p]j     Ct-'    O, 

[(jra),ajj     [**),?],     c,  | 

laquelle  est  du  second  ordre  en  x  et  représente  conséquemmehl 
une  conique.  On  peut  aussi  vérifier  sans  peine  ce  résultat  géomé- 
triquement. Le  faisceau  de  rayons  ayant  c  pour  sommet  coupe,  en 
effet,  a  et  ß  en  deux  séries  de  points  placées  perspectivement  ;  les 
lignes  qui  joignent  respectivement  ces  points  d'intersection  à  a 
et  b  donnent  deux  faisceaux  projectifs  de  rayons  ayant  a  et  ^  pour 
sommets  :  donc  le  point  d'intersection  x  de  deux  rajons  corres- 
pondants de  ces  derniers  décrit  en  fait  une  conique.  On  reconnaît 
en  même  temps  que  cette  courbe  passe  par  les  points  a,  b  et  par  le 
point  d'intersection  de  a,  3.  Elle  renferme  aussi  nécessairement  le 
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point  de  rencontre  de  ne  elß,  ainsi  que  celui  de  bc  et  a,  car  pour 
ces  points  la  condition  du  théorème  est  remplie  en  toute  hypothèse. 
On  obtient  ainsi  immédiatement  cinq  points  de  la  conique. 

A  l'égard  des  courbes  du  troisième  ordre,  nous  pouvons  énoncer 
de  la  manière  suivante  le  mode  de  description  de  Grassmann  : 

Un  point  X  décrit  une  courbe  du  troisième  ordre  si  les  lignes 
qui  le  joignent  à  trois  points  fixes  a,  b,  c  rencontrent  séparément 
trois  droites ßxes  cf.,  ß,  y  en  trois  points  situés  sur  une  droite 
(mobile).  Cette  droite  enveloppe  une  courbe  de  troisième  classe 

(fis-  =9)- 

La  dernière  partie  du  théorème  n'est  qu'une  conséquence  de  la 
première,  car  la  droite  mobile  se  meut  précisément  de  telle  sorte 
que  ses  points  de  rencontre  avec  trois  droites  fixes  a,  ß,  y,  joints  à 

Fig.  39. 


trois  points  fixes  a,  Ä,  c,  produisent  trois  droites  qui  se  coupent  en 
un  point  (  mobile  )  x,  et  celte  propriété  correspond  dualisliquement 
d^une  manière  complète  à  la  condition  imposée  au  point  x. 

L'équation  de  la  courbe  du  troisième  ordre  ainsi  engendrée  peut 
s'établir  directement.  Les  coordonnées  du  point  de  rencontre  des 
lignes  xa  et  a,  et  de  celui  des  lignes  xb  et  ß,  sont  encore  données 
parles  équations  (7)  et  (8).  Les  coordonnées  du  point  de  rencontre 
de  xc  et  y  seront,  d'une  manière  analogue, 


:'o) 


ti=[[*c]nV 


Actuellement  les  points  j',  z,  t  devant  toujours  être  en  ligne 
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droite,  il  en  résulte 

[(x«),«],     [(x6).ß],     [{xc),v], 
(m)  [(-ra),«],     [(^*),13],     [(xc),7],     =0, 

[(x«),«],     [(x*),p],     [(xcj.y], 

ce  qui  est  l'équation  de  notre  courbe  du  troisième  ordre.  Nous 
pouvons  aisément  aussi  indiquer  neuf  points  par  lesquels  la  courbe 
est  déterminée;  ce  sont  les  suivants (^^.  29)  : 

1°  Les  points  a,  Ä,  c; 

2°  Les  sommets  ci ,  h' y  d  du  triangle  a,  ß,  y; 

3°  Les  points  a!',  b",  d'  où  les  droites  a,  ß,  y  sont  rencontrées 
respectivement  par  les  droites  bc,  eu,  ab. 

On  reconnaît  en  effet  facilement,  à  l'examen  de  la  figure,  que  les 
conditions  de  notre  théorème  sont  satisfaites  d'elles-mêmes  dès 
que  X  est  situé  en  l'un  de  ces  neuf  points.  Ces  derniers  ont  vis-à-vis 
les  uns  des  autres  une  situation  particulière,  mais  non  de  telle 
nature  qu'un  nombre  infini  d'autres  courbes  du  troisième  ordre 
puissent  s'y  rencontrer.  On  l'établit  en  observant  simplement  que 
nous  avons  été  conduits  dans  (11)  à  une  courbe  complètement 
déterminée,  ou  encore  de  la  manière  suivante.  Par  les  huit  points 

a   ,    0  y   c  \   a  ,    o  ,   c  ;   a,    b 

passe,  outre  une  courbe  générale  du  troisième  ordre,  la  courbe 
qui  se  compose  des  droites  a,  /3,  ab;  or  le  neuvième  point  qui 
leur  est  commun  est  le  point  c/,  compté  deux  fois  comme  point  de 
rencontre  de  a  et  ß,  et  par  conséquent  nest  pas  le  point  c. 

c.  Q.  F.  n. 
La  question  de  savoir  comment,  étant  donnée  une  courbe  du 
troisième  ordre,  on  peut  trouver  les  éléments  qui  lui  donnent  nais- 
sance d'après  le  procédé  de  Grassmann,  présente  un  intérêt  par- 
ticulier (').  Parla  se  trouvera  démontrée  en  même  temps  la  pro- 
position que  toute  courbe  du  troisième  ordre  peut  être  engendrée 
de  celle  manière.  Nous  revenons  au  système  précité  de  neuf 
points.  Sa  propriété  caractéristique  et  déterminante  consiste  en  ce 
que  les  points  a,  b,  c  et  ai,  b',  c'  forment  deux  triangles  dont  les 


(')  Foir  Clebscb,  Mathi  Annalen,  t.  V,  p.  \2\. 

Clebscb.  —  Géométrie,  II.  lo 


37i  lont  II.  —  LUAi-ime  ii. 

sonuiicls  sont  situés  sur  la  courbe  et  dont  les  côtés  se  coupent 
corrélativement  sur  la  courbe  en  a",  Ä",  c^.  Si  nous  considérons  ces 
trois  derniers  points  comme  donnés  arbitrairement  sur  la  courbe, 
nous  avons  à  résoudre  le  problème  suivant  : 

Trouver  un  triangle  dont  les  sommets  a,  h,  c  sont  situés  sur  lu 
courba  du  troisihne  ordre  et  dont  les  côtés  pussent  séparément 
par  trois  points  u" ,  b",  d'  donnés  sur  la  courbe. 

Deux  triangles  de  cette  nature  une  fois  trouvés  forment  la  base 
d'une  description  de  la  courbe  suivant  le  procédé  de  Grassmann, 
et  cela  d'une  double  manière,  car  le  choix  que  l'on  fait  de  l'un 
de  ces  triangles  pour  triangle  abc  et  de  l'autre  pour  triangle 
aßy  est  indifférent.  Nous  montrerons  qu'on  peut  toujours 
trouver  quatre  triangles  répondant  aux  points  «",  b" ,  c";  ces 
triangles  forment  six  couples,  et  l'on  a  en  conséquence  cette  pro- 
position : 

Trois  points  donnés  arbitrairement  sur  une  courbe  du  troi- 
sième ordre  conduisent  à  douze  manières  d'engendrer  la  courbe 
suivant  la  méthode  de  Grassmann. 

Les  quatre  triangles  dont  il  a  été  parlé  s'obtiennent  de  la  manière 
suivante.  Joignons  les  points  b"  et  f"  par  une  droite  que  nous 
supposerons  rencontrer  la  courbe  en  d',  nous  admettrons  aussi  que 
la  courbe  soit  coupée  par  la  ligne  a"d  en  a'".  De  ce  dernier 
point  a'"  menons  à  la  courbe  une  tangente  dont  a  sera  le  point 
de  contact,  et  soient  c  et  b  les  points  que  les  lignes  joignant  a  k  if 
et  c"  déterminent  sur  cette  tangente.  Nous  alTirmons  qu'alors  lu 
droite  a"b  passe  aussi  parc  et  que  par  conséquent  les  points  a. 
b,  c  forment  un  triangle  de  l'espèce  cherchée.  Nous  avons  en  effet 
trois  courbes  du  troisième  ordre  : 

i"  La  courbe  originaire  donnée, 

a'»  Les  lignes  da"a'\  b" ac,  d'ab, 

3°  Les  lignes  1W7',  a'" au,  TFb, 
qui  se  coupent  aux  points  a",  A",  c",  d,  b,  al"  et  au  point  comptant 
doublement  a,  par  conséquent  en  huit  points;  elles  ont  donc  lo 
neuvième  point  c  commun.  Comme  maintenant  nous  pouvons 
mener  de  «'"quatre  tangenles  à  la  courbe,  et  comme,  ainsi  qu'on 
peut  le  voir  facilemenl,  la  construction  de  deux  points  b"*  ou  c^ 
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trouvés  d'une  manière  analogue  à  rt""  ne  donnerait  rien  de  nouveau, 
nous  avons  ce  théorème  : 

Il  existe  (/tiatre  triangles  dont  les  sommets  sont  situés  sur  la 
courbe  du  troisième  ordre  et  dont  les  côtés  passent  séparément 
par  trois  points  donnés  sur  la  courbe. 

De  ce  que  les  points  a,  b,  c  ont  été  trouvés  comme  points  de 
contact  des  tangentes  issues  de  a"",  b"',  </",  on  lire  la  conséquence 
suivante  : 

jévnnt  un  triangle  de  l'espèce  considérée,  on  en  déduira  les 
trois  autres  en  cherchant  par  rapport  aux  sommets  du  premier 
les  trois  systèmes  de  pôles  conjugués  qui  leur  correspondent  sur  la 
courbe  envisagée  comme  hessienne  de  trois  autres  courbes.  Par 
cette  relation  du  mode  de  description  de  Grassmann  avec  les  sys- 
tèmes de  couples  de  pôles  conjugués  se  trouve  établie  sa  connexion 
avec  le  mode  de  description  de  Schröter  qui  a  été  exposé  plus 
haut.  On  reconnaît  immédiatement  que  la  même  courbe,  obtenue 
par  le  procédé  de  Grassmann  au  moyen  des  points  a,  b,  c  et  des 
lignes  a,  j3,  y,  est  aussi  constructible  suivant  le  procédé  de  Schröter 
au  moyen  des  trois  couples  de  points  a,  a';  b,  b';  c,  c. 

On  vérifie  aussi  sans  peine,  directement,  que  ces  couples  de  points 
sont  bien  des  couples  de  pôles  conjugués.  Pour  cet  objet,  il  suffît 
de  montrer  que  les  points  d'intersection  des  lignes  ab'  et  a'b, 
ou  ac'  et  rt'c  ou  bcf  et  l/c  sont  encore  situés  sur  la  courbe;  or  il  en 
est  évidemment  ainsi,  car,  si  l'on  joint  par  exemple  le  point  de 
rencontre  des  deux  dernières  lignes  à  a,  b,  c,  les  points  de  rencontre 
de  ces  bgnes-  de  jonction  sont  situés  sur  une  droite,  comme  le 
demande  le  mode  de  description  de  Grassmann,  à  savoir  la  droite  a. 

Donc,  tandis  que  le  mécanisme  de  Grassmann  donne  naissance  à 
la  courbe  par  un  procédé  continu,  la  méthode  de  Schröter  four- 
nit un  moyen  de  construire  linéairement  autant  de  points  séparés 
que  l'on  voudra  de  la  courbe. 

Après  avoir  ainsi  établi  la  dépendance  respective  qui  existe 
entre  ces  deux  modes  de  description,  on  demandera  encore  de  les 
ramener  au  mode  de  description  de  Chasles,  et  voici  comment  on 
peut  y  parvenir.  On  regardera  dans  ^^ßg'  29  le  point  3  comme 
fixe,  et  l'on  se  servira  des  points  a,  b,  3  et  des  lignes  a,  ß  pour 

18. 


376  TOME   II.  —  COAPITBE   II. 

engendrer  une  conique  suivant  la  mélhode  de  Grassmann,  de  telle 
manière  que  les  lignes  joignant  le  point  décrivant  x  ä  a  el  b  ren- 
contrent respectivement  les  lignes«,  ßen  des  points  dont  la  ligne  de 
jonction  passe  par  3.  Cette  conique  passe  aussi  en  toute  hypothèse 
parle  point  d'intersection  cl  des  lignes  ai' et  èo',  car  les  lignes  qui 
joignent  ce  point  à  a  el  b  coupent  les  lignes  a,  (3  précisément  en 
b',  c^f  qui,  de  même  que  3,  sont  situés  sur  y.  Ainsi  le  point  d  est 
toujours  le  même  de  quelque  manière  que  3  puisse  être  situé  sur 
la  ligne  y  ;  si  donc  on  l'ait  mouvoir  3  sur  y,  et  que  l'on  construise  de 
la  manière  indiquée  pour  chaque  position  de  y  une  conique,  toutes 
ces  coniques  forment  un  faisceau  dont  les  points  de  base  sont 
situés  en  a,  b,  d ,  d.  Ajoutons  maintenant  encore  le  point  c.  A 
chaque  position  de  3  correspond  aussi  un  rayon  passant  parc,  la 
ligne  de  jonction  de  3  avec  c,  laquelle  passe  aussi  par  x.  Par  l'in- 
termédiaire du  point  mol)ile  3,  le  faisceau  de  rayons  passant  par  c 
se  trouve  donc  relié  projectivement  au  faisceau  précité  de  coniques, 
et  les  points  d'intersection  x  des  courbes  correspondantes  des 
deux  faisceaux  engendrent  la  courbe  même  que  nous  avons  pré- 
cédemment obtenue  d'une  autre  manière.  Au  lieu  du  pointe  nous 
pouvons,  comme  cela  va  de  soi,  prendre  aussi  le  point  a  ou  le 
point  b.  11  est  encore  à  remarquer  que  le  faisceau  de  coniques 
employé  ici  est  dans  une  situation  spéciale  par  rapport  au  faisceau 
de  rayons,  puisqu'un  point  de  base  du  premier  forme  avec  le 
sommet  du  second  un  couple  de  pôles  sur  la  courbe  construite;  on 
ne  pourra  donc  pas,  inversement,  tirer  immédiatement  des  éléments 
donnés  d'un  tracé  par  la  mélhode  de  Ghasles  les  éléments  des 
modes  de  description  de  Schröter  et  de  Grassmann  relatifs  à  la 
même  courbe  ('). 


C)  Il  y  a  lieu  au  surplus  de  faire  des  réflexions  analogues  en  ce  qui  concerne  Im 
modes  de  description  de  Grassmann,  de  Chasies  et  de  Jonquières  pour  une  courb« 
d'ordre  quelconque.  Si,  par  exemple,  dans  \»Jtg-  39,  on  fait  mouvoir  le  point  c  sur 
une  nouvelle  droite  i,  et  que  l'on  construise  pour  tout  point  de  cotte  droite,  consi- 
déré eomme  pointe,  la  courbe  C,  qui  lui  correspond,  ces  courbes  C,,  en  nombre 
infini,  formeront  un  faisceau  dont  les  neuf  points  de  ba»e  sont  faciles  à  indiquer.  Un 
faisceau  de  rayons  projcctif  relativeniriit  au  faisceau  de  coniques  s'obtient  de  la 
manière  suivante  :  Joignons  chaque  point  c  de  J  à  un  point  fixe  d,  puis  le  point  de 
rencontre  do  cette  ligne  de  jonction  ri  d'une  droite  fixe  t  à  un  nouveau  point  fixe  e. 
Le  faisceau  de  sommet  e  est  alors  projcctif  par  rapport  à  la  série  de  points  décrite  sur  i, 
et  coDséquemment  par  rapport  au  faisceau  curviligne  précédeot.  On  obtient  aioti  le 
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IV.  —  Les  formes  cubiques  ternaires. 

Nous  avons  déjà  plusieurs  fois,  lorsqu'il  s'est  agi  de  traiter 
d'une  manière  complète  certains  problèmes  relatifs  aux  courbes 
du  troisième  ordre,  renvoyé  à  la  théorie  des  formes  cubiques  ter- 
naires. En  réalité,  cette  dernière  ne  nous  fournira  pas  seulement 
une  représentation  algébrique  élégante  des  questions  que  nous 
avons  étudiées  ;^elle  nous  amènera  encore  à  dépasser  les  limites  du 
champ  de  nos  précédentes  considérations,  ainsi  qu'il  est  arrivé 
pourlesformes  ternaires  quadratiques.  Ainsi,  tandis  que  la  théorie 
des  formes  a  eu  d'abord  son  origine  dans  la  nécessité  de  formuler 
algébriquement  les  problèmes  de  la  Géométrie  projective,  inter- 
vient maintenant  à  l'inverse  un  retour  de  l'Algèbre  sur  la  Géo- 
métrie :  c'est  la  tâche  de  celte  dernière  de  s'approprier  les  concep- 
tions de  l'Algèbre  et  d'élargir  ainsi  son  propre  cercle  dans  diverses 
directions,  ce  qui  s'est  produit  par  exemple  à  l'égard  de  la  notion 
des  polaires.  Dans  ce  qui  suit,  nous  commencerons  par  pousser  la 
théorie  des  formes  cubiques  (  '  )  aussi  loin  qu'il  est  nécessaire  pour 
l'étude  complète  des  points  d'inflexion;  quant  aux  autres  forma- 
tions et  à  leur  coordination  entre  elles,  nous  n'y  toucherons 
que  d'une  manière  fugitive,  surtout  parce  que  leur  sens  géomé- 
trique n'a  pas  encore  été  complètement  saisi. 


tracé  d'une  courbe  C,,  tracé  qui  peut  aisément  aussi  se  formuler  dans  la  méthode  de 
Grassmann.  Les  choses  sont  encore  plus  simples  si  l'on  détermine  la  courbe  par  deux 
faisceaux  de  coniques  C,.  Un  faisceau  de  cctt*;  espèce  s'obtient,  sur  \».ßg.  38,  en 
faisant  mouvoir-c  sur  une  droite  y,  et  un  second  dérive  d'une  figure  correspondante 
dans  laquelle  a,  b,  c,  a,  y3  ont  été  remplacés  par  «',  b' ,  c',  a',  /3',  et  où  d  se  meut 
sur  y'.  On  peut  établir  la  relation  projective  entre  ces  deux  faisceaux  en  reliant  per- 
spectivement  au  moyen  d'un  point  fixe  les  séries  ponctuelles  ayant  y  et  -/'  pour  bases. 
On  peut  démontrer  que  tout  tracé  suivant  la  méthode  de  Grassmann  peut  être  ainsi 
ramené  à  un  tracé  de  Chasles,  c'est-à-dire  que,  avec  les  éléments  de  l'un,  on  peut 
déterminer  les  éléments  de  l'autre. 

C)  Les  commencements  de  ces  doctrines  se  trouvent  dans  les  travaux  de  Hesse, 
sur  les  points  d'inflexion.  Aronhold,  dans  le  Journal  de  Crelle,  t.  39  (iS^g),  s'est 
attaché  surtout  à  donner  les  deux  invariants.  Cayley  a  reprïs  cette  étude  avec  déve- 
loppement, en  y  joignant  celle  des  covariants  et  des  formes  adjointes  du  troisième  et 
du  sixième  ordre,  dans  son  troisième  Memoir  iipon  quantics  (i856).  Les  bases  d'une 
exposition  systématique  du  sujet  ont  été  posées  dans  le  travail  de  Aronhold  {^Journal 
de  Crelle,  t.  55,  i858),  où  l'auteur  a  coordonné  et  étendu  ses  résultats  de  18^9.  On 
doit  encore  citer,  pour  le  développement  de  la  théorie,  Clebscb  et  Gobdas,  Math. 
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A  regard  des  formes  cubiques  ternaires,  nous  avons  d'abord  à 
considérer  deux  groupes  de  formations  <lonl  l'un  est  emprunté  à 
la  théorie  des  formes  binaires  cubit/ues,  l'autre  à  la  théorie  des 
formes  ternaires  quadratiques. 

Si  l'on  désigne  symboliquement  une  forme  cubique  binaire  par 
f=ai,  le  système  de  ses  formations  annexes  comprend,  comme 
on  sait  (t.  I,  p.  271  ),  les  suivantes  (*  )  : 

=  («A)»^:Aj  =  Tj«,     Q=(rr)fj»TÇ-{flfi)«(c/i)rj»6î, 

l^  —  {xTYz={ab)'*{cdY{ac)[btt].  • 

De  ces  formes  on  en  tire  immédiatement  d'autres  qui  appar- 
tiennent à  une  forme  cubique  ternaire 

en  faisant  usage  de  notre   principe  de  translation  (t.  I,  p.  344 )> 
savoir  : 

l   e  =  {abuya^h^, 
(3)  )  Q  =  {abuY{cau)rlb^, 

(    ¥={abu)*  (ctiu )»  {mit )  {bdu). 

Le  sens  géométrique  des  figures  obtenues  en  égalant  ces  formes 
à  zéro  résulte  immédiatement  de  notre  principe  de  translation  et 
nous  est  déjà  partiellement  connu  : 

L'équationY  =  o  est  l'équation  de  la  courbe f^n  o  en  coor- 
données-lignes (t.  I,  p.  345). 

L'équation  0  =  o  donne  pour  x  constant  l'équation  de  la 
première  polaire  de  x  en  coordonnées-lignes ,  pour  u  constant 
le  lieu  des  pôles  x  dont  les  premières  polaires  touchent  la  ligne  u, 
ou  ce  qu'on  nomme  la  poloconique  de  la  droite  m  (p.  17). 

A  l'égard  de  cette  dernière  courbe  le  principe  de  translation 


Âiinalfii,  l.  I  et  VI,  GoRD.i<i,  ibid.,  t.  I,  Gi'üdclfimccii,  ihiii.,  t.  IV  et  V,  et  Caylst, 
Sev^mh  Mrmoir  upon  qiiantics  {Philos.  Transactions,  iRCi.  f'oir  un  Résumé  des  diffé- 
rentet  dénominations  ou  notations  en  ustige  {Math.  Jnnalrn,  t.  W,  p.  .'|39,  note). 

(')  Le»  forme«  désignées  aupnraviint  dans  la  théorie  des  formes  binaires  par  A  et  R 
le  sont  ici  par  r  et  H,  ponr  éviter  le«  confusioDs  produites  par  des  dénominations 
similaires. 
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entraîne,  en  vertu  de  la  signification  du  couple  de  points  r  =  o 
dans  les  formes  binaires,  le  théorème  suivant  : 

Les  points  d'intersection  de  la  poloconique  d'une  droite  u  a\>ec 
cette  droite  sont  situes  équianharinoniquenient  par  rapport  aux 
points  d' intersection  de  u  a%>ec  la  courbe  originaire  /=  o. 

Là  signification  de  Q  =  o  se  trouve  en  observant  que  Q  tire  son 
origine  de  la  formation 

q' =  [abu]*  [aut')  b^ 

si  l'on  y  fait  f,-  =  c/c*.  Mais  Q'  =  o  est  la  condition  pour  que  le 
point  j*  et  le  point  de  rencontre  des  lignes  u,  v  soient  conjugués 
l'un  à  l'autre  par  rapport  à  la  poloconique  de  la  droite  u;  si  donc 
on  pose  pour  v  les  coordonnées  Cic].  de  la  polaire  linéaire  de  x, 
il  en  résulte  cette  conséquence  : 

Par  l'équation  Q  =  o,  à  toute  droite  u  est  associée  une  courbe 
du  troisième  ordre  comme  lieu  des  pôles  x  dont  les  polaires 
linéaires  sont  rencontrées  par  la  ligne  u  en  un  point  qui  est  con- 
jugué à  X  relatii^ement  à  la  poloconique  de  u,  et,  à  cause  du  sens 
du  groupe  ternaire  Q  =  o  dans  les  formes  binaires  et  de  sa  relation 
avec  T  =  o,  à  chacun  des  trois  points  où  la  ligne  u  est  rencontrée 
par  la  courbe  qui  présente  cette  dépendance  avec  elle,  un  des 
trois  points  de  rencontre  de  u  avec  la  courbe  primitive  est  associé 
de  telle  manière  que  les  trois  couples  forment  une  involution;  les 
points  doubles  de  celte  involution  sont  les  points  d'intersection 
de  la  ligne  u  avec  sa  poloconique. 

Nous  ne  ferons  d'ailleurs  aucun  usage  de  la  forme  Q  dans  ce 
qui  suit.  Au  contraire,  la  forme  0  a  pour  nous  une  importance 
particulière.  Nous  la  désignons  symboliquement  par 


'*..? 


(4)  e  =  e>|  =  e'^»«^„ 

de  sorte  que  le  produit  de  deux  facteurs  0  et  de  deux  facteurs  ^ 
reçoit  seul  une  signification  effective,  savoir 

:i^iQk^i^^  =  {a,bk-\-biak][ab],[ab)^. 
En  vertu  de  la  permutabilité  de  a  et  b,  on  'a  donc 


98o 
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et  de  là  résulte  une  représentation  plus  simple  des  formes  Q  et  F, 
car  on  peut,  d'après  cela,  dans  une  forme  qui  a  le  J acteur  [abu)*, 
remplacer  toujours  ce  dernier  par  u^,  pourvu  que  l'on  remplace 
en  même  temps  les  lettres  aet  b  qui  entrent  encore  linéairement 
dans  la  forme  toutes  deux  par  les  symboles  0  (*).  On  a  donc 
aussi 

Q=:«J(cew)c*ej:,     F=  u\[cduY{9cu)[^du), 

et,  en  observant  que  F  renferme  encore  le  facteur  [cduY  et  em- 
plo}'ant  de  nouveau  le  même  procédé, 

(5)  F=:44,(ee'a]«, 

ce  qui,  égalé  à  zéro,  n'est  autre  chose  que  Téquation  en  coordonnées- 
lignes  de  la  conique  ©^"3.  donnée  en  coordonnées-points;   on  a 

donc  aussi,  en  posant  0,^  =  -  -j — -x —  ('), 


F=-2 


2  djTidjr^ 

V    h 

^H        **1J 

e,3 

"1 

®Jt     ®J» 

0«. 

"« 

0,1    e,, 

e,. 

«s 

Ut          «1 

«a 

0 

Nous  pouvons  encore  définir©  (et  parconséquent  aussi  F)  non  sym- 
boliquement, puisque  0  fournit  l'équation  en  coordonnées-lignes 

de  la  conique  nj  «x  =  ^^fikjnyk  (on  a  fait  ici  /•*  =  g  äJTÄr)  ' 

et  il  vient  (p.  18) 

/il    fix    /i»     « 

ftï    /«i    /«     " 

/»i    /»t    /»»     « 

«,     tt,      tf,     < 

Géométriquement,  nous  pouvons  concevoir  l'équation  (5)  de  la 
manière  suivante.  F  =  o  est  l'équation  de  la  poloconique  de  u  en 


e  =  —  2 


(')  De  là  réauUe  auMÏ,  par  formation  polalro,  qu«  (d^u)  (^ab¥)a^bk=■%^9kn^v^ 
(*)  En  ce  qui  concerne  le  Tacteur  numérique,  vir  la  théorie  de«  forme«  quadra- 
tique«, t.  I,  p.  3/|G  et  354. 
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coordonnées-lignes;  mais,  comme  ces  coordonnées-lignes  ont  été 
supposées  elles-mêmes  égales  aux  quantités  m,  c'est  là  la  condition 
pour  que  la  poloconique  de  u  touche  cette  ligne  elle-même. 

Les  tangentes  de  la  courbe  primitive  sont  ainsi  deßnies  par  lu 
circonstance  qu  elles  sont  touchées  par  leurs  poloconiques  (  '  ). 

L'autre  groupe  des  formes  que  nous  avons  à  considérer  dérive 
des  formes  quadratiques  ternaires  d'après  ce  principe  que  les 
invariants  et  les  formes  adjointes  des  polaires  donnent  respec- 
tivement des  covariants  et  des  formes  mixtes  de  la  forme  primi- 
tive. Le  système  d'une  forme  quadratique  ternaire  à^  se  com- 
pose des  formations 

y  =  (a6u)«,     A  =  («&<?)«. 

Dans  le  passage  aux  formes  cubiques,  nous  n'avons  qu'à  ajouter 
à  tout  symbole  a,  ^, ...  un  facteur  linéaire  symbolique  a^,  b^,  • . . 
et  nous  obtenons  ainsi  les  formations 


(8) 


A  =  f  abc]*  a^  Ä,  c. 


dont  la  première  se  confond  avec  la  forme  ainsi  désignée  plus 
haut.  La  seconde  est  le  déterminant  de  Hesse,  qui  nous  est  bien 
connu.  Elle  dérive  aussi  de  0  si  l'on  fait  uiUk  =  QC^Cj;  elle  peut 
donc  être  représentée,  en  faisant  usage  de  la  désignation  symbo- 
lique (4)>  par 

(g)  ,  A=ei4^x. 

Il  ne  peut  exister  de  covariant  d'ordre  moins  élevé  que  A,  ce 
dont  on  se  convainc  aisément  par  les  réflexions  générales  qui 
suivent.  Si  un  covariant  d'une  forme  du  «'*°"  ordre  est  de  degré  jc 
par  rapport  aux  coeflîcients,  il  renferme  /.  symboles  différents 
chacun /z  fois,  et  par  conséquent  Jtn  séries  de  symboles.  Mais  ce 
même  nombre  doit  aussi  être  égal  à  3  X  -+-  (^x ,  /üi  désignant  l'ordre  d  u 
covariant  et  X  le  nombre  des  facteurs  déterminants  symboliques 


(■)  Cela  résulte  aussi  directement  de  la  théorie  des  formes  cubiques  binaires;  car 
T  =  o  a  toujours  et  exclusiremcnt  deux  racines  égales  en  même  temps  que  /"=  o. 
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qui  s'y  rencontrent.  Nous  avons  donc 

x/i  =  3îi  -f-  u. 

On  trouve  de  même,  pour  une  forme  adjointe  de  classe  v  et  de 
degré  X  à  X  facteurs  déterminants, 

x/l  =:  3).  —  V, 

cl  enfin,  pour  une  forme  mixte  d'ordre  fx,  de  classe  v  et  de  degré  x, 

x/î  z=  3).  -4-  u  —  V. 

De  ces  trois  équations  résulte,  pour  le  cas  où  n  est  divisible  par  3, 
le  théorème  suivant  : 

Si  l'ordre  d'une  forme  ternaire  est  divisible  par  3,  rlie  ne 
possède  que  des  cowariants  et  des  formes  adjointes  dont  l'ordre 
ou  la  classe  est  divisible  par  3,  et  que  des  formes  mixtes  dans  les- 
quelles la  même  chose  a  lieu  pour  la  différence  entre  l  ordre 
et  la  classe. 

Un  résultat  semblable  se  produit  à  Tégard  des  formations  inva- 
riantes qui  appartiennent  à  une  forme  primitive,  à  r  variables 
homogènes,  si  l'ordre  de  celte  forme  primitive  est  divisible  par  /-. 

Nous  pouvons  établir  des  considérations  générales  analogues  eu 
ce  qui  concerne  les  invariants.  Comme  une  telle  fonction  est  tou- 
jours composée  de  facteurs  dulype  [ahc)[l.  I,  p.  33ç)),  elle  doit  être 
au  moins  du  troisième  degré,  cas  où  la  formation  [abc)"  esl  seule 
possible.  Or  celle  dernière  ne  change  pas  de  signe,  lorsqu'il  y  a 
permutation  de  deux  symboles,  si  n  est  impair;  elle  s'évanouit  donc 
identiquement  :  Une  forme  d'ordre  impair  ne  possède  aucun 
invariant  du  troisième  degré.  D'ailleurs,  à  l'égard  d'un  invariant 
de  degré  x  cl  à  ?.  facteurs  déterminants,  on  doit  toujours  (en 
posant  fx=v  =  o  dans  les  précédentes  équations)  avoir  la  rela- 
tion x«  =  3X,  c'est-à-dire  qu'w«  invariant   de  dr^ré  /.  rrnfcrnu' 

X  x/i  facteurs  déterminants. 
3       *' 

Un  invariant  de  la  forme  cubique  doit  donc  être  au  moins  du 
quatrième  degré  et  renfermer  quatre  facteurs  déterminants.  Nous 
pouvons,  en  effet,  former  directement  une  telle  fonction  avec  les 
quatre  symboles  a,  b,  c,  d  :  comme  aunm  fiMleur  déterminant  ne 
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peut  renfermer  deux  fois  le  même  symbole,  le  premier  fadeur 
déterminant  est  en  toute  hypothèse  [abc);  les  trois  autres  doivent 
chacun  renfermer  une  fois  cl,  et  il  ne  reste  pour  la  manière  d'y 
répartir  les  autres  symboles  a,  b,  c,  abstraction  faite  du  signe, 
qu'une  seule  combinaison  possible.  Si  nous  désignons  avec 
Aronhold  par  S  l'invariant  qui  prend  ainsi  naissance,  nous  avons  (  *  ) 

(lo)  S=z[abc)[abd){acd][bcd]. 

Ce  n'est  que  plus  tard  que  nous  rechercherons  le  sens  géomé- 
trique de  la  condition  S  =  o. 

Nous  pouvons  aussi  déduire  de  la  forme  0  l'invariant  que  nous 
venons  de  trouver,  car,  en  vertu  de  (4),  on  a 

[abu){  abs'  )a^b^  =  e].  «^  r^, 

et,  si  l'on  remplace  les  ii  par  c,  les  v  par  d,  les  a:  par  les  déter- 
minants mineurs  de  c  et  d,  on  obtient  de  nouveau  S  dans  le 
premiei* membre;  on  a,  par  conséquent, 

(il)  S  =  [ecd)*c^d^, 

expression  qui  peut  encore  être  déduite  de  ö[^«y  =  [cduYcxdx-, 
en  y  remplaçant  les  x  par^,  les  u  par©.  On  a  par  conséquent  aussi 

(12)  S  =  &%.&'}, 

Nous  pouvons  déduire  de  là  pour  S  une  définition  non  symbo- 
lique. On  a  en  eflet,  d'après  (12), 


S  =-(e.y,  -4-  e,y,  -+-  03y,)*(e',5,  +  e'.,â,  4-  e'3^3)« 

,      ,     ,    ,    ,         1             ô''&            I             d'*d 
0/0i'''/M "^/i  0,1. ©/i ^/ •''/.  ^^^  "7  ~: : : : —  t  "t : : : — * 


(')  C'est  l'invariant  déjà  cité  plus  haut  (p.  aôi).  En  effectuant  le  calcul,  on  trouve, 
d'après  Aronhold,  poury=  2ï.lanxiXiXk, 

3 

-^-C^Mj^sja  — «îii)(«ii|aiM— oîn)-*-(«i3i«a.«  — «m3«»m)('*mj<'m3~'*iii<»im) 
-^(«in'»ïM-^«iM'*ïn  — 2a,j3«j33)(«ii3<'.J3  — "m"!«)- 


a84  TOME  II.  —  oiAriTU  ii. 

Nous  obtenons  donc  aussi  pour  S  la  quadruple  somme 


('»>        ^=isl 


djTi  dxic  du„du„  dx„  dx,  àui  doj^ 


Maintenant,  de  S  dérive  une  forme  adjointe  si  nous  remplaçons 
une  série  de  symboles  telle  que  les  symboles  d  par  des  coordonnées- 
lignes  u;  il  vient,  en  vertu  de  (lo)  et  (i  i), 

(     =[ecu)*c^u^, 

c'est-à-dire  une  forme  adjointe  de  la  troisième  classe  et  du  troisième 
degré. 

Or,  une  telle  forme  nous  était  donnée  par  le  premier  membre 
de  l'équation  de  la  cayleyenne  [(i),  p.  ^45],  et,  comme  à  raison  de 
l'arrangement  nécessaire  des  séries  de  symboles,  semblablemenl 
à  ce  qui  est  arrivé  pour  S,  il  ne  peut  exister  qu'une  forme 
adjointe  du  troisième  ordre,  S  =  o  nous  représente  l'équation  de 
la  cayleyenne.  C'est  ce  qui  est  confirmé  par  le  fait  qu'à  l'égard  d'un 
réseau  de  coniques 

xa*  -h  "kb*  -h  iic^  =  o 

la  même  courbe  était  donnée  par  (abu)  [acu)  [bcu)  =  o  (p.  a5o). 
Si  nous  substituons  en  eflet  ici  «»a'  à  a^,  b^b^  à  b^,  ^s  c^  à  c*, 
a,  b,  c  étant  des  symboles  de  la  forme  primitive,  nous  obtenons, 
pour  le  réseau  des  polaires  dey, 

a, 6} (-3  [abu)[acu)[bcu)  =0, 

expression  dont  le  premier  membre,  à  cause  de  la  permutabilité 

de  a,  6,  c,  est  égal  à  -r  S. 
o 

L'équation  S  =  0  représente  donc  la  cayleyenne. 

On  peut  aussi  évidemment  déduire  à  l'inverse  S  de  S.   Posons 

3  =  u'  ;  il  vient 

(.5)  S  =  fl«. 

Les  formations  précédentes  font  déjà  voir  le  sens  spécial  de  la 
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forme  0.  Nous  allons,  à  l'égard  de  celte  dernière,  démontrer  d'abord 
deux  théorèmes  qui  nous  seront  utiles  par  la  suite.  Nous  obser- 
verons préalablement  que  d'une  forme  9  du  /m'*"*  ordre  et  de  la 
v'*"*  classe  on  peut  toujours  déduire  une  nouvelle  forme 


uv  \^J:^^Ul 


?         ,         ^   ? 


OXtOUt  OjTiÖUj 


possédant  la  propriété  de  l'invariance,  car,   en  posant  symboli- 
quement ç  =  /-J^M];,  nous  avons 

et  la  même  chose  a  lieu  pour  les  formes  produites  par  la  continua- 
tion du  même  procédé  : 

et  ainsi  de  suite. 

En  soumettant  maintenant  0  à  l'opération  indiquée,  il  vient,  en 
vertu  de  (4), 

e'=:  e^ej:«^  =  -  [abu)  [{aba)  b^  -h  [abb)a^]f 

expression  qui  s'évanouit  identiquement.  Donc  : 
La  forme  &  déduite  de  0  est  identiquement  nulle. 

Mais   alors,  à  cause  de  &  =  Q^^dx^^,    tous  les    coefficients 
0^»  öi>  ^k  doivent  s'annuler,  d'où  cette  conséquence  : 

Toute  expression  qui  renferme  le  facteur  symbolique  0^  est 
identiquement  nulle. 

Le  second  théorème  qui  doit  nous  occuper  relativement  à  0  se 
rapporte  à  la  formation 

^'  *   *       ^  ZuZjàxiOxk  duiduk 
=  {abu)*a^,b^,el'  =  {cduyc^,d^e'J 
z=  [abc)[abd)[cdu)*ajcb^. 

Appliquons  à  cette  expression  l'identité 

[cdu)  b^  =  [bcd]  Ujc  H-  (  bdu]  c^  —  ( bcu )  d^ \ 
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il  vient  alors 

Pz=z{aöc){abd]{c(lu)a^[{bcd)  «^  -I-  {btiu)cj,  —  [bcu)tl^]. 

Le    incmier  terme  renferme  le  fadeur  effectif  Ux\   quant   au 

second,   il   est   identique  au   troisième,   parce  que   tous  deux   se 

cliaîîgenl  l'un  en  l'autre  par  permutation  des  symboles  c,  d.  On  a 

par  suite 

P  =  Mtf^H-  7.Q, 

expression  dans  laquelle 

(  1 6)  M  =  ( abc)  [abd]  (  bcd)  ( «/a  )  a^, 

(17)  Q  =  (aAc )  [abd)  ( cdu ){bdu) a^ c^. 

Si  nous  permutons  dans  Q  les  symboles  «  et  c  et  que  nous  ajou- 
tions l'expression  de  Q  qui  prend  ainsi  naissance  à  la  précédente, 

il  vient 

-2^  =  {abc){bdu)nj,cj,[{abd){cdu)  —  [cbd)  [adu)]. 

La  partie  qui  figure  entre  crochets  dans  le  second  membre  est, 
d'après  une  identité  connue,  égale  à  [ticd)  {bdu),  et  de  là  résulte 

aQ  =  (fl6c)(ac</)  (Ä</a)'rt^c^, 
ce  qui  se  transforme  en  — P  si  l'on  permute  b  avec  c;  on  a  donc 

P  =  -Mtt,. 
1 

Permutons  maintenant,  dans  l'expression  M,«  avec  c  et  avecr/, 
et  ajoutons  à  M  les  expressions  ainsi  formées;  nous  obtenons 

3M  =  {abc){abd){bcd)  [{cdu]a^  —  [adu]c^  —  (r«itt) */,]. 

Mais  l'expression  entre  crochets  est,  d'après  une  identité  connue, 
égale  à  [acd)ux-  De  là  résulte 

(i8)  Z}i=i[abc)[ab€l)[bcd){acd)n^z=iSu^, 

et  par  suite 

(.9)  P  =  gS«i, 
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ce  que  nous  formulerons  dans  la  proposition  suivante  : 
La  forme  déduite  de  0,  savoir 

P  —  e|,e;/«Jr-  [abc)  [abd]  [cdu]* a^^bjc* 

a  la  r>aleur  -.Sui. 
b       •* 

Nous  pouvons  sans  peine  saisir -le  sens  géométrique  de  celle 
formule  si  nous  considérons  que  P  n'est  autre  chose  que  Tinvariant 
al  pour  les  deux  coniques 

a»  =  e»«|  =  o     et     ul~e'Jul,  =  o. 

Ici  l'on  a  écrit  a^  et  ii^  pour  la  même  forme  0;  mais,  dans  a^ ,  0  =  o 
est  regardé  comme  l'équation  de  la  poloconique  de  //,  dans  ui 
comme  l'équation  en  coordonnées-lignes  de  la  polaire  conique 
de  X.  Dans  (19)  se  trouve  donc  ce  théorème  : 

La  polaire  conique  de  x  est  hannoniquement  inscrite  à  la  polo- 
conique  de  u  lorsque  x  est  réuni  de  situation  avec  u,  et  même 
sans  cette  dernière  condition  lorsque  S  est  nul. 

Nous  pouvons  interpréter  l'équation  (i8)  d'une  manière  tout  à 
fait  semblable.  On  reconnaît  en  effet,  sur  (16),  que  M  n'est  autre 
chose  que  l'expression  a^i/,«xi  car  nous  avons  (en  posant  §  =  uf) 

3f*«,  =  {abc)[[abp)  [acv)  [bcu)-\-  [bcv]  [abv]  [acu)  -f-  [ticv]  [bcv)  [abu]] 
=  3  [abc)  [abi')  [bcv)  [aca), 

ce  qui  se  transforme  en  M  si  l'on  remplace  a  par  d,  v  par  «,  et 
qu'on  multîplie  par  «j.  Par  conséquent,  dans  (18)  se  trouve  ce 
théorème  dont  nous  avons  déjà  fait  usage  (  '  )  : 

La  polaire  conique  d'un  point  x  relativement  à  la  courbe 
primitive   est   harmoniquement  circonscrite   à  la  polaire  d'une 


(')  Foir  p.  232.  La  forme  H(a,  b,  c^=.  {abu){acu){bcu\  déduite  des  coniques  aj 
b\,  c\,  est  égale  à  a^  b^Cf(abH){acu){bcu),  si  on  l'établit  pour  les  polaires  coniques  des 
sommets  du  triangle  des  coordonnées  relativement  à  (t\.,  et  elle  est.  par  suite,  égale 

k  -  S ,  d'où  le  facteur  -  dans  l'équation  (i  i),  p.  253,  au  Heu  du  facteur  3  dans  l'équa- 
tion (18). 
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droite  u  relatwement  à  la  cayle^enne  si  u  et  x  sont  réunis  de 
situation,  et  même  sans  cette  condition  si  S  est  nul. 

Les  équations  (i8)  el  (19)  ne  sont  que  des  cas  spéciaux  d*une 
règle  plus  générale  dont  voici  l'énoncé  : 

Lorsque  la  représentation  symbolique  d'une  forme  renferme 
deux  facteurs  de  S,  tels  que  [abc),  [abd),  et  en  outre  les  séries 
c,  d  réunies  en  un  facteur  déterminant  symbolique,  la  forme  est 
divisible  par  S. 

Tout  produit  de  l'espèce  citée  se  compose  en  effet  d'une  somme 
de  termes  de  la  forme 

[abc)  [abd)  [cdu)  a^bj^C/d^Ef 

E  ne  renfermant  plus  les  symboles  a,  b,  c,  d,  et  les  quantités  u 
désignant  une  autre  série  de  symboles  ou  des  coordonnées-lignes. 
Mais  le  terme  dont  il  s'agit  doit  toujours  être  divisible  par  S  du 
moment  où  il  en  est  ainsi  pour  l'expression 

L  =  [abc)  [abd)  [cdu)  a^byC^df  =  -  [abc)  [abd]  [cdu)  (fl'^éj  +  bj.aj^)c^d,. 

Or,  comme  cette  dernière  est  symétrique  en  a  et  b,  elle  dérive, 
par  formation  polaire,  de  la  forme 

h'=[abc)  [abd)  [cdtt)a^bjcC.dff 

et  nous  avons  seulement  ù  démontrer  que  celle-ci  renferme  le 
facteur  S.  Permutons,  dans  L',t">  d,  et  ajoutons  à  L'ia  formation 
ainsi  obtenue.  11  vient  alors 

2L'  =  [abc)  [abd)[cdu)a^bj,[c.d,  —  d.c,) 

=  [abc)  [abd)  [cdu)  [cdv)a^h^, 

en  posant  v/=  {zt)i.  Or  cette  expression  s'obtient  au  moyen  de 
P  z=[abc)  [abd]  [cdu)*a^b,, 

si  Ton  forme  l'équation  du  pôle  de  la  droite  v  relativement  à 
P  =  o.  Mais,  comme  P,  suivant  (18),  contient  le  facteur  S.  la  même 
chose  a  lieu  aussi  pour  V.  c.  q.  y.  d. 

Avec  les  formes  6,  Q,  F,  S,  2,  les  formations  les  plus  simples 
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sont  épuisées,  et  leur  examen  nous  permet  d'étudier  en  détail  le 
faisceau  syzygétique  xj  -^-Xù  ^  o.  Nous  commencerons  par 
établir  pour  la  fonction  composée  x^-f-XA  les  formes  qui  nous 
sont  connues  poury(en  exceptant  toutefois  F  et  Q). 

A  cette  fin,  il  nous  sera  utile  de  faire  usage  du  procédé  de 
difTérenlialion  composé  que  l'on  indique  par  la  lettre  â,  et  à 
l'égard  duquel  nous  avons  démontré  plus  haut  qu'il  n'altère  pas 
l'invariance  d'une  forme  cf  faisant  partie  du  système  qui  appartient 
ày(t.  I,  p.  334)-  Ce  procédé  consiste  ici  à  différentier  cp  suivant  les 
coefficients  a/AA  de/",  à  les  multiplier  par  les  coefficients  corres- 
pondants ai/s/t  de  A  et  à  ajouter  les  produits,  c'est-à-dire  qu'tV  est 
défini  par  l'équation 

,  _V    'h 

dans  laquelle  le  signe  sommatoire  se  rapporte  à  toutes  les  combi- 
naisons des  indices  i,  k,  h.  Si  nous  désignons  maintenant  par  (p,x  la 
forme  qui  est  par  rapport  à  y-J  -\-  X  A  ce  que  cp  est  par  rapport  kf, 
nous  obtiendrons,  d'après  le  théorème  de  Taylor,  pour  ^,x,  une 
série  procédant  suivant  les  puissances  de  x,  X,  et  dont  les  coef- 
ficients y,  se  déduiront  les  uns  des  autres  par  différentiation.  Mais 
nous  apprendrons  plus  tard  à  remplacer  la  différentiation  simple 
par  le  procédé  ^,  et  nous  avons  d'abord  à  rechercher  l'influence 
du  procédé  ^  sur/.  A,  0,  S,  S  (*). 
Or  on  a,  par  définition, 

(ao)  Sf=\. 

Pour  fixer  l'influence  du  procédé  o  sur  une  expression  symbo- 
lique plus  compliquée  cp,  remarquons  que  toute  série  de  symboles 
renfermés  dans  9  indique  la  présence  linéaire  et  homogène  des 
coefficients  a/AA  dans  ç.  On  voit  par  là  que  le  procédé  de  différen- 
tiation conduit  à  la  somme  des  expressions  qui  prennent  naissance 
si  l'on  différentie  seulement  suivant  une  telle  série;  on  a 

^  ^  'Lu  àaa-h  L^  obikh  Au  ocikh 


(')  Les  deux  procédés  se  distinguent  par  la  circonstance  que,  dans  le  premier,  les 
a,iA  sont  considérés  comme  indépendants  des  a,A4>  '^^  *!"•  "  ■  P^s  lieu  dans  le  pro^ 
pédé  i.  Ce  derpier  a  élé  introduit  par  Arophold, 

CleBscb.  —  Géométrie,  \{,  '^ 
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Donc  on  déduit  d'une  forme  9  la  forme  d(f  en  remplaçant 
successivement  dans  la  forme  symbolique  de  ç  chaque  série  de 
symboles  par  mw  série  de  symboles  de  A  et  en  formant  la  somme 
des  expressions  obtenues. 

Pour  introduire  au  lieu  des  sj'mboles  oc  de 

les  symboles  a,  b,  c  de  f,  il  est  nécessaire  d'observer  (|u<',  jtarsuile 
de  la  permutabililé  de  a,  b,  c  dans  A,  on  a 

Si  donc  dans  un  produit  symbolique  se  rencontre  le  symbole  a, 
f introduction  dos  symboles  a,  b,  c  de  la  forme  primitive  se  fait 
en  remplaçant  a  qui  entre  trois  fois,  une  fois  par  a,  une  fois  par  b, 
une  fois  par  c,  et  en  multipliant  par  [abcY. 

L'application  du  procédé  ^  à  A  donne  donc  d'abord,  suivant  la 
première  règle, 

et  ensuite,  par  application  de  la  seconde  règle  et  substitution  des 
symboles  c,  d,  edefkcc, 

^A  =  3(«6c)  (abd)a^b^e^{cde)*. 

Le  second  membre  s'obtient  au  moyen  de  P,  à  la  condition  de 
poser  Ui=ei  et  de  multiplier  par  e^',  on  a  pour  r<Mt«'  raison, 
d'après  l'équation  (19),  puisque  «'=/', 

(sa)  ^A  =  3(«ia)*«j.&j.a^  =  -  S/. 


L'application  du  procédé  d  au  covariant  A  ramène  donc  à  la 
forme  f  multipliée  par  -  S. 


Il  résulte  de  là,  si  l'on  tient  compte  de  (ao),  que  l'application 
môme  réitérée  du  procédé  d  à  A  ne  peut  conduire  à  aucun 
covariant  nouveau.  Tous  les  covariants  qui  ont  cette  origine  sont 
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nécessairement  des  fonctions  linéaires  de  f  et  A,  et  leurs  coef- 
Gcients  sont  des  invariants  produits  par  Tapplication  réitérée  du 
procédé  o  à  S. 

Maintenant,  Texpression  (a^or)*  «x^x^x  n'est  autre  chose  que 
Tunique  invariant  simultané  des  polaires  coniques  de  x  relati- 
vement à  /=  o  et  A  =  o.  L'équation  (aa)  comprend  donc  ce 
théorème   : 

Si  X  est  un  point  d'une  courbe  du  troisième  ordre,  on  peut 
circonscrire  à  la  polaire  conique  de  x  relativement  à  cette  courbe 
des  triangles  qui  sont  triangles  polaires  de  x  relativement  à  la 
hessienne  et  inscrire  à  cette  dernière  des  triangles  qui  sont 
triangles  jtolaires  de  la  première.  Il  en  est  ainsi  pour  tout  poial  x 
si  Vin  variant  S  s'annule. 

Nous  insisterons  encore  sur  le  cas  de  S  =  o.  D*après  les  déve- 
loppements donnés  précédemment,  il  existe  pour  les  coniques  du 
réseau  at.\a.jc  =  o  un  nombre  doublement  infini  de  coniques  qui 
présentent  à  leur  égard  la  relation  énoncée;  ces  dernières  forment 
le  réseau  tangenliel  conjugué  et  peuvent  par  conséquent  se  repré- 
senter sous  la  forme  zm'H-  Xu^  -f-ftM|=:o;  m^  =  o,  iç  =  o,  m|  =  o 
étant  trois  courbes  quelconques  du  réseau  tangenliel.  D'autre  part, 
les  coniques  0  ^  ( abuY  ajcbx=o  dépendent  en  général  quadrati- 
quemenl  de  deux  paramètres,  tandis  que  leur  équation  en  coor- 
données-points a^.a_c  =  o  renferme  ces  paramètres  linéairement. 
Si  maintenant  S  =  o,  la  présence  de  0*1,  Xj,  Xj  au  second  degré 
ne  sera  qu'apparente  ;  mais  cette  dernière  circonstance  ne  sera 
possible  que  si  toutes  les  coniques  du  réseau  tangenliel  ont  un 
triangle  polaire  commun  (  •  ),  car  elles  peuvent  se  représenter  sous 


(')  CeUe  démonstration  s'établit  pins  exactement  comme  il  suit  :  >'ons  ponrons 
énoncer  la  proposition  du  texte  en  disant  qu'//  n'existe  point  d'autre  réseau  de  co- 
miques C,,  dans  lequel  une  seule  courbe  passe  par  deujc  points  quelconques,  et  deux 
droites  quelconques  sont  reniement  tangentes  à  une  courbe  unique,  que  celui  dans 
lequel  toutes  les  courbes  C,  ont  un  triangle  polaire  commun.  Démonstration  :  Tontes 
les  coniques  C,  passant  par  un  point  x  Tormeot  un  faisceau  de  courbes  qui  ont,  en 
toute  hypothèse,  un  triangle  polaire  commun  ;  une  droite  quelconque  u  est  touchée 
par  deux  courbes  de  ce  faisceau,  ayant  même  triangle  polaire  commun.  Leurs  équa- 
tions en  coordonnées-lignes  étant  p  =:  o,  ^  =  o,  tontes  les  autres  eonrbes  C,  du  ré- 
seau qui  touchent  la  ligne  u  doivent  être  représentables  sous  la  forme  9  -j-lj^  =  o, 
c'est-à-dire  qu'elles  ont  aussi  en  commun  le  même  triangle  polaire.  Comme  d'ailleurs 
«  et  JT  ont  été  pris  arbitrairement,  notre  proposition  est  démontrée. 

'9- 
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la  forme 

/.M*  +  i«J  +  fm*  =  o, 

et  en  coordonnées-points,  pour  xX  =  m,  XjyL=:  Ar,  pK  =  /, 
/•^J  +  ifl  -+-  /njî  -  o, 

/,  /,  //}  étant  trois  nouveaux  paramètres  entrant  également  linéai- 
rement. Mais  dans  ce  cas  le  réseau  conjugué  !Xy.cix  =  o  du  réseau 
langentiel  0=  o  se  compose  des  coniques  qui  passent  par  les 
sommets  du  triangle  polaire  commun  au  réseau  tangentiel;  ces 
dernières  ont  donc  trois  points  communs,  c'est-à-dire  que  la 
courbe  A^a'r^  o  a  trois  points  doubles  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  se  compose  de  trois  droites  (p.  io3).  Comme  d'ailleurs  la 
hessienne  du  réseau  tangentiel  0  =  0  est  en  môme  temps  la 
cayleyenne  du  réseau  conjugué  (p.  ttSi),  nous  avons  ce  théorème  : 

La  condition  S  =  o  exprime  que  la  hessienne  de  f=.  o  se 
décompose  en  trois  droites.  La  cnjlejenne  se  compose  alors  des 
trois  points  doubles  de  la  hessienne,  et  le  triangle  formé  par  ces 
derniers  est  triangle  polaire  relativement  à  toutes  les  polaires 
coniques  de  la  courbe  primitive.  Il  résulte  au  surplus  de  la  dernière 
partie  de  cette  proposition  qu'e«  cas  d'évanouissement  de  S 
l' équation  de  la  courbe  primitive  /peut  être  mise  sous  la  J'arme 


:»+x»-Hx» 


x? -h  xî  4- x»  =  o. 


Dans  ce  cas,  le  réseau  tangentiel  des  polaires  coniques  de  la 
ca^leyennc  est  conjugué  au  réseau  de  celles  de  la  courbe  primitive, 
puisque  toutes  les  coui'bes  du  premier  sont  touchées  par  les  côtés 
du  triangle  précité.  11  en  résulte  de  nouveau,  nécessairement,  que 
l'expression  M  =  a'  Uja^  est  à  un  facteur  numérique  près  égale  au 
produit  Sux,  comme  nous  l'avons  trouvé  dans  l'équation  (i8).  A 
l'inverse,  nous  aurions  pu  tirer  de  la  dernière  équation  le  sens  de 
l'évanouissement  de  l'équation  (i8)  et  la  nécessité  de  la  rela- 
tion (ua). 

Un  théorème  analogue  ù  celui  relatif  aux  formations  dérivées 
de  y  par  le  procédé  $  a  lieu  pour  les  formations  déduites  de  O  par 
le  même  procédé.  De  0  se  lire  d'abord  la  forme 
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Gomme  on  le  voit  immédiatement,  ^  =  o  est  l'équation  d'une 
conique  dont  les  tangentes  a  sont  rencontrées  par  les  polaires 
coniques  du  point  x  relatii^ement  àf=.  o  et  A  =  o  en  des  couples 
de  points  harmoniques  (t.  I,  p.  35o). 

Si  maintenant  nous  appliquons  de  nouveau  k  ^  \e  procédé  S, 
nous  obtenons  deux  termes  dont  l'un  est  formé  par  application  de 
l'opération  aux  coefficients  de  f  remplacés  par  les  s^-mboles  a, 
l'autre  dérive  de  l'application  de  l'opération  aux  coefficients  de  A 
remplacés  par  les  et.  La  première  partie  donne  une  nouvelle  forme 
mixte 

(24)  X  =(aS«)»«,|3^. 

La  seconde  partie  ramène  de  nouveau  à  Ö  en  vertu  de  (22),  car 
cette  dernière  équation  exprime  que 

(a5)  Sxa/,  ~  -  S  «M  A  =  -  S^it/,. 

2  7, 

Cette  seconde  partie   devient  donc  ~  S  [abu)^axbx,  et  il   en  ré- 
sulte 

(a6)  (î5  =  SK  +  -S0. 

Mais  avec  la  forme  DC  cette  série  de  formations  est  terminée, 
car  à  l'aide  des  mêmes  considérations  on  obtient  immédiatement 

(27)  ^  ^DC  =  S{fla«)»a^a^  =  S5. 

LesJormesQ,  ^,  tX.  forment  donc  comme  f  et  A,  vis-à-vis  du 
procédé  â,  un  système  fermé. 

Deux  groupes  limités  d'une  façon  semblable  proviennent  des 
formes  S  et  S.  Nous  trouvons  d'abord 

iS  =  $[{abc)  {abd){acd)  [bcd)]  =  /^{abc)  [aba]  [aca]  {bca), 
i8  =  i[{abc)  [abii'j  [acu)  {beu)]  =  Z{abx)  [abu]  [actti)  [bau). 

En  désignant  les  deux  nouvelles  formes,  abstraction  faite  des 
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faclears  numériques,  par  T  «t  6,  nous  avons  donc 

[  l  9S  =T  =  {a6e)[mb*)  {ae*)  [bex), 
I  -iS=G=:{obx){abu)[a»tt){bau). 

Pour  apprendre  à  connaître  les  propriétés  de  T  et  6,  donnons 
d'abord  leurs  expressions  par  rapport  aux  symboles  originaires 
dey,  et  cela  d'après  notre  règle  précédente  sur  le  remplacement 
des  symboles  de  A  par  ceux  dey*.  Nous  remplacerons  donc  les  a 
divisémenl  par  d,  e,f  et  nous  multiplierons  par  (</<?/')*.  Il  vient 
alors 

i  T  =  {abc)  [abd]  [ace]  [bcJ)[de/]\ 
^^^'  \  fc={abd){abu][aett){b/u){def)\ 

Nous  observerons  que  G  se  forme  de  T  comme  8  de  S  par  substi- 
tution des  coordonnées-lignes  u  aux  quantités  c,  ce  qui  est  impor- 
tant pour  le  calcul  de  $T  ;  et  si  Ton  forme  l'expression 

on  obtient  en  tout  six  termes  qui  tirent  leur  origine  de  la 
substitution  successive  de  u  à  chacune  des  six  séries  de  symboles 
qui  interviennent  dans  T.  Maintenant,  a,  b,  c  entrent  dans  T 
symétriquement,  car  T  ne  varie  pas  si  l'on  permute  a  el  b,  à  la 
condition  de  permuter  simultanément  e  el /.  Les  séries  de  sym- 
boles a,  &,  c  fournissent  donc  trois  termes  égaux  qui,  d'après  (29)» 
sont  tous  égaux  à  G.  De  même  les  séries  d,  e,  y  fournissent  trois 
termes  égaux,  car  elles  entrent  aussi  symétriquement,  puisque  T 
ne  varie  pas  si  l'on  permute  par  exemple  d  et  e  el  simultanément 
aussi  b  et  c.  Si  donc  nous  désignons  par  &  les  trois  termes  pro- 
venant des  séries  rf ,  e,  f^  nous  aurons 

Nous  allons  d'ailleurs  montrer  que  6  et  6"  sont  égaux.  On  a 

&=  («Ac)  [mhd]  [«ce)  [bcu)  (</««}'. 
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et,  si  nous  écrivons,  dans  G,  c  pour  le  symboleyet  que  nous  per- 
mutions a  avec  d, 

G  =  (a6rf)  [bdu]  [tleu)  [bcu]  [ace]*. 

I.a  dilîérence  des  deux  expressions  donne,  par  conséquent, 

S'  —  5  =  [abd]  [ace]  {bcu)  {deu)  [{abc)  {dcu)  —  {ace)  {bdu)]. 

Mais  les  deux  termes  entre  crochets  sont,  diaprés  une  identité 
connue,  égaux  à 

{dau)  [ebc)  -4-  {dcu)  {abe). 

Si  l'on  effectue  la  substitution,  il  résulte  d'un  théorème  précédent 
que  &  —  G  est  divisible  par  S,  car  la  première  partie  renferme 
[ebc)  [ace)  et  a,  b  encore  réunis,  l'autre  renferme  [abe)  [abd)  et 
</,  e  encore  réunis.  On  a  par  conséquent 

6'  — g  =  sa:.. 

Mais  le  facteur  X  ne  peut  plus,  en  dehors  des  trois  séries  m,  renfer- 
mer qu'une  seule  série  de  symboles  àef,  et,  comme  on  n'en  peut 
tirer  aucun  facteur  déterminant  symbolique  qui  ne  soit  pas  nul, 
il  en  résulte 

G'  —  ^  =  o.  c.  Q.  r,  D. 

Entre  l' invariant  T  et  la  forme  ad  jointe  E  existent  donc  les  rela- 
tions 


3ol 


i^=ö2^'''"^"''^""'' 


Or  une  courbe  du  troisième  ordre  ne  peut  avoir  qu'«/i  invariant 
absolu,  car  on  peut  dans  son  équation  détruire  toutes  les  constantes, 
à  l'exception  d'une,  par  transformation  linéaire.  Il  n'existe  donc 
que  deux  invariants  S  et  T,  et  le  procédé  o  appliqué  à  T  doit 
ramener  à  S.  Pour  former  d'une  manière  effective  ^T  il  suffit,  en 
vertu  de  (3o),  de  remplacer  dans  6G  ou  65'  les  quantités  u  par  les 
symboles  a  de  A.  Nous  choisirons  5'  et  nous  obtiendrons 

n  =  &{abc){abd){ace){bca){de<i]\ 
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Mais,  d'après  (  25),  on  a 

nous  avons  donc  dans  ^  à  écrire  toujours  ef  à  la  place  de  d^  e,  a.  et 
3  à  la  place  de  [dex)^,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

(3i)  Sl^=z[abc)[abd){acd){bcd)Sz=S*. 

Les  invariants  S  et  T  forment  donc  comme /et  A  ou  0,  ô  ef  OC , 
vis'à-vis  du  procédé  J,  un  système  fermé. 

Nous  reconnaîtrons  plus  tard  le  sens  géométrique  de  la  con- 
dition T  =  o,  lorsque  nous  formerons  A^  ;  celui  de  la  courbe  G  =  o 
s'obtient  par  la  considération  suivante.  Nous  partirons  de  la  forme 
de  G  désignée  par  G'  : 

6=  [abc]  [ttbd]  [ace]  [bcu]  [deuf. 

Celte  dernière  peut  être  composée  avec  les  coefficients  de  0  et  S, 

car,  puisque 

e  =  [dcu]^d^ej,  —  e>J, 

il  en  résulte,  si  l'on  diflerentie  suivant  les  x,  que  l'on  multiplie 

par  les  r,  puis  qu'on  ajoute,  et  cela  à  cause  de  la  permutabilité 

de  rf  et  e  : 

ejceyul={deuYd^ej.. 

Si  maintenant  on  remplace  dans  les  deux  membres  les  j:  par  les 
déterminants  des  a,  h,  les  y  par  les  déterminants  des  a,  c,  et  qu'on 
multiplie  par  [abc)  [bcu),  on  obtient  dans  le  second  membre  la 
forme  précédente  de  G'  =  G,  et  il  vient  par  suite 

G  =  [eab)[eae)  [abc)  [bcu)u*^. 

On  a  d'ailleurs,  d'après  (  i4)»  en  désignant  par  sus  les  coefficients 

de  8, 

v*Uf  =  [abc)  [abv)  {««>)  [bcu], 

et  par  suite,  en  remplaçant  v  par  0  et  multipliant  par  u\, 
(Sa)  6  =  ii?=e>,ii|. 
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Or,  dans  le  second  membre  figure  l'invariant  simultané  unique 
/?'  de  la  poloconique  p^^@  =  o  de  u  et  de  la  polaire  conique 
fl  ^  i^]  Us  =  o  de  u  relativement  à  8  =  o. 

La  courbe  de  troisième  classe  C  =  o  est  donc  enveloppée  par 
les  lignes  u  dont  la  courbe  polaire  relativement  à  8  =  o  est  har- 
moniquement  inscrite  à  leur  poloconique  relativement  «_/*=  o. 

La  forme  de  Gdonnée  dans  (3a)  nous  conduit  aussi  à  l'expression 
de  ^5  ;  mais  nous  ne  voulons  pas  effectuer  le  calcul  qui  s'y  rapporte 
parce  que  nous  ne  ferons  pas  usage  par  la  suite  de  la  forme  S,i. 
Donnons  seulement  les  équations  auxiliaires  qu'on  y  emploie  afin 
de  montrer  comment  les  relations  qu'elles  contiennent  peuvent 
être  formulées  géométriquement.  Eu  égard  aux  valeurs  de  (Î0  et 
^S  dans  (a3)  et  (28),  il  résulte  de  (Sa) 

(33)  ^6=:aß|«,«,^4-3e?«,«J. 

et,  par  des  transformations  ultérieures  de  cette  expression,  on  dé- 
montre les  trois  équations  suivantes  (  *  )  : 

(34)  ^o  =  -'^Sul+u]d,dl, 

(35)  S;«,«*  =  ls8, 

(36)  e? «,«!=.  g  Ss, 


lesquelles  donnent  lieu  aux  théorèmes  que  voici  : 

Si  u  est  une  droite  rencontrant  les  premières  polaires  de  x  rela- 
tivement à  f  et  S.  en  des  couples  de  points  harmoniques,  la  polaire 
linéaire  de  x  relativement  à  f  =zo  passe  par  le  pôle  de  u  relati- 
vement À  S  =  o  lorsque  x  et  u  sont  réunis  de  situation,  et  indé- 
pendamment de  cette  circonstance  si  S  est  nul. 

La  courbe  du  deuxième  ordre  qui  est  liée  à  une  ligne  u  par 
l'équation  j}  =  o  de  la  manière  connue  est  harmoniquement  cir- 
conscrite à  la  polaire  de  u  relativement  à  la  cajleyenne  lorsque  u 
est  une  tangente  de  cette  dernière  courbe,  et  il  en  est  ainsi  pour 
toute  ligne  u  si  S  est  nul. 

(')  Voir  Clebscb  et  Gorda;«,  Math.  Anna/en,  t.  VI. 
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La  cnyleycnnc  est  aussi  enveloppce  par  les  lignes  n  dont  la  /><>- 
laire  conique  relali\'ement  à  ^  =  o  et  la  poloconique  sont  hat- 
moniquenient  inscrites  et  circonscrites.  Le  fiait  a  lieu  pour  toute 
ligne  u  en  cas  d'évanouissement  de  f.  Là  se  trouve,  d'après  la  dé- 
finilion  de  C  par  (Sa),  une  cerlaine  réciprocité  entre  les  courbes 
.S  =  o  et  6  =  o. 

Si  l'on  réunit  enfin  les  résultats  donnés  dans  (33),  (35)  et  (36), 
on  obtient 

(37)  ^e=|sÄ. 

TjCs  J'ornies  $  et  tr>  J'onneiU  donc,  relativement  au  procédé  J,  un 
système  fermé  de  même  quefet\.  Nous  verrons  plus  tard  com- 
ment le  système  xS  +  ^^  =  o  est  aussi  opposé  géométriquement 
au  faisceau  y.f-^'kàz=  o;  il  compose  précisément  l'ensemble  des 
courbes  de  troisième  classe  qui  ont  les  neuf  droites  harmoniques 
pour  tangentes  de  rebroussement  communes. 

Dans  les  formules  relatives  à  <ÎA,  50,  d[),  dOQ,  $S,  $S,  ^G,  ^  nous 
avons  maintenant  les  matériaux  nécessaires  pour  l'établissement  de 
ces  formes  par  rapport  à  la  fonction  composée  x/*-f-  XA. 

Nous  pouvons  écrire  la  forme 0,x  sans  autre  explication;  on  a 
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Pour  \x,  nous  trouvons  d'abord  le  développement 
(39)  Aar     A.«»-+    3Aixn-t-  3A,xX«H-  A,V, 

égalité  où,  d'après  le  théorème  de  Taylor, 

:à,-    >6«)»/i,Ä^ct,,     A,  =  (a«3)»/i,«^;3^,     A,  :      «97)»«,,p,v,. 

(Chacune  de  ces  formes  dérive  de  la  précédente  par  un  procédé  de 
diflférentiation  dans  lequel  les  a/AA  sont  considérés  comme  indé- 
pendants des  rt/AA,  tandis  que  le  procédé  i  s'étend  toujours  même 
aux  cocfncienls  de^contcnus  dans  les  «/a>i.  Si  donc  nous  indiquons 
par  l'indice  «  ajouté  à  la  lettre  d  que  le  procédé  $  doit  s'étendre 
uniquement  aux  coefficients  de  la  forme  primitive  renfermés  dans 
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les  ctikh}  nous  avons 

Ja  =  3a,,     (?A,  —  2A,+ <f,A„     (ÏA,  =  A, -+- J,A,. 

Or  on  a,  d'après  Téquation  (aS),  àatikh^^  -S^ikAt  à^où  aussi 

0,Ai  =  —  Sa,       9aA|=SA|, 

el  nous  pouvons,  en  conséquence,  calculer  les  quanti  lés  A/  au  moyen 
<les  équations  précédentes.  Il  vient 

(4o)  j..  =  f^*(S/)-lsi  =  lT/-'SA. 

(..=  i.(T/-iSA)-|/=-L.S./-^T.. 

En  substituant  les  valeurs  trouvées  dans  la  formule  relative  à  A^  et 
ordonnant  suivanty^et  A,  il  vient  (  *  ) 

(4i)     A,i  =  U  -  I xÀ«  -  Ïà'\  a  -f  (^  -^n  -h  r/A»  -+-  ^  /A  /. 

On  voit  immédiatement  que  les  considérations  établies  pour  les 
expressions  A,-  conservent  leur  valeur  pour  les  coefficients  de  tout 
développement 

, .  nln  —  I  )        , .  , 

7,1  =  •/"  y  -i-  «x«-'  /y,  H ^ /."-*  A»  yj  -H  .  .  .  4-  ^"fn* 

<^x\  désignant  la  forme  <j)  adjointe  àyétablie  relativement  à  îc/"-f-  lA. 

A  l'égard  des  coefficients  y,  existe  constamment  le  sjstème 
d'équations 


(4») 


iff  =^  [n  —  2) y,  H —  S.271,         J^j  =  (1  —  3)^4  H —  S.B^»}, 


ifn-l  =?/»-t-  -S(«  — l)yrt-î,      'Jî>rt  =  -S./lî)„_j. 


(')  Cette  formule  contient  encore  le  théorème  de  Hesse,  p.  a3o. 
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En  employant  ces  équations  au  calcul  des  coefficients  j/dans 

nous  obtenons 

(  8,  —  C,     Si=gS«,     S,  =  |t8— -S6, 

Les  équations  Aj  =  o  et  8s  =  o  donnent  respectivement  la  hes- 
sienne  et  la  cayleyenne  de  A  r=  o;  nous  avons  donc,  en  vertu  des 
expressions  trouvées  pour  As  etSs,  les  théorèmes  suivants  : 

Si  S  s'évanouit,  la  hessienne  de  A  se  confond  avec  A  ;  en  d'autres 
termes,  A  ■=  o  5e  compose  de  trois  lignes  droites,  et  la  cayleyenne 
de  âk=o  se  confond  avec  celle  def=  o  ;  elle  se  compose  de  trois 
points,  comme  nous  l'avons  déjà  trouvé  ci-dessus  [p.  292  etsuiv.). 

Si  l'invariant  T  s'évanouit,  la  hessienne  de  la  hessienne  se  con- 
fond avec  la  courbe  primitive  f  =  o,  et  la  cayleyenne  de  la  hes- 
sienne se  confond  avec  G  =  o. 

Dans  la  formule  relative  à  A^,  on  remarque  que  les  coefficients 
de  y  et  A  sont  les  dérivées  partielles  prises  suivant  x  et  À  de  la 
forme  binaire  biquadratique  G(x,  X)  =  G,  qui  a  l'expression 

(44)  G  =  ic*-s-^').«-|TxÀ»--j^sn*    («). 


Il  vient  en  effet 


(45) 


4    dX  2  12 


et  A,x  prend  en  conséquence  la  forme  simple 
(46)  A.x=:G,A-G,/. 


(*)  L'équation  G=so  e»t  donc  l'équation  précédemment  repréMntée  (p.  a3i)  par 
iiL-iK»o. 
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Nous  pouvons  utiliser  celle  formule  pour  établir  assez  simplement 
les  formations  S,\,  T,x,  ....  11  nous  suffit  d'étudier  l'influence  du 
procédé  $  sur  une  forme  9,1  lorsque,  au  lieu  de  se  rapporter  au\ 
coeflicients  de^ et  de  A,  il  se  rapporte  à  ceux  de  J^y'-H  XA  et  û,i. 
Ces  derniers,  d'après  (4Ö),  étant  donnés  par 

on  obtient  de  cette  manière  la  formation 

Si  donc  9  est  une  forme  dérivée  de  f,  la  forme  (^y),i  établie 
pour  la  forme  composée  Tf-f-\-  ^A  est  égale  au  déterminant  fonc- 
tionnel de  G  et  (j>,x,  divisé  par  4- 

A  l'aide  de  ce  théorème  nous  tirerons  de  (46)  S,x,  en  observant 

S       .      . 
que  ^A  est  égal  à  -f\  il  vient  ainsi 

ls.,./-.u,  =  (..,.  =  o.(§.-t/)-o.(^-^/)- 

Introduisons  ici  les  secondes  dérivées  de  G,  divisées  par  12,  c'est- 
à-dire  les  expressions 

I  12     dx*  O 

I  ^  I     ()*G  S   ,       T., 

(48)      \^'-=T^j;^.=-r'-r' 

i     ô'O  S    ,       2T    .         S*  ., 

**       12    dA*  b  3  11 

La  formule  relative  à  3,^  devient  alors  en  premier  lieu 

I  G,     G;.,  A— G  „y  I 
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OU,  d'après  les  propriétés  connues  des  fondions  homogènes, 

Ci|X-f-G,,/     Gi|A  —  Gi,y 
Gi,x  -t-  G,j>.     G|jA  —  On/ 


S.x(x/-+->A)=6 
=  6 


Gii     Gl, 
Gl»     G„ 


\ 
-f 


Si  donc  nous  divisons  par  y-f-\-  ).  A,  S  devient  proportionnel  à  la 
forme  hessienne  H  de  Informe  binaire  bit/uadralitpie  G  : 


/  S.V   =-6(GnG„-GÎ,)  =  -3Hc 

^^'^'    1      =Sx*4-4Tx»).-hS«xn« -+- ^STx).»-i- 


(1^-1^*')»'- 


De  là  résulte  ensuite,  puisque  ÔS  =  4T, 

(So,  x.  =  i(o.t-o/^)  = 


3T«. 


Tu  désignant  le  covariant  du  sixième  ordre  de  la  forme  biquadra- 
tique  G(x,  X).  Nous  avons  d'ailleurs,  à  cause  des  relations 


a  ?. 

les  équations 

(5i)  rM  =  G,(xö-t->0C)-G,(xe-f->5), 

(5a) 


av  kX  —  Ut  -t:^ Ut  — t o,x^,x. 

0/,  ÜX  2 


Nous  pouvons  écrire  la  dernière  équation  encore  plus  simplemcnlcn 
observant  que  DC  prend  naissance  lorsque  l'on  établit  la  formation  B 
a'i  l'égard  de  la  forme  A,  que  par  conséquent  3C,x  est  la  forme 
mixte  6  dérivée  de  ù,x.  Nous  trouvons  alors,  en  vertu  de  (46). 

(5afl)  DC,x  — G»DC— aG.G.ß-t-GJe. 

Enfin  il  résulte  de  (43),  puisque  Ü  =  -$S, 

i  -^'»r^'  *-g^*^^')"^  f-axici. 
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Nous  inlerromprons  ici  ces  recherches  algébriques  pour  consa- 
crer les  résultats  acquis  ù  quelques  applications  .  Nous  serons 
d'ailleurs,  sur  ce  terrain,  forcés  pour  ainsi  dire  d'introduire  dans  le 
cercle  de  nos  considérations  d'autres  éléments  de  la  théorie  des 
formes  ternaires  cubiques,  sans  être  pour  cela  complets  ni  même 
viser  à  l'être  (').  Démontrons  seulement  encore  le  ihéorènu' 
suivant,  dont  il  sera  fait  usage  incessamment  : 

La  forme  cubù/ue  adjointe  M  =  [aauY  est  identiquement  nulle. 

En  effet,  M  se  tire  de  û  =  a'  =  [cde^Cxdxex,  en  remplaçant 
les  X  par  les  déterminants  formés  des  u  et  des  a,  d'où 

M=  [cde)*[cua)[dua)  [eua). 

Or  on  a,  d'après  une  identité  connue, 

[cde]  [cua]  =  [eue]  [cda]  —  icud)  [cea]. 

Substituant  dans  M,  on  obtient 

M  =•  [cde]  [dua  :  [eua]  [[eue]  [cda]  —  [cud]  (cea)j, 

ou,  puisque  les  deux  parties  se  transforment  l'une  dans  l'autre  par 
permutation  de  rf  et  e  et  sont  par  conséquent  identiques, 

RI  =  2  [cde]  [cda]  [dufi]  [eue]  [eua]. 

Cette  expression  renferme  le  facteur  S ,  car  on  y  trouve  le  facteur 
symbolique  [cde)  [cda),  et  les  symboles  e,  a  se  présentent  encore 
réunis  dans  un  déterminant.  Mais,  après  séparation  de  S,  le  facteur 
restant  de  M  ne  doit  plus  renfermer  de  symboles,  mais  seulement 
les  quantités  zf,  et,  comme  avec  ces  dernières  on  ne  peut  former  de 
déterminants  non  évanouissants,  il  est  nécessairement  nul. 

c.    Q.    F.    D. 


(*)  Pour  plus  de  détails,  voir  surtout  Clebsch  et  Gordan,  Ueber  cubische  ternäre 
Formen  {3Iath.  Annaleii,  t.  VI),  ainsi  que  rcriata  du  Tome  VIII,  et  au  surplus  la  fin 
de  ce  Chapitre. 
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V.  -^  Continnation.  —  Application  de  la  théorie  des  formes. 

Les  développements  qui  précèdent  nous  donnent  en  substance 
le  nio}'cn  d'établir  complètement  les  équations  dont  dépend  le 
problème  le  plus  important  qui  se  rencontre  dans  les  courbes  du 
troisième  ordre  :  la  délenninalion  des  points  d'inflexion.  Nous 
ferons  d'ailleurs,  pour  la  circonstance,  usage  de  quelques  nou- 
velles formes  sur  lesquelles  nous  reviendrons  plus  tard.  Nous  avons 
tiré  du  groupement  respectif  des  points  d'inflexion  diflférentes 
conclusions  sur  la  nature  de  l'équation  du  neuvième  degré  dont 
dépend  le  problème;  or  le  grou[)ement  dont  il  s'agit  reposait  sur 
un  théorème  fondamental  ,  à  savoir  que  trois  points  d'inßexion 
sont  toujours  en  ligne  droite.  Nous  commencerons  par  donner 
une  démonstration  algébrique  de  cette  proposition. 

Si  X  ely  sont  deux  points  d'inflexion,  on  a  simultanément  les 
équations 

l  «»=<),     a'  =  o, 

I  «i  — o,     «}  =  o, 


» 


et  nous  avons  à  démontrer  que,  pour  une  valeur  de  X  différente  de 
ooudeoo  ,  les  équations  «'^xy=o,  «'^^^=0  sont  également 
satisfaites  à  la  fois. 

Or  ces  dernières  équations ,  développées  et  simplifiées  à  l'aide 
de  (1),  donnent 

d'où,  par  élimination  de  X, 

(a)  rt*«_yaj.aj  — fl^««a*«_>  =  0. 

Mais  cette  équation  est  en  réalité  une  conséquence  immédiate 
des  équations  (i),  car  elle  résulte  du  théorème  récemment  démon- 
tré, d'après  lequel  la  forme  [axuY  est  identiquement  nulle  si  Ton 
poseM/=(xj)/. 

Nous  obtenons  d'abord  l'identité  de  Salmon 

et  de  là  résulte,  à  cause  de  (i),  l'équation  (2).  La  marche  de  celle 
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démonstration  permet  encore  de  reconnaître  Texactitude  du  théo- 
rème suivant  : 

Deux  courbes  du  troisième  ordre  a*  =  o  ef  «^  =  o  ont  leurs 
neuf  points  dinßexion  communs  lorsque  la  forme  adjointe  si- 
multanée {^aauY   est  identiquement  nulle. 

En  effet,  il  résulte  d'aborddecelte  dernière  circonstance  que  deux 
quelconques  des  neuf  points  de  rencontre  sont  en  ligne  droite 
avec  un  troisième,  que  par  conséquent  les  neuf  points  sont  grou- 
pés comme  les  points  d'inflexion  d'une  courbe  Cj ,  c'est-à-dire 
que  par  ces  points  passent  quatre  triangles;  ils  sont  donc,  d'après 
ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  des  points  d'inflexion  pour  toutes  les 
courbes  auxquelles  ils  appartiennent. 

Du  groupement  des  points  d'inflexion  nous  avons  conclu  que 
dans  le  faisceau  xj  ■+-  XA  =  o  il  existe  quatre  courbes  se  décom- 
posant en  des  lignes  droites,  à  savoir  les  quatre  triangles  inflexion- 
nels,  et  nous  avons  trouvé  les  valeurs  correspondantes  du  para- 
mètre comme  racines  dune  équation  du  quatrième  degré  tirée  des 

équations 

x/  -r-  >A  =  o, 

A,i  =  K/h-  L  a  =  g,  a  —  Gi/=  o 

par  élimination  de  y  et  ^  (p-  aSo).  Par  là  nous  arrivons  à  la  forme 
G(x,X),  qui  a  été  définie  par  l'équation  (44)  (p-  3oo).  Donc  : 

L'équation  du  quatrième  degré  G(x,X)  =  o  détermine  les 
quatre  triangles  inflexionnels ,  c'est-à-dire  les  valeurs  du  pa- 
ramètre X,  X  pour  les  courbes  évanouissantes  du  faisceau  sj  zy- 
gctique.  Le  produit  des  équations  des  quatre  triangles  est 
conséquemment  donné  par 

(3)  G  A,-/-)  =  A--SA'/^-f-|TA/»-— sy'==o. 

D  12 

Étudions  maintenant  avec  plus  d'attention  la  forme,  spéciale- 
ment importante  pour  nous, 

G  =  x'  —  Sx'Â«—  I  TxX»  —  —  S'A*. 

3  12 

Nous  formerons  d'abord  ses  deux  invariants  /'c  et  y,;  (t.  I,  p.  a84)  ; 
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le  premier  est 

(4)  /.=  ,(_±s.+  3^s.)==o. 

J^e  premier  invariant  de  G  est  donc  identiquement  nul. 

Géomélriquemcnl  nous  pouvons,  conform(îmenl  à  la  signiHca- 
lion  de  G  =  o,  concevoir  x,/  comme  des  coordonnées  dans  un 
faisceau  de  rayons  dont  le  sommet  est  un  point  d'inflexion  de 
fz=  o  ;  alors  G  =  o  est  représenté  par  les  quatre  lignes  inflexion- 
nellcsqui  parlent  du  point  d'inflexion  choisi.  L'équation  (4)  donne 
par  suite  ce  théorème  : 

Les  (fuatre  lignes  inßexionnelles  qui  passent  par  un  point  d'in- 
flexion sont  equianharmonif/ues  les  unes  par  rapport  aux  autres 
(t.  I,p.  2()7). 

En  cfl'ectuant  ainsi  nos  constructions  en  un  point  d'inflexion, 
nous  pouvons  encore  énoncer  de  la  manière  suivante  la  significa- 
tion de  l'équation 

A.^  r=  G,  A  —  G,/=  G,x'  H-  G, À' 

pour  x'/h-X'A=  o: 

Les  tangentes  d'inflexion  des  trois  courbes  dont  la  hessienne 
est  une  courbe  donnée  du  troisième  ordre  v.'f-h  À'A=.-  o  forment 
la  première  polaire  de  lu  tangente  d'inflexion  de  cette  dernière 
relativement  aux  quatre  lignes  inßexionnelles. 

Inversement ,  la  tangente  d'inflexion  de  la  hessienne  est  don- 
née par  la  polaire  linéaire  de  la  tangente  d'inflexion  de  la 
courbe  primitive  relativement  aux  quatre  lignes  inflexionnelles. 

Par  là  sont  spécialement  mises  en  relief,  dans  le  faisceau  consi- 
déré, les  lignes  dont  les  polaires  relativement  à  G  =  o  renferment 
un  point  double.  Mais,  puisque  l'invariant  Iq  s'évanouit,  ce  sont 
\k  (t.  I,  p.  287)  les  rayons  de  hase  de  G,  et  la  première  polaire 
d'un  tel  rayon  se  compose  du  rayon  lui-même  et  de  deux  rayons 
confondus  on  un  rayon  de  la  forme  hessienne  de  G.  Tout  triangle 
inflcxionncl  est  donc  sa  propre  hessienne  et  celle  d'une  autre 
courbe  du  troisième  ordre,  et  les  tangentes  d'inflexion  des  courbes 
ain.si  associées  aux  quatre  triangles  forment,  dans  le  faisceau 
considéré,  la  forme  hessienne  Uq  de  G()?,X).   Mais  les  courbes 
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dont  la  hessienne  se  réduit  à  un  triangle  sont,  comme  nous  savons, 
caractérisées  par  Tévanouissement  de  S  (p.  292),  et  de  là  résulte 
que  : 

L'invariant  S,i  de  la  forme  composée  '<f-{-  À  A  ne  diffère  que 
par  un  facteur  numérique  de  Informe  hessienne  de  Informe  bi- 
naireG{'K,  X),  ce  qui  est  confirmé  par  l'équation  [49)de  lapageZoï. 

Dans  le  faisceau  considéré  de  tangentes  d'inflexion,  il  existe 
d'ailleurs  six  rayons  Tc=  o  (t.  I,  p.  3o3)  qui  se  divisent  en  trois 
couples  tels  que,  dans  chaque  couple,  la  première  polaire  d'un 
rayon  relativement  à  G  =:  o  renferme  l'autre  rayon  (il  en  est  de 
même  à  l'égard  de  H^  =  o,  ce  dont  nous  ne  nous  occupons  pas 
maintenant). 

Un  semblable  couple  de  rayons  est  donc  caractérisé,  en  vertu 
des  constructions  récemment  données ,  par  la  circonstance  que 
parmi  les  courbes  correspondantes  du  faisceau  l'une  est  toujours 
la  hessienne  de  l'autre.  Comme  ce  fait  est  exprimé  par  l'évanouis- 
sement de  Ï,À  (p.  3oo),  il  s'ensuit  que  : 

L' invariant  T.x  ne  dijffère  que  par  un  facteur  numérique  du 
covariant  du  sixième  ordre  Tq  de  la  forme  binaire  G  (  x,  X  ) ,  ce 
qui  est  confirmé  par  l'équation  (5o)  de  la  page  3o2. 

Formons  enfin  le  second  invariant  de  G  ;  ce  sera 


70  =  6 


o       —  -n        —   - 

S 
6 


=K^-) 


Si  cet  invariant  lui-même  s'évanouit,  l'équation  G  =  o  a,  comme 
on  sait,  trois  racines  égales,  c'est-à-dire  que  trois  des  quatre  lignes 
qui  passent  par  un  point  d'inflexion  se  confondent.  Or  cela  n'est 
possible  que  si  la  courbe y^=  o  a  un  point  double,  car  c'est  uni- 
quement par  celte  circonstance  que  le  nombre  des  points  d'in- 
flexion peut  être  réduit,  d'après  les  formules  de  Pliicker.  Si  donc 

nous  désignons  par  — -  R  l'expression  qui  figure  dans  le  second 

membre  de  (5),  nous  avons  ce  qui  suit  : 

10. 


3o8 
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Le  discriminant  de  la  courbe  du  troisième  ordre  fz=z  o,  cest~ 
à-dire  la  fonction  qui  égalée  à  zéro  exprime  la  condition  du 
point  double,  est  donné  par  la  formation  (  *  ) 


(6) 


R=T«-^S'. 
o 


L'invariant  R  possède  la  propriélé  spéciale  de  ne  différer  de 
l'invariant  R,x  que  par  un  facteur;  c'est  un  combinant  du  système 
Yf-\-\^  (t.  I,  p.  aSp  et  a8i),  comme  la  forme  T©  d'une  forme 
binaire  G  pour  le  système  xG  -f-  /.Hg.  Entre  les  formes  citées  en 
dernier  lieu  existe  en  effet  la  relation  connue 

Tj  =  -  i  ^1^  -  1 1«  HgG«  +  iy-ccA  , 

laquelle,  dans  notre  cas,  en  vertu  de  (4)  et  (5)  et  des  relations 
Tu  =  —  -  T,i ,  Hc  =  —  2  ^«'^  '  ^^  transforme  en 


(7) 


R..  =  n-^S,\=(^T'-^S')G'=RG»{x,>). 


Donc,  dans  lejaisceau  syzygétique  '*.f-\-  À  A  =  o  rîest  comprise 
aucune  courbe  à  point  double  l\„x  =  o  en  dehors  de  celles  qui  se 
décomposent  en  trois  droites  [G(x,X)  =  o]. 

La  résolution  de  l'équation  G  =  o  est  très  simplifiée  par  l'éva- 
nouissement de  son  premier  invariant,  la  méthode  d'Euler  con- 
duisant au  but  (^). 


(')  Le  calcul  effectué  par  Aronhold  donne 


Rs 


Cett«  forme  de  déterminant  de  R  s'ubtient  immédiatement,  à  un  facteur  numérique 
prêt,  en  éliminant  les  x  entre  les  sii  équations  a^  at  s=.  o,  «^  «i  =  o,  qui  doirent  avoir 
lieu  ai  X  est  un  point  double  de  f. 

(*)  Voir  une  autre  méthode  de  traiter  IV^iuation  biquadratique,  au  c«a  de  •  éva- 
nouissant,  dan«  la  Théorie  Het  formes  àinairet  de  CIcbscb,  p.  171. 
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Nous  posons  r  =  x  et  nous  avons  ainsi  Téquation 
(8)  j:*_Sx»-|t^--L  S»-o. 

Faisons  pour  x  la  substitution 

d'où 

j*  =  ( «'  4-  i'*  4-  IV*)  -+■  l{v»'  -+■  ivu  -H  m'), 
jr*=  («*-+- 1.«  -4-  w'j'-t-  4(«*-*-  •■'  -^-  <»'*)(«««'  ■+■  »Il  -\-  uv) 
-4-  4(<''<«'*  +  »'*tt*-f-  «'^'')  -h  8öw(«  4-  p-h  «'). 

Ces  valeurs  de  x,  j:^,  x*  étant  portées  dans  l'équation  (8),  cette 
dernière  sera  satisfaite  si  nous  posons 

c*«'--»- M/*«*-!- «»»•- z= — s*.       /<* -h  1»*  4- «'*  =:  -  s,        UVW  =  rz'ï. 
12  1  O 

Mais  alors  w',  v^^  w-  sont  les  racines  de  l'équation  cubique  en  z 

ou,  après  une  transformation  simple, 

V       ej   ~~36      6'~36 

Pour  u^,  V*,  w-  comme   racines  de   celte   équation,    nous  avons 
par  suite  les  valeurs 

«^  =  g(s  +  v'6R),     ,«  =  l(s  +  sî/6ÏÏ),     n*  =  I(S4-8*v/6R), 

e  désignant  une  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité.  Les  racines 
de  l'etjuation  G  =  o  sont  donc  données  par 


y.       _^,   /s-+-v/6R_^,  /S  +  ^V^GR,^.   /s4-£'v'6R 

"=i=-V— 6— -y — 6— -y — 6 — ' 

les  signes  devant  être  choisis  de  telle  manière  que  le  produit  uvw 
des  trois  racines  carrées  soit  égal  ri  -f-  ^  T. 
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Il  n'y  a  ainsi  de  possibles  que  qualre  combinaisons  de  signes 
répondant  aux  qiinlrc  racines  de  G  =  o.  Parmi  les  racines  m',  v', 
tv'  de  l'équalion  cubique  (9),  les  coefficients  dévêtant  supposés 
réels,  deux  sont  imap:inaires  conjuguées;  leur  produit  est  donc  po- 
sitif, et,  par  suite,  la  troisième  sera  réelle  et  positive,  pour  que 

Ton  ait  «'v^w' =  rrrT^.  La  quantité  h  est  donc  toujours  réelle, 

et  \'  et  KV  sont  conjugués  imaginairenionl.  De  là  résulte  que  parmi 
les  quatre  racines  de  Téquation  (8)  deux  sont  toujours  réelles  et 
deux  imaginaires  conjuguées,  et  les  combinaisons  de  signes 


donnent  les  deux  valeurs  réelles,  les  autres  les  deux  valeurs  ima- 
ginaires. Ou,  en  d'autres  termes  :  Le  produit  des  trois  côtés  d'un 
triangle  inflexionnel  est  réel  pour  deux  de  ces  triangles,  imagi- 
naire pour  les  deux  autres,  comme  nous  l'avons  déjà  trouvé  par 
une  autre  voie. 

Pour  la  détermination  des  points  d'inflexion  de^  =  o,  il  serait 
encore  nécessaire  de  résoudre  deux  des  triangles  inflcxionnels  en 
leurs  facteurs  linéaires  (•).  Nous  traiterons  toutefois  ce  problème 
par  une  autre  méthode,  en  le  rattachant  à  un  autre  problème  de 
transformation  déjà  signalé  page  a4o(^). 

Si  un  triangle  inflexionnel  est  pris  comme  triangle  de  coordon- 
nées, l'équation  de  la  courbe  du  troisième  ordre  apparaît,  comme 
nous  l'avons  vu,  sous  la  forme 

(10)  /=«(rî  -t- j5  -h  jî)  h-  6^j,.v,j,  =  o. 

Il  s'agit  d'abord  pour  nous  de  représenter  les  cocflîcicnls  a,  b 
«le  la  forme  transformée  dans  leur  dépendance  des  «,•#*  de  la 
forme  primitive  sans  eflectucr  néanmoins  le  calcul  direct  des  coef- 


(')  f'oir,  sur  coUp  solution  directe  du  problùme,  GtnoKLFiMCBR .  Math.  AnHalett, 
\.  IV,  p.  5')7  et  tuir.,  ainsi  que  la  section  suivante  de  ce«  Levons. 

(■)  Voir,  pour  ce  qui  suit,  (*.lebscii,  Uath.  Ànnaleii,  t.  Il,  p.  38a.  Le  problème  a 
été  traité  autrement  encore  par  GiMOBLri:«CEii,  il>id.,  t.  V,  p.  41'-  ''•»"■  d'aillcur« 
rOuvrage  de  Cleiisch  sur  la  théorie  dea  formes  binaires  al(^briques,  p.  a34  et  auiv., 
ainsi  que  la  fln  de  ce  Chapitre. 
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fîcienls  de  transformation.  A  cause  des  quatre  triangles  indexion- 

nels  de  la  question,  nous  trouverions  quatre  valeurs  pour  -•  Mais 

l'équation  (lo)  ne  varie  pas,  sauf  le  facteur  additionnel  e  ou  6^,  si 
nous  ajoutons  aux  ji,  conime  facteurs,  des  racines  cubiques  de 
l'unité,  le  changement  ne  portant  en   fait  que  sur  la  notation. 

Nous  établirons  donc,  non  pour  ->  mais  pour—»  une  équation  du 

quatrième  degré  qui  doit  au  fond  ramener  à  G  =  o.  Cela  se  réalise 
par  identifîcation  des  deux  valeurs  de  l'invariant  absolu  (  '  )  formées 
pour  la  forme  générale  et  ensuite  pour  lu  forme  canonique  dey. 
Posons 


o       Ü 


o 
o 


=  6riJïJj, 


en  sorte  que  ;<  =  o  est  une  courbe  du  faisceau  syzygétique 
(il)         -  f^ax-\-b\'.^=^o, 

et  A'^  sa  forme  hessienne.  Cette  dernière  est  distinguée  par  un 
accent  de  la  formation  correspondante  relative  aux  variables 
primitives  a:,,  convention  que  nous  observerons  à  l'égard  de  toutes 
les  formations  dans  le  cas  de  la  forme  canonique.  Comme  ùk^  se 
décompose  en  trois  facteurs  linéaires,  X  ^^  ®  ^^^  caractérisé  par  la 
circonstance  que  son  invariant  S^^  s'évanouit.  Nous  pouvons 
d'ailleurs,  à  l'aide  des  formules  (49)  et  (5o),  p.  3o2,  données  pour 
SxX  et  T,i,  calculer  pour/  les  invariants  S'  et  ï',et  aussi  le  déter- 
minant /de  la  substitution,  du  moment  que  nous  connaissons  la 
forme  G  établie  pour  ^  et  qui  sera  désignée  par  F.  Mais  on  a, 
d'après  l'équation  (4Ö),  p.  3oo, 


A'  =  6 


«Jl 

^Xz    h'i 

^.»3 

»Xr     ^Xi 

hy. 

bXi     «Js 

I  dr    , 

1  dv 

(«»  -f-  7.b^)^'.,  —  (!>ab^x 


1  da^i-        4  dh  ^-' 


(')  Foir  le  procédé  corrélatif  pour  les  formes  biquadraliques  binaires,  t.  1,  p.  3o8. 
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d*oii,  par  idenlifîcatlon  des  deux  expressions, 

■^■  =  4  5^=" -^'*'    '^■  =  4  5*='^'''' 

et  par  suite 

(i3)         r=:a»  +  8a^S    r,,=«»,    r„  — 26«,    r„  =  4rtÄ. 

Il  résulte  de  là,  d'après  (49)  et  (5o),  /-désignant  le  déterminant 
de  la  substitution, 

j  s'  =  r'S  =  -6(r,.r„-r*,) 

^^^'  I  =24^(6»-«»). 


(i5)  ^  '~4\"    Ob         ■'  Oa) 


Si  l'on  déduit  de  là  l'invariant  absolu,  on  obtient  pour  -j-j  V équa- 
tion du  quatrième  degré 

et  l'on  trouve  en  même  temps  le  déterminant  de  la  transforma- 
tion,  .«i  —  =  a  e.it  connu,  au  moyen  ne  l  équation 

,      .  .         S   8Ä«-+-20«»^»  — a»         ,,8-4-20a  — a* 

(»7)  '*  =  ^  — TTTÄi— TTT—  =  *• 


T        46(^'  — «>)  4(1  — a) 

dans  laquelle  b  peut  être  pris  arbitrairement,  ce  qui  concorde  avec 
le  fait  que  les  coefficients  de  la  substitution  (et  par  conséquent  r 
lui-même)  ne  sont  déterminés  qu'à  un  facteur  de  proportionnalité 
près. 

Nous  pouvons  aisément  ramener  l'équation  (16)  à  G  =  o.  Si 
l'on  pose  en  effet 

(18)  „=_  =  ,__s-, 

elle  se  transforme  en  * 

S»  i6xn«S» 


^*     <jL»  — Sx«;«— —  sn»y 
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et  il  suffît  d'extraire  la  racine  dans  les  deux  membres  pour  avoir 
de  nouveau  Téquation  G(x,  ).)  =o. 

Le  calcul  eßectif  des  expressions  y  i,  y. i,  yi  en  fonction  des  coer- 
Gcients  de^^exige  des  considérations  quelque  peu  prolixes.  Par  les 
formes  -^  et  A^  nous  sont  données  deux  fonctions  symétriques  des 
grandeurs  cherchéesyi,  j-j,  jj,  car  de  (i  i)et  (i  a)  résulte  (puisque 


:'9) 


|jî-+-vî-hj»  =  x--^(/r,-,-Ai] 


I  J.  v,J,  =  g  A',=  ^  (/r,  -t-  r*A« 


I 
6r 


En  ayant  encore  la  valeur  de  la  troisième  fonction  symétrique 
y\y\  +J3J  î  ~^~/jJ^2>  nous  pouvons  établir  une  équation  dont  les 
racines  nous  donneront  les  valeurs  dej^J,^',^'.  Mais  cette  troi- 
sième fonction  est  du  sixième  ordre,  et  exige  conséquemment 
l'emploi  de  covariants  du  sixième  ordre  qui  ne  se  sont  pas  encore 
présentés  à  nous.  Nous  reviendrons  incessamment  sur  ces  derniers  ; 
nous   observerons  seulement   ici  que   l'expression  demandée   se 

forme  de  0  si  l'on  remplace  les  m/  par  les  grandeurs  A,  =  ^  -r—  ■> 
c'est-à-dire  que  nous  choisissons  le  covariant 


/il  fli  J\%  ^\ 

fil  fit  fu  ^t 

fz\  fzi  y33  ^i 

A|  Aj  Aj  0 


En  effet,  nous  trouvons  pour  la  forme  canonique 


20 


n 


yi 

0 

0 

0 

Xi 

0 

0 

0 

ji 

2JîJ"î     ^JiJi     "^XxXx 


0 


L'équation  cubique  mentionnée,  dont  les  racines  sont^',^' ,  )  ,, 


3i4 

serait  donc 


aiAnm  ii. 


-/=•-»- g  t  =  -(,^  *;.)'•-="• 


Su  résolution  csl  simplifiée  par  la  circonstance  que  nous  pou- 
vons représenter  le  carré  de  son  discriminant,  c'est-à-dire  le  pro- 
duit de  diflTérences 

par  un  covariant  du  neuvième  ordre  de  J,  comme  nous  le  mon- 
trerons incessamment;  on  a  donc  une  racine  carrée  de  moins  à 
extraire  que  dans  une  équation  cubique  générale  (•). 

Nous  pouvons  d'ailleurs  trouver  les  expressions  finales  des 
quantités  j"'  sans  résoudre  directement  l'équation  (ai),  à  la  con- 
dition de  calculer  encore  la  fonction  symétrique}*  -f-J>5  "♦"J'j  ^" 
moyen  des  covariants  de  y.  La  possibilité  du  fait  résulte  de  la 
remarque  que  tout  covariant  lîe  J ,  au  cas  de  la  forme  canomijue, 
est  nécessairement  une  fonction  entière  àe y\,  j\^  y\j  y^  y^y%  et 
sym('lri(/ue  en  J  ^f,  y?j,,  yl.  Un  covariant  ne  peut,  en  eflet,  changer 
si  l'on  ajoute  'àyt,y2,y3  comme  facteur  la  même  racine  cubique 
de  l'unité,  caria  formel  n'en  est  point  affectée.  Mais  tous  les 
covariants  du  sixième  ordre  peuvent,  comme  on  le  démontre  aisé- 
ment pour  la  forme  canonique,  s'exprimer  rationnellement  en 
fonction  de  l'un  d'entre  eux  et  de  f  ci  A.  Parmi  eux  on  doit 
signaler  on  particulier  la  forme  ^  définie  par  l'équation 


22 


^r=N«<NiN';, 


dans  laquelle  les  symboles  N,  n  se  rapportent  à  la  forme  mixte, 
également  nouvelle  pour  nous, 


>3) 


9 


à/ 

^^ 

dx, 

dx, 

d/ 

dA 
dx. 

àf 

dA 

ô.r. 

ô.r. 

=  («»««)<iîal  =  Ni«. 


(■)  foir  1m  rormulM(i6),  t.  I,  p.  377. 
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Nous  reconnaîtrons  dans  ce  covariant  ^  un  combinant  du  sys- 
tème yif-h  ^^,  c'est-à-dire  que  nous  démontrerons  l'équation 

(24)  U  =  G*h 

D'ailleurs,  entre  les  formes  9  et  ^  existe  la  relation,  qui  sera 
établie  incessamment  (p.  3 19), 

{,5)  ^=_|,_±T/'+lsA/. 

de  laquelle  nous  pouvons  déduire  la  forme  canonique  de  (f.  Comme 
en  effet,  d'après  ce  qui  précède,  on  a,  pour  la  forme  S  =  o, 
T  ;=  — 6(*  )>  l'équation  (a5)  donne,  en  vertu  de  (20), 

et  de  là  nous  lirons  la  forme  «p  àefk  l'aide  de  (24);  il  vient 
d'où  finalement 

Ce  résultat,  combiné  avec  (19),  nous  donne  les  autres  fonctions 
symétriques 

[x\x\+x\x\+x\x\  =  -^,  +  -^.[f^\-''^'>)\ 

En  outre  de  ces  fonctions  symétriques,  nous  pouvons  encore 
exprimer  rationnellement  (sous  l'adjonction  de  r)  le  produit  des 
différences  précité,   au  moyen  d'un  covariant  û  défmi  (^j^  étant 

(')  On  tire  cette  Tsleur  de  (i5)  pour  o  =  i,  b  =.  o. 


3i6 
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(»«) 


"  =  54 


df 

()x, 

iV 

<)A 

dp 

dj-. 

à'. 

ÔJ-f 

àf 

du 

dar. 

=  {a«-p)al«l.p* 


=  KM'.=^n'KK',KK'  n;*. 


Ce  cowariant  Q.  est  lui-même  un  combinant,   c'est-à-dire  que 
ion  a  ù^x  =  G'û  (p.  32 1),  d'où,  pour  la  forme  canonique, 


/^ii  =n'  =  r»n^  =  6r' 


-^T*[x\-y\)[y\-r\][x\-j\] 


;*)• 


Le  produit  des  différences  des  cubesy\,j\,j\,  c'est-à-dire  la 
racine  carrée  du  discriminant  de  l'équation  (ai),  est  donc  donné 
par 

6r»* 


(29) 


J\-X 


\A-x\] 


[Xi'      Xl) —         Kn» 


Il  est  à  remarquer  ici  que  ]e  signe  du  second  membre  n'est  pas 
déterminé  parce  que  c'est  r^  et  non  pas  r  qui  a  été  trouvé  par  l'é- 
quation (17).  L'expression  (29)  renferme  donc  encore  le  facteur 
irrationnel 


'"vf 


H^"-!-  2o/ï-*^»—  «• 
4t(/y»  — a»)        ' 


et  la  valeur  numérique  de  l'expression  placée  sous  le  radical  se 
compose  d'une  quantité  complètement  donnée  dépendant  unique- 


b* 


ment  de  —  et  d'un  facteur  b^  à  choisir  arbitrairement,  lequel  fac- 
teur, comme  on  le  voit,  sort  de  l'irrationalité. 


(')  Le  fait  que  le  dcterniiiiant  se  transfuriiic  en  ce  produit  dans  le  calcul  te  rérifie 
Irèft-simplctuent  en  observant  qu'il  s'annule  lorsque  deux  des  quantités^  deviennent 
égales  lune  à  l'autre,  et  qu'il  doit  être  symétrique  par  rapport  aux  trois  cubes.  Pour 
la  détermination  du  Tactcur  numérique,  il  suffit  de  calculer  un  terme. 
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ATaide  des  expressions  trouvées,  on  peut  maintenant  représenter 
les  cubes  et  le  produit  des  deux  covariants  irrationnels 

(3o)  3V.=j\  +  zxl-hi*jl     ^  =  x\-ht*j^\-^irl 

Si  nous  considérons  dans  le  calcul  de  ces  cubes  les  relations 

iH-  î  4-  î*  =  o, 

nous  trouvons  immédiatement,  en  ayant  égard  à  (19),  (ay)  et  (29), 
/  8r9(aTL»+  3t,')  =  <2r«|(/r,  —  i^ab) 

2  4 

On  voit  parles  deux  premières  équations  que  les  deux  covariants 
suivants  du  neuvième  ordre  sont  des  cubes  parfaits  : 

i6r»0TL»  =  ;/r,  H-  /^A/7)'  -+-  io(/r,  —  r»Aè)» 

-+-  I2r«^(/r,  —  /-AÄ)  -|-4e(i  — î)r»Û, 

ler'X»  =  ;/r,  +  r»Art)ä  H- io(/r,  —  a»a6)» 
Au  moven  des  équations  (3o),  combinées  avec  l'équation 

7. =->i +  ->','  +  .' 5' 

nous  pouvOns'enfin  calculer  linéairement  les  trois  cubes  Y\,yl,  ri 
en  dJL,  X  et  ;(;>«=  o,  /2=  o>  Ja  =  o  étant  les  équations  des  côtés 
d'un  triangle  inflexionnel. 

Si  donc  nous  extrayons  la  racine  cubique  des  quantités  (Sa), 
l'une  des  transformation^  cherchées  pour  la  réduction  à  la  j orme 
canonique  sera  donnée  par  les  racines  cubiques  des  trois  exprès- 
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sions  suivantes  : 


3j»  1=  i  (/r,  _  ,^A*)  +    on.  H-  X, 


[33] 


3/»  =  -  (/r,  -  f^lb)  4-  t^OTL  -f-  t  iWi, 
3/î  -:  -,    /r,  -  /-î Ai)  H-  I  Or^H-  «'Jt; 

p  est  aclucllenient  une  racine  de  Téqualion  hiquadratiquc(i6)  ('); 

r  esl  défini  par  (i3),  r  par  (17),  0^  et  X  par  (3a);  la  forme  ^ 
dans  OK ,  ,X  l'esl  par  (  22  )  et  £1  par  (  28  ). 

Le  problème  des  points  d'inßexion  est  complètement  résolu  par 
les  cupiations  (33).  Nous  avions  à  résoudre  une  équation  hiqua- 
dratique  et  une  équation  cubique,  la  première  caractérisée  par  l'é- 
vanouissemenl  de  l'invariant  i,  la  dernière  parla  circonstance  que 
le  produit  des  diflerences  des  racines  était  connu. 

Nous  avons  encore  à  ajouter  quelques  remarques  sur  les  nouvelles 
formations  dont  nous  avons  fait  usage  et  en  particulier  à  démontrer 
ridcntité  qui  existe  entre  ^  et  4*  ainsi  que  la  propriété  combinante 
des  formes  ^  et  il.  Nous  y  rattacherons  quelques  observations  sur 
le  système  de  courbes  de  troisième  classe  x8  4-  XG  =  o. 

Nous  avons  déduit  le  covariant  ^  introduit  par  Brioschi  de  la 

forme  mixte  (ai) 

N  =  («a«)aj«i, 

laquelle,  égalée  à  zéro,  associe  à  chaque  ligne  u  la  courbe  du  qua- 
trième ordre  des  points  x  dont  les  polaires  linéaires  relativement 
•A  fz=z  o  et  A=  o  se  coupent  sur«.  Pour  exprimer  d'abord  ^^  par  les 
symboles  0,  a  de  /,  û,  observons  que  '{/,  d'après  (22),  provient  de 

'^l^yfn'--  -(«««)«*«x(«x«^  4-rtj«^), 

si  l'on  remplace  j  par  x,  u  par  N  et  qu'on  multiplie  par  N'.  On  u 


(')  On    tire  ilire*  (cnieiil  ces   rarinos   des   racines  t  de    l'o<|ii:iiiuii   (8}Gso,   au 
moyen  do  la  tubsliliilion  (iS). 
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donc 

Ici  les  deux  termes  se  tirent  encore  de  N^N^a,,  [h,  ß  étant  écrits 
pour  a,  a),  le  premier  en  remplaçant  uparfl,^'  par  les  déterminants 
des  a,  a,  le  second  en  remplaçant  u  par  or,  jj'  par  les  déterminants 
des«, a.  On  a  par  suite 

^=  T«*«x**.9*[«*(*i3«)-t-«^(A]3«)][6^(j3««)-f  S^{bau]]. 

Le  résultat  de  la  multiplication  donne  quatre  termes.  Mais  deux 
se  transforment  l'un  dans  l'autre  par  permutation  de  lettres  ;  il  vient 
donc 

(34)  y  =  -^(î»H-2î>'-t-/';, 

relation  où 

(35)  ^'  =  -{abß){apa)a,ß^u*,b',, 

[  f"=^       {ußa){apb]a^Sa-a%bl. 

Nous  allons  actuellement  montrer  que  av'  peut  se  ramener  à  y  de 
même  qu'à  a/';  on  pourra  donc  ensuite  exprimer  toutes  les  fonc- 
tions y  par  ^.  On  a  en  effet  (en  permutant  rt  et  ^  ) 

2f'  ={abp)a^b^<Klp^[-  b^{upa)  +  a^[u^b)] 
=  {abp)a,b^ulp,[  ^.{«i«)-  u,{abp)] 
=  f  —  ^[abpYaj.b^Pj. 

d'après  l'équation  (aa),  (p.  290). 

Mais  on  a  aussi  (en  permutant  a  avec  ß) 

7.if'^[o,pa)<t^P^a^bl[-u^[abP)-^P^{aba)] 
^  [c>.pa]o^^P,a^bl{      a^{apb)  -  *^(«HJ 


^    —  ^J[^lJ  —  o^)       ^ 


"_'/(2T/— SA)     '» 


(')  Voir  l'équalion  ('|o),  p.  299. 
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Si  l'on  porte  ces  expressions  de  <p,  rf  dans  la  formule  (34),  il  vient 
(30)  ,.=_|.|_^TA 

La  première  de  ces  trois  équations  est  celle  dont  il  a  été  fait 
précédemment  usage. 

Pour  démontrer  que  les  formes  4"  et  ü  sont  des  combinants,  il 
suffit  de  montrer  qu'il  en  est  ainsi  pour  la  forme  mixte  N  dont 
toutes  deux  sont  déduites  d'après  (aa)  et  (a8).  Que  N  et  N.x  ne 
difTèrent  que  d'un  facteur,  c'est  ce  qui  s'aperçoit  déjà  par  le  fait 
que  les  polaires  linéaires  de  x  relativement  aux  courbes 

x/-f-;  A  =  o 

forment  un  faisceau  de  rayons  dont  le  centre  est  donné  précisément 
par  N  =  o.  Pour  reconnaître  dans  ce  facteur  une  puissance  de  G, 
nous  partirons  de  la  forme 


'M. 


H  =  «>_î-  «>i  =/(x)A(^)  -d(*)/(^], 


que  l'on  peut  po^er  comme  base  de  toutes  les  formations  combi- 
nantes, comme  cela  est  possible  à  démontrer  (').  Or  on  a 


l/(')M/)-M^)/(r)]a  = 


=  G(x,>)[/(x)A(^)-A(x)/{r)]. 
Donc  la  forme  H  est  un  combinant  :  H.v  =  GH. 


x/(x)-».>A(x)      G,A(x)- 

G./(x)  1 

«/(r)-+->Mr)    G,A(/)-G,/(r) 

X          > 

]/(')      A(x) 

-G,     G, 

*l/(r)      A(J.) 

(*)  yoir,  pour  plu*  de  déUiU  sur  let  e^mMiiants  des  rormes  cabiqum  tcmairM, 
l(*  Momniro  do  CU'h»ch  (>t  Gordaii  (itath.  jinnalen,  t.  VI),  et  la  huitième  Sectioo  de 
CO  Chapitre;  sur  les  combinants  en  général,  Math.  Annaicn,  t.  V,  p.  i)5. 
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Mais,  d'après  (37), 

H  =  (a^a,  —  «va^)  («i«'  -H  «5«*  +  «x^x^j  «r)' 
et  Ton  a  identiquement  (p.  3o4) 
O  =  (a,a_y  —  «_,.«,)  {««a*  -+-  «J«*  —  2«^«^ ff^-aj.)  =  [a^Xy  —  aj-a^]*, 

d'où  aussTrégalilé 

H  =  -  («x«:»  —  «j^x)  («14  -H  «i«j  -<-  4ûx«x<»>«j  )• 

Mais  on  tire  la  même  chose  de  N  =  (aaM)a^a^  si  l'on  différen- 
lie  itérativement  N  suivant  les  jr,  qu'on  multiplie  par  les^',  qu'on 
ajoute  et  qu'on  remplace  finalement  les  u  par  les  déterminants 
des  X,  y.  H  est  donc  une  forme  provenant  de  N  et  en  provenant 
par  des  opérations  linéaires.  Mais  de  même  aussi  N  provient  de 
H,  car  on  peut  poser  pour  N  la  valeur  que  prend  l'expression  (♦  ) 

i8\"^  XdjCidj'i      ôxidj,)        'Xàjr^djri      djcidri) 

"*""' \dxidr,       dxtàrjj 

lorsqu'on  y  fait  lesj^  égaux  aux  x.  La  dépendance  de  N  et  de  H 
se  trouve  par  là  démontrée,  et  il  s'ensuit  que  lafoime  N  et  con- 
séquemment  aussi  ^  et  Q  sont  des  combinants  ;  on  a 

N,,=  GN,    ^,i=G«;<,    n.i=G'a. 

Nous  avons  ainsi  démontré  tous  les  théorèmes  dont  nous  avons 
fait  usage  pour  l'établissement  des  formules  (33). 

On  aurait  pu  également  rattacher  l'examen  du  problème  des 
points  d'inflexion  à  l'étude  des  formes  adjointes  S  et  E.  Au  lieu 
des  points  d'inflexion,  il  s'agit  alors  de  trouver  les  neuf  tangentes 
de  rebroussemenl  communes  au  système  xS  -i-X^=  o.  On  recon- 
naît immédiatement  sur  la  forme  canonique  que  ces  courbes  ont 
toutes  pour  tangentes  de  rebroussement  les  droites  harmoniques 

(')  CeUe  dernière,  si  l'on  pose  symboliquement  H  =  *x*j,  peut  s'écrire  d'une 
façon  plus  concise  sous  la  forme  -{^hku)h%k^. 

Clebscb. —  Géométrie,  il,  21 
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de  y  =  o  et  forment  en  conséquence  le  système  de  courbes  do 
troisième  classe  déjà  mentionné  plus  haut  (p.  247).  S  et  6  ont  été 
en  eflet  défînis  par 

on  tire  conséquemment  de  (i4)  et  (i5) 
car  on  a 

ds'       ds'      as'      I  as' 


a«,,,       aa,„       aa,„        3    da 
Il  vient  de  même 

^=T8  a«^''î-^*'«-^''î)-^6-aA^«*'*''- 

d'où,  en  effectuant  les  calculs, 

8'  =  6(4A»-«»).v',»'3-6ia«(.'fH-p;-+-.';), 
6'=iai*{4Ä'-+-5a*)fii',p, -+-a(ioô»—  à*)a*[v\  4- p»  -f-pj). 

La  forme  des  équations  S  =  o,  G  =  o  est  donc,  en  fait,  la  même 
que  celle  des  équationsy=  o,  A=  o.  Toutefois,  pour  étudier  les 
formations  invariantes  du  système  xS  +  ^^G?  on  prend  pour  base 
deux  autres  formes  O  et  (P  de  ce  système,  formes  caractérisées  par 
la  circonstance  que  la  formation  ÛII  — fî  est  un  combinant  et 
qu'elles  satisfont  aux  conditions 

n.^=G»(xnH-)i<P),    «.^=G«(G»«-G»n). 

Elles  sont  défînies  par  les  équations  ('  ) 

In  =  S6  — T«, 
«  =  T6-'S«8. 
o 


{*)  L'introduction  dû  ces  TormationB  pormet,  par  exemple,  de  représenter  d'une 
manière  plus  concise  les  ezprcasion»  obtenues  plus  haut  pour  $^x  ^  ^aX  (P'  ^^  *^ 


LES   COCUES  DE  TKOlSltlIS  OIDU  OC  BB  TBOISltVE  CLXSSE.  333 

Pour  le  système  xll  -i-  X$il  existe  corrélativement  à  la  forme  <|/ 
une  forme  de  sixième  classe  composée  avec  F,  l'équation  en  coor- 


3oa);  on  trouve 

Foir,  pour  les  détails,  le  Mémoire  cité  de  Clebsch  et  Gordan  {Math,  ^nnalen,  t.  TI), 
Nous  mentionnerons  seulement  ici  quelques  résultats,  qui  sont  connexes  à  nos  re- 
cherches précédentes  sur  le  système  tangentiel  conjugué  à  un  réseau  de  coniques 
(p.  a5o).  Nous  avons  alors  établi  l'équation  d'une  courbe  du  troisième  ordre,  dont 
la  hessienne  est  donnée  par  i^  =  o,  la  cayleyenne  par  «^  =  o,  et  cela  sous  la  forme 

f%  ~  i{hk'x)*i,i^iy—[hh'h'){hh'x){h'h'x){h'hx)  =  o. 

Or  le  premier  membre  de  cette  équation  ne  peut  difiërer  que  par  un  facteur  de  notre 
forme  primitive/,  si  nous  posons  (voir  la  note  de  la  page  387) 

(0  6*i  =  A  =  «»,    6h»  =  S  =  «3. 

Alors  on  obtient  le  premier  terme  de  pj^  en  établissant  la  forme  6*"'  =  (ss'  x)*u  u^, 
en  remplaçant  les  u  par  «  et  en  multipliant  par  k^.  Mais  on  a  [voir  équation  (90), 
loe.  cit.] 

e'*)  =  9C-t.lse, 

a 
et  il  Tient  conséquemment,  d'après  l'équation  (4o)>  page  39g, 

(3)  6»(AA'x)»i4iV/,  =  A,-+-^SA.  =  gS'/-iTA. 

Le  deuxième  terme  de  p^  donne,  égalé  à  zéro,  la  cayleyenne  ^^~'  =  o  de  «?  =  o. 
Mais  on  a  [loc.  cit.,  équation  (99)] 

r°-^-  =  2R.(G./-G.A)=-^R-A.„ 

et  de  là  résulte,  si  l'on  représente  S  =-Gu\  sous  la  forme  xD  +  Jl^aa  moyen  des 
équations  (38), 

S^-^  =  {ss's')[ss'xXst'x){s's'x) 

=  -6\hh'h'Xkh'xXhh'x){h'h'x) 

Les  équations  (3),  (3)  nous  donnent  en  fait,  pour  p^,  la  relation  demandée 

Nous  avons  d'ailleurs  établi  l'équation  de  la  courbe  de  troisième  classe,  dont  les  po- 
laires coniques  sont  barmoniquement  inscrites  à  celles  de  p^=o  (p.  356);  celte 

21. 
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données-lignes  de  y=  o,  g  et  6  ('),  et  une  forme  de  neuvième 
classe  qui  répond  dualisliquement  à  la  forme  Û.Mais  d'après  (29), 
dans  la  forme  canonique,  û  est  devenu  le  produit  des  différences 
dej>  ',  j  \,jl'  De  môme  la  forme  de  neuvième  classe  ne  diffère  du 
produit 

(»'î-''î)(-î-",')(-î-''î) 

que  par  un  facteur.  Mais  une  équation  v]  —  »/'  =  o  est  Téquation 
du  produit  des  trois  points  d'inflexion  placés  sur  le  côtéj'j=  o, 
car  ceux-ci  satisfont  encore  à  la  condition 

.rî  -t- JÎ  =  (^1  -^r«)  (.»-I  ■+■  v't)  (ji  -+-  «V»)  =  o, 

et  l'équation  du  point  de  rencontre  d'une  ligne  y^  ■+-  t'jr»=  o  avec 
^'3  =  o  est  précisément 

La  forme  adjointe  de  neuvième  classe  représente  donc,  égalée 
à  zéro,  le  produit  des  neuf  points  d' inflexion  (  '  ). 

Et  dualistiquement  : 

La  forme  de  neuvième   ordre  Q.  [formule  (28)]  représente, 
égalée  à  zéro,  le  produit  des  neuf  droites  harmoniques. 


équatiun  est 

Mais,  en  vertu  de  (1),  on  trouve  [loc.  cit.,  équation  (9a)], 

<i'(»«'«)''*'*"»=(«^«)'«.^i«i=^i'"U, 

=:ls6-iT«, 

a  3 

et  ensuite  {'a  cause  de  l'expression  de  S^-^) 

6'(«'i')(iVii)(i'i»«)(i'/m)  =  -  (aßy){ccßu)(Kyu){ßyu) 

ot  nous  obtenons  ainsi 

-8.6'ii;  =  S6-T8  =  n. 

L'équation  II  =s  O  représente  donc  la  courbe  de  troisième  classe  dont  le  réseau  polaire 
tangentiel  est  conjugué  au  réseau  polaire  de  f=  O  (Aronbold,  loc.  cit.) 

(')  Comparez  la  représonlation  de  ♦,  loc.  cit.,  %  18. 

(•)  Sur  la  formation  du  produit  des  équations  des  neuf  tangettet  tf  in/Usnom, 
voir  Salmoü,  Lessons  on  higher  Algebra,  et  CtKkscn,  Journal  de  Crelle,  t.  58. 
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Nous  avons  vu  (p.  295 )  que  la  courbe  du  troisième  ordre  ne 
peut  avoir  qu'un  invariant  absolu  et  n'a,  par  suite,  que  deux  inva- 
riants. Nous  nous  proposons  d'utiliser  cette  circonstance  pour  dé- 
montrer la  proposition  obtenue  plus  haut  géométriquement,  qui 
consiste  en  ce  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  tan- 
gentes menées  d'un  point  de  la  courbe  du  troisième  ordre  à  cette 
dernière  est  constant,  et  pour  exprimer  l'invariant  absolu  en  fonc- 
tion de  ce  rapport  anharmonique  de  la  courbe. 

Si  l'on  a  rt'  =  o,  l'équation  du  produit  des  quatre  tangentes 
que  l'on  peut  mener  de^  à  la  courbe  y  ^  ai  =  o  est  (p.  226) 

4/DV-  3(D/)*=  4ai  b^b^-  3«««,  blb^  =  o 
=  Ai  =  Bi=Ci, 

courbe  du  quatrième  ordre  qui,  d'après  sa  nature  spéciale,  est 
coupée  par  toute  ligne  u  en  quatre  points  dont  le  rapport  anhar- 
monique est  le  même.  Donc  la  courbe  de  quatrième  classe  (t.  I, 

p.  348) 

*=(AB«)*=o, 

dont  les  tangentes  rencontrent  la  courbe  A^  en  quatre  points  équi- 
anharmoniques,  ou  bien  est  touchée  par  toutes  les  lignes  u,  ou 
bien  représente  encore  le  point  j^^.  La  forme  (ABu)*  doit,  en  con- 
séquence, se  décomposer  en  deux  facteurs,  dont  l'un  est  indépen- 
dant des  u,  l'autre  des  A,  B.  Mais  ce  dernier  ne  peut  être  que 
Uy,  comme  on  l'aperçoit  de  suite  géométriquement.  Or,  comme 
(ABu)*  est  une  formation  invariante,  il  ne  reste  plus  pour  le  pre- 
mier qu'une  expression  invariante  dépendant  uniquement  des 
coefficients  de  la  forme  primitive  f  et  du  quatrième  degré  par 
rapport  à  ces  coefficients,  c'est-à-dire  l'invariant  S.  On  a  donc(') 

{89)  /=(AB«)*=cSttj., 

et  de  même 

(4o)  y  =  (ABii)*(ACtf)*(BCu)»=c'T««, 


(')  Les  invariants  et  les  covariants  de  la  forme  binaire  donnée  par  les  quatre 
tangentes  issues  de  y  ont  été,  dans  ces  derniers  temps,  complètement  représentés 
par  Harnack  au  moyen  des  invariants  fonctionnels  de  /  {Math.  Annalen,  t.  IX, 
p.  ai8). 
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c,  d  désignant  des  facteurs  numériques.  Or  le  rapport  anharmo- 
nique  des  quatre  rayons  A*  =  o  dépend,  comme  on  sait,  de  l'in- 
variant absolu 

t  —  tL  ?! 

il  est  donc  indépendant  de  jj  ce  qu'il  fallait  démontrer.  Nous 
avons  en  particulier  ce  théorème  : 

Le  rapport  anliarmonique  d'une  courbe  du  troisième  ordre  est 
équianharmonique  en  cas  d' évanouissement  de  l' invariant  S,  har- 
monique en  cas  d' évanouissement  de  l'invariant  T.  Une  courbe 
équiaîiharmonique  est  donc  caractérisée,  d'après  ce  qui  précède, 
par  le  fait  que  sa  liessienne  se  décompose  en  trois  droites  et 
qu'aux  points  doubles  de  cette  courbe  les  tangentes  d'inflexion 
se  coupent  trois  à  trois,  une  courbe  harmonique  par  la  circon- 
stance que  la  liessienne  de  sa  hessienne  n'est  autre  que  la  courbe 
primitive  (p.  247  et  3oo). 

Nous  avons  précédemment  représenté  l'invariant  absolu  d'une 
forme  binaire  biquadratique  comme  fonction  du  rapport  anhar- 
monique  a  ;  nous  avons  trouvé  (voir  équation  (28),  t.  I,  p.  297) 

I-»  -  fl-t-a-4-a«]» 

7i  =  H 


,4-a)«(a  — «)*(i  — 2«)* 


Nous  obtenons  en  particulier,  pour  a  =  i ,  la  condition  pour 
une  racine  double  :  i^  —  6p=  o.  Mais  le  premier  membre  de  cette 
équation  doit,  dans  notre  cas,  se  confondre  avec  le  discriminant 
àef=  a\.^  à  un  facteur  près,  c'est-à-dire  avec 

6R  =  6T*  —  S«. 

Nous  avons  donc,  en  vertu  de  (Sp)  et  (4o), 

C  *»  =  c»  S"  «I» ,     Cy  *  —  c'»  r  ttj.' , 

d'où  —  =  I .  L'invariant  absolu  est  lié  avec  le  rapport  anharmo' 
nique  «  de  la  courbe  du  troisième  ordre  par  l'équation 

^^    '  1*         J*  ^  (1  -h« 


—  a)«(l  — 2«)« 
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Naturellement ,  on  a  de  môme,  pour  une  courbe  du  faisceau 
x/^-h  XA  =  o, 

et,  comme  x,  X  enti-ent  au  douzième  degré  dans  S'  et  T',  il  s'ensuit 
qu'il  existe  toujours  dans  le  faisceau  syzygétique  x.f-^}.A  =  o 
douze  courbes  de  même  rapport  anharmonique  (toutefois  il  n'y 
en  a  que  quatre  équianharmoniques  et  six  harmoniques). 

VI.  —  Courbes  du  troisième  ordre  à  point  double  ou  à  point 
de  rebroussement.  —  Leurs  dégénérations. 

Après  avoir  exposé  dans  ce  qui  précède  les  points  les  plus  im- 
portants de  la  théorie  des  courbes  générales  du  troisième  ordre, 
il  nous  reste  à  rechercher  les  modifications  que  subissent  les  rela- 
tions étudiées  en  cas  de  survenance  de  singularités,  et  spéciale- 
ment en  cas  de  point  double  ou  cuspidal  et  de  décomposition  de 
la  courbe  que  l'on  considère.  Nous  aurons,  dans  cette  voie,  à  nous 
occuper  de  deux  questions  essentiellement  distinctes  : 

1°  Quelles  sont  les  relations  nécessaires  et  suffisantes  entre  les 
invariants  fonctionnels  de  la  forme  cubique  pour  caractériser 
chaque  singularité  ? 

a°  Comment  peut-on,  en  supposant  ces  relations  satisfaites, 
représenter  les  points  ou  tangentes  singulières  qui  se  rencontre- 
ront au  moyen  des  invariants  fonctionnels  de  la  forme  primitive  ? 

Enfin  on  devrait  en  troisième  lieu  rechercher  quelles  particula- 
rités offriraient  les  diverses  courbes  covariantes  dans  les  cas  spé- 
ciaux considérés.  Toutefois,  cette  dernière  question  nous  condui- 
rait trop  loin;  même  pour  la  réponse  aux  deux  premières  que  nous 
avons  posées,  les  fragments  de  la  théorie  des  formes  cubiques  ter- 
naires donnés  plus  hautne  suffisent  pas  ;  nous  aborderons  d'ailleurs 
ces  deux  questions  pour  être  complets,  mais  en  nous  référant 
éventuellement  à  d'autres  travaux  ('  ).  Au  surplus  nous  apprendrons 
à  connaître,  dans  la  théorie  des  courbes  à  point  double  comme 


(')  Et  en  particulier  au  Mémoire  plusieurs  fois  cité  de  Clebscii  et  Gordan,  3Iath. 
Annalen,  t.  VI. 
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dans  celle  des  courbes  à  point  de  rebroussement,  de  nouveaux 
moyens  auxiliaires  pour  l'élude  de  la  Géométrie  sur  une  courbe, 
moyens  dont  l'extension  conduira  plus  tard  aux  applications  des 
fonctions  elliptiques  à  la  théorie  des  courbes  générales  du  troisième 
ordre. 

Nous  commencerons  par  l'examen  des  courbes  qui  ont  un  point 
double  («). 

Ces  courbes  sont  caractérisées  par  l'évanouissement  du  discri- 
, minant  R,  lequel  est  formé  avec  les  deux  invariants 

S  — [abc]  [abd]  [acd]  [bcd],     T  =  [abc)  {abd-)  {ace)  [bc/)  [de/)* 
de  la  manière  suivante  (p.  3o8)  : 

o 

Donc  ici  se  présente  immédiatement  la  question  de  la  détermi- 
nation du  point  double  y  dans  l'hypothèse  R  =  o.  Nous  devons 
chercher  à  découvrir  une  forme  adjointe  qui,  égalée  à  zéro,  repré- 
sente ce  point  compté  au  moins  trois  fois,  car  il  n'existe  pas  de 
forme  adjointe  de  classe  moins  élevée.  Or,  on  a  une  forme  de  cette 
nature  dans  la  forme  désignée  précédemment  (p.  3aa)  par  II  et 
défînie  par  l'équation 

(i)  n  =  S6  — T«. 

Pour  le  prouver,  nous  démontrerons  d'abord  la  proposition 
auxiliaire  suivante  : 

Si  les  courbes  d  ' un  faisceau 

(2)  x«;j-4-^«"=o 

se  touchent  toutes  en  un  point  de  base  y,  il  existe  dans  le  faisceau 
une  courbe  qui  a  en  y  un  point  double;  il  existe  en  outre 

courbes  ayant  des  points  doubles  en  d'autres  points,  c'est-à'-dire 

(  '  )  On  trouvera  des  point«  nombreux  de  la  théorin  de  ce«  courbes  traites  plus  en 
détail  dans  l'Oiivrago  de  Salmon,  ainsi  que  dans  Wktb,  Theorie  der  meknUmtigen 
gtometrischen  Elemeiitargebilde,  Leipzig,  1869. 
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que,  parmi  les  3(/i  —  i)'  courbes  à  point  double  Jigurant  en 
général  dans  un  réseau,  deux  se  confondent  avec  celle  qui  a  un 
point  double  eny[^). 

Comme  les  courbes  (a)  ont  toutes  la  même  tangente  en^,  on 
peut  poser  «""'  a,  =^  p«y~'  «/>  P  étant  une  constante.  Pour  X  =  —  p, 
on  obtient  par  suite  une  courbe  qui  a  en  ^  un  point  double,  ainsi 
qu'il  a  été  énoncé.  Soient  ensuite  zeit  deux  points  quelconques; 
relions  projectivement  chacun  des  deux  faisceaux 

xo.«""* -I-Xa.ai"*  =  0     et     xa^a^-' -f- X«^«^-' =  O 
au  faisceau  de  polaires 

(3)  xfl^«i-'-+->aj,«J-»  =  o. 

Les  points  d'intersection  des  polaires  correspondantes  en- 
gendrent respectivement  les  deux  courbes 

(a.aj,— aj,a^)«^-*«:^-»  =  o     et      (o^a^  —  a^.«,)«^-' a;;^' —  O, 

ou,  si  l'on  pose  m/=  (/z)i,  Vi=  {j^)ii 

(4)  (aa«)a»-»a^-'  =o     et      (aa^)  «;^-' a^"' =  o. 

Ces  dernières  se  coupent  en4(«  —  i)"  points;  on  s'assure  facile- 
ment que  3  (/z  —  i)^  de  ces  points  de  rencontre  tombent  aux  points 
doubles  du  faisceau  (a),  tandis  que  les(n  —  i)^  restants  sont  iden- 
tiques aux  points  de  base  du  faisceau  (3).  Actuellement,  si  une 
courbe  (3)  telle  que  a"  =  o  a  un  point  double  enj^',  on  démontre 
aisément  (  au'  moyen  de  la  méthode  employée  à  la  page  98  )  que 
chacune  des  deux  courbes  (4)  si  également  enj^  un  point  double. 
Ces  courbes  se  coupent  donc  encore  en  ^{^n  —  i)-  —  4  points 
simples;  parmi  eux(/z — i)- —  2  tombent  nécessairement  aux  points 
de  base  simples  du  faisceau  (3);  il  ne  reste  donc  plus  que 

4(„  _  i)«_  4_  [(„  _  ,)«_  2]—  3(/i  —  i)'—  a 
points  où  les  courbes  du  faisceau  peuvent  avoir  un  point  double. 

c.    Q.    F.    D. 
(')  CRCM05A,  Einleitung  in  die  Theorie  der  ebenen  Curven,  n*  88. 
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Considérons  maintenant  en  particulier  le  faisceau  (  '  ) 
(5)  x«j-+->«»  =  o, 

Ux  =  o  étant  une    droite  quelconque.  Soit  R,x  le  discriminant  de 
la  courbe  (5  )  et  soient  Sxx,  T,\  ses  deux  invariants.  On  aura 


(6) 


2  2.3  a.i.4 


S.X  =  x*s  +  xn^s  4-  -  x«).»  (?«S4-  -Aï  x>»  j»s  +  — ^-;rX***s, 


T,x  =  x«T4-  x'X^-f-  -  xn«  (J»T-i- .  .  .  -f-  >•  ^T, 
2 


le  symbole  d'opération  $  étant  défini  par 


Or  on  trouve 


dv 


àaa-h 

i,  I'.  h 


^S  z=S\[abc)  [abu]  [acu)  (6ctt)]  =  o, 
,?S  =  ^[(öW)(«Ä«)  [aeu]  [bfu)  [de/Y] 

=  [abu)*  (e/«]«  {aeu){b/u)  =  F. 
JF  =  o. 


Par  conséquent,  il  vient 

(7) 


(  S.i  =  x»(xS-h4>8), 
T,^=  x*(x«T  4- 6xXG-+- 3).«F). 


=  x«[x^R  -h  2xn(6T6  -  S«8) 

4- 2x«).«(i8g« -+- 3TF  — 4S»«) 

4- I  x>»(27GF  -  8«')  4- 9>*F«]. 
Donc,  dans  un  faisceau  de  courbes  du  troisième  ordre  oiißgure 


(')  Pour  In  méthode  employée  dans  ce  qui  •uit,  voir  Bkuiitb,  Journal  de  Creli», 

t.  84,  p.  3oo,  et  Li:<DEiiAN!(,  iln'd.,  p.  3o]. 
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une  droite  comptant  trois /ois,  il  n'y  a  plus  que  quatre  courbes  à 
point  double. 

La  courbe  a*  =  o  peut  avoir  elle-même  un  point  double  enj', 
de  sorte  que  R  =  o.  Alors,  dans  R,i,  tous  les  termes  doivent  ren- 
fermer le  facteur  «y,  car  si  a^  est  égal  à  zéro,  toutes  les  courbes  du 
faisceau  (  5  )  ont  évidemment  en  y  un  point  double.  Le  second 
terme  de  R,\  est  surtout  important  pour  nous;  nous  allons  montrer 
qu'il  est  proportionnel  à  la  troisième  puissance  àeuy.  Considérons 
dans  ce  but,  à  la  place  du  faisceau  (5),  le  faisceau 

{9)  xa^-t- /«j,i',«'j,  =  o. 

Désignons  par  R|,^  le  discriminant  d'une  courbe  de  ce  faisceau,  en 
sorte  que  Ton  ait 

R;x  =  x«R-f-x»>)LR,-h  .... 
en  posant 

Or  on  a,  d'après  (8), 

^  ^-^  «,tt*ttA  =  12  (tS  -  g  S'S  j  =  12«  =  12«^ 

il  vient,  par  suite, 

Actuellement,  si  l'on  a  R  =  o  et  u^  =^  o,  toutes  les  courbes  (9)  se 
touchent  en  y^  et  la  courbe  a^  =  o  doit  être  comptée  deux  fois, 
d'après  un  lemme  précédent.  Pour  l'équation  R,i  =  o,  la  valeur 
X  =  o  sera  donc  une  racine  double;  il  suit  de  là  que  non-seule- 
ment Ç  =  i/',  mais  aussi  UrVrWr  renferme  le  facteur  Uy,  ce  qui 
n'est  possible  que  si  m'  est  proportionnel  à  u'.  Notre  proposition 
est  par  là  démontrée. 

Au  lieu  de  la  forme  II  on  peut  introduire  la  forme  Ç  définie  par  (i), 
car  on  a,  à  cause  de  R  =  o, 

Ç.^Te-gS»8 

Cl  es 
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Nous  avons  donc  l'équation  (  '  ) 

et  les  coordonnées  du  point  double  y  se  déterminent  par  la  pro- 
portion continue 

y\'x\yt'y\xt''  ••  '•xxy%yt  —  -^\\\'-ifui''  •••  '-^lu^ 

où  Ton  a,  pour  G  =  m',  8  =  u', 

Après  que  le  point  double  a  été  ainsi  trouvé,  on  peut  mettre 
l'équation  de  la  courbe  sous  une  forme  canonique  très  simple. 
Deux  côtés  du  triangle  de  base  qu'il  convient  d'introduire  sont 
donnés  par  les  deux  tangentes  du  point  double  et  se  trouveront 
conséquemment  par  décomposition  de  l'expression  a^  a^  en  ses 
deux  facteurs  linéaires  (t.  I,  p.  i3i);  le  troisième  côté  est  formé 
par  l'unique  ligne  inflexionnelle.  On  n'a  plus  en  effet  que  trois 
points  d'inflexion  \  les  six  autres  sont  rassemblés  au  point  double 
(p.  27  et  71  ),  puisque  la  hessienne  A  =  oy  a  elle-même  un  point 
double  et  que  ses  deux  branches  y  touchent  celles  de  la  courbe 
primitive.  Les  trois  points  d'inflexion  sont  naturellement  encore 
sur  une  droite,  et  c'est  cette  dernière  qui  doit  former  le  troisième 
côté  de  notre  triangle  de  coordonnées.  Pour  la  trouver,  il  nous  faut 
chercher  les  courbes  évanouissantes  du  faisceau 

(10)  x/h-).a=o, 

lesquelles  sont  en  général  données  par  l'équation  du  quatrième 
degré  G(x,  X)  =  o.  Or  cette  dernière,  par  suite  de  ce  qu'en  vertu 
de  R  =  o  ses  deux  invariants  s'évanouissent  (p.  807,  et  1. 1,  p.  299 
et  suiv.),  a  trois  racines  égales. 

//  existe  donc  dans  le  faisceau  (lo)  deux  courbes  qui  se  dccom- 


(')  On  peut  appliquer  U  même  méthode  pour  démontrer  que 

'rt»  •  •  • 


^  "■"»"*•    •-"J' 


«i  R  =  o,  R  désignant  le  discriminant  d'une  courbe  du  n''^***  ordre  et  jr  »on  point 
double.  Foir  auMi  Sylvester,  Philosophical  MaguMtm;  4*  *érie,  t.  III,  iSSa. 
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posent  en  trois  droites ,  la  première  comptant  trois  fois  et  la 
seconde  une  fois  seulement. 

La  première  ne  donne  pas  d'ailleurs  de  triangle  proprement  dil, 
car,  ainsi  qu'on  peut  le  démontrer  en  effectuant  par  des  considé- 
rations de  limites  le  passage  de  la  courbe  générale  à  la  courbe 
spéciale  et  en  ayant  égard  à  ce  que  six  points  d'inflexion  sont 
réunis  au  point  double,  elle  se  compose  des  lignes  qui  joignent  le 
point  double  aux  trois  points  d'inflexion.  La  dernière,  au  contraire, 
se  compose  de  la  ligne  inflexionnelle  et  des  deux  tangentes  au 
point  double  ;  deux  côtés  nous  sont  donc  déjà  connus  par  décom- 
position de  l'expression  ay  a'^  en  facteurs  linéaires,  et  il  est  ainsi 
facile  de  trouver  les  coordonnées  du  troisième  côté.  Soit  Xj  =  o 
l'équation  de  ce  dernier,  et  soient  Xi  =  o,  x^  =  o  les  équations  des 
tangentes  au  point  double.  L'équation  de  la  courbe  peut  toujours 
être  mise  sous  la  forme 

/^aorj-f-  Px\-\-  ôy^iJ-ja-j  =:0, 

car  cette  courbe  aen  j:,  =o,  jt^^o  un  point  double  et  ces  côtés  eux- 
mêmes  du  triangle  pour  tangentes  ;  ensuite  Xg  =  o  coupe  la  courbe 
aux  points  d'inflexion,  puisque  l'équation  de  la  hessienne  devient 


I 


«J-j        7X3        '/Xj 

7X3      p^j      y-rj 
'/.r,      y. ri        o 


=  y»(2y.ri  XjXa  —  a.rj  —  Px\); 


la  hessienne  ne  rencontre  donc  la  courbey  =  o  en  dehors  du  point 
double  qu'au:^.  points  où  celle-ci  est  rencontrée  par  ^-3  =  0.  Mais 
nous  pouvons  encore,  en  modifiant  la  définition  des  coordonnées  x, 
faire  disparaître  dans^  les  constantes  a,  j3,  y  au  moyen  de  la  mul- 
tiplication par  des  facteurs  convenables,  ce  qui  correspond  à  la 
circonstance  que  la  courbe  du  troisième  ordre  à  point  double  n'a 
plus  d'invariant  absolu  (c'est-à-dire  plus  de  constante  qui  la  carac- 
térise absolument).  Il  résulte  aussi  de  ce  dernier  fait  que  toute 
courbe  C3  à  point  double  est  représentable  sous  la  forme  précé- 
dente, car  une  telle  courbe  peut  être  transformée  en  une  quelconque 
de  même  nature.  Nous  avons  par  conséquent  ce  théorème  : 

L'équation  d'une  courbe  du  troisième  ordre  à  point  double 
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peut  toujours  être  amenée  d 'une  seule  manière  à  la  forme 
(il)  /^x»H-x*-»- 6x,x,x,  =  0, 

et  iéfjualion  de  la  hessienne  est  alors 

•g  A  ^  2J-|  JTjar,  —  X*  —  x\=z  o. 

Le  faisceau  y.J+  ^A  =  o  ou 

(12)  (xj-f-  xj)  (x  — 6>)  -+-6j:,j-,x,(x  -+-  2^)  =0 

ne  renferme  maintenant  en  fait  que  deux  courbes  évanouissantes, 
répondant  aux  valeurs  z  =  6X  etx  = —  aX.  On  reconnaît  d'ailleurs 
qu'en  ce  qui  concerne  la  situation  des  sommets  du  triangle  de  base 
sur  la  ligne  inflexionnelle,  a  lieu  le  même  théorème  que  pour 
une  courbe  générale  (p.  234)*,  ceux-ci,  en  effet,  sont  déterminés 
par  les  lignes  Xi  =  o,  x.i=  o,  tandis  que  les  points  d'inflexion  le 
sont  par  x\~\-x\=  o.  En  conséquence  : 

Les  tangentes  au  point  double  coupent  la  ligne  inflexionnelle 
en  deux  points  qui  représentent  la  forme  hessienne  relative  à  la 
forme  cubique  binaire  donnée  par  les  trois  points  d'inßexion.  Le 
covnriant  Q  de  cette  dernière  est  déterminé  par  les  trois  droites 
harmoniques  des  trois  points  d' inflexion  (  '  ). 

Ces  trois  lignes  passent  par  le  point  double  comme  la  polaire 
d'un  point  quelconque  ;  le  théorème  que  nous  venons  d'énoncer  a 
donc  lieu  aussi  bien  pour  les  rayons  du  faisceau  déterminé  par 
le  point  double  que  pour  les  points  de  la  ligne  inflexionnelle 
jrt  =  o.  Au  surplus,  pour  ce  qui  concerne  la  réalité  des  points 
d'inflexion,  il  en  est  de  môme  que  pour  ce  qui  concerne  les  points 
de  base  d'une  forme  cubique  considérée  relativement  à  la  forme 
hessienne.  Donc,  parmi  les  trois  points  d'inflexion,  deux  sont 
imaginaires  conjugués  et  un  réel  si  les  tangentes  du  point  double 


(')  On  peut,  en  général  {voir  la  suite  du  texte),  relier  la  géométrie  sur  la  courb« 
h  la  théorie  des  formes  cubiques  binaires,  en  prenante  cet  cflTet  les  rayons  allant  du 
point  douhic  aux  trois  points  d'inflexion  comme  rayons  de  basc,ain»i  que  l'ont  fait  Ickl 
{Math.  Annalen,  t.  VI,  p.  633),  et  Rnsr.xow  {Ueber  Curvtn  dritter  Onlnung  mit  Dop- 
pelpunkt, Breslau,  1873),  sans  employer  la  Torme  canonique.  Nous  reviendrons  plus  tard 
sur  ce  sujet  en  traitant  des  courbes  de  genre  tcro. 
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sont  réelles^  au  contraire,  tous  sont  réels  si  les  tangentes  du  point 
double  sont  imaginaires,  c'est-à-dire  si  ce  dernier  est  un  point 
isolé  (*). 

Nous  pouvons  d'ailleurs  établir  une  liaison  entre  la  géométrie 
sur  la  courbe  et  la  géométrie  dans  le  faisceau  de  rayons  déterminé 
par  le  point  double,  car  tout  rayon  de  ce  dernier  ne  rencontre 
plus  la  courbe  qu'en  un  seul  point.  La  courbe  est  donc  représentée 
sans  ambiguïté  sur  le  faisceau  de  rajons  et  par  suite  aussi  sur  une 
droite  quelconque.  Pour  donner  à  cette  relation  une  expression 
algébrique,  pour  exprimer  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe 
par  celles  du  rayon  correspondant  dans  le  faisceau ,  nous  recourrons 
au  mode  de  tracé  des  courbes  du  troisième  ordre  indiqué  par  Chasles 
et  où  l'on  emploie  un  faisceau  de  rayons  et  un  faisceau  de  coniques 
projectif  relativement  au  premier  (p.  268).  Une  courbe  à  point 
double  prend  en  eßet  naissance  lorsque  l'on  place  le  sommet  du 
faisceau  de  rajons  en  l'un  des  points  de  base  du  faisceau  de  co- 
niques, car,  le  faisceau  de  rayons  étant  donné  par  a:<  -t-  Xxa  =^  o, 
l'équation  d'un  faisceau  de  coniques  projectif  de  l'espèce  annoncée 
sera  de  la  forme 

A  J^,  -H  B.rj  H-  >(Cxi  +  Dx,)  =  O, 

A,  B,  C,  D  étant  linéaires  par  rapport  aux  quantités  x,  et  l'on  ob- 
tient par  élimination  de  X 

(AoTi  -h  Bj^sI-^î  —  [^^\  -f-  DjtjJxi  =  o, 

équation  dans  laquelle  chaque  terme  est  au  moins  du  second  ordre 

en  Xij  X2'  c.  Q.  F.  D. 

En  se  fondant  sur  ce  mode  de  description,  on  peut  aussi  effectuer 

la  construction  de  la  courbe  si  le  point  double  o  et  six  autres 

points 

I,  -2,  3,  4.  5,  G 


(')  Comment  la  première  de  ces  courbes  dérive  de  la  courbe  générale  C,,  c'est  ce 
qui  a  été  montré  p.  2i3;  quant  à  la  courbe  à  point  isolé,  on  peut  imaginer  qu'elle 
provient  de  la  courbe  3  de  \aßg.  24,  l'ovale  se  rétrécissant  de  plus  en  plus  de  façon 
à  se  réduire  à  un  point. 
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sont  donnés.  Nous  emploierons  par  exemple  les  points  o,  i,  a,  3 
comme  points  de  base  d'un  faisceau  de  coniques;  nous  rapporterons 
à  la  conique  qui  passe  par  4  le  rayon  o4>  à  celle  qui  passe  par  5  le 
rayon  o5,  à  celle  qui  passe  par  6  le  rayon  o6;  la  relation  projective 
entre  le  faisceau  de  rayons  et  le  faisceau  de  coniques  est  alors  fixée. 
Si  l'on  imagine  encore  que  cette  relation  soit  établie  de  même  par 
le  faisceau  de  tangentes  des  coniques  en  Tun  des  points  i,  a,  3 
(p.  95),  la  construction  du  point  d'intersection  d'un  rayon  quel- 
conque passant  par  o  avec  la  courbe  n'offre  plus  désormais  de 
difticulté. 

Pour  obtenir  immédiatement  l'équation  de  la  courbe  sous  la 
forme  (  1 1  ),  il  suflGt  de  prendre  le  faisceau  de  coniques  sous  la  forme 

(i3)  XxJ  —  xj -+- 6jr,Xj  =  o, 

Xi-+-y^Xi=  o  étant  encore  le  faisceau  de  rayons.  Mais  de  (i3) 
résulte,  pour  x^  =  —  "^x^, 

(i4)  X, -+- >*Xi  —  6>x,  =  o. 

Nous  trouverons  donc,  en  écrivant  -  au  lieu  de  X, 

/* 

u*  H-  ).» 
arx,  =  X,      ff«,  =  —  a,      (T  J-,  =  ^—^ ) 

ou,  en  multipliant  par  6Xfx, 

(  1 5 )  px,  =  6X'  a,     p.r^  =  —  6> f*',     px^  z=y}-\-  II*. 

Les  coordonnées  des  points  de  la  courbe  se  représentent  donc 

comme  des  Jonctions  du  troisième  degré  d' un  paramètre  -»  X,  ^ 

étant  les  coordonnées  des  rayons  du  faisceau  déterminé  par  le 
point  double,  rapportés  aux  tangentes  du  point  double  comme 
rayons  de  base;  alors  à  chaque  point  de  la  courbe  correspond  un 
rayon  du  faisceau,  et  réciproquement. 

Cette  représentation  au  moyen  d'un  paramètre  est  surtout  utile 
pour  l'étude  de  la  Géométrie  sur  la  courbe.  Nous  allons,  en  en  faisant 
usage,  traiter  quelques  problèmes  que  plus  tard  nous  traiterons 
d'une  manière  semblable  à  l'égard  des  courbes  du  genre  zéro. 
Coupons  la  courbe  par  une  droite  quelconque  u\  les  valeurs  du 
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paramètre  qui  correspondent  aux  points  d'intersection  se  déter- 
minent au  moyen  de  Téquation  du  troisième  degré 

6l*ltUi  —  6^11* ttt  ■+-  {>»  -4-  I*»)«,  =  G. 

Divisant  cette  dernière  par  u^u^,  nous  avons  relativement  à- 

une  équation  dont  le  terme  constant  est  toujours  égal  à  l'unité, 
de  quelque  manière  que  la  droite  ait  été  choisie.  Si  donc  on  désigne 
par  Taddition  d'indices  les  racines  de  l'équation,  on  a  toujours 

(i6)  }lhh=^^^ 

f*i  ."*»  .=*» 

et  l'on  peut  par  cette  relation  déterminer  le  troisième  point 
d'intersection  de  toute  droite  si  les  deux  autres  sont  connus. 

Si  en  particulier  la  courbe  est  touchée  par  la  droite  u,  deux,  des 
racines  sont  égales  entre  elles,  et  nous  avons 

(.7)  ^  =  -^- 

Cette  équation  détermine  les  deux  points  de  contact 

(.8)       h^^jz:^,    h=_jz^ 

'  '  f*i      y    *j      f*i      V    >3 

des  tangentes  menées  d'un  point  (X3,  ^3)  rfe  la  courbe  à  cette  der- 
nière, ou  inversement  le  point  tangenliel  [7.^,  //j)  du  point  {\^,^^). 

Si  enßn  la  ligne  u  est  une  tangente  d'inflexion,  il  vient 
— -  =  —  I      ou     >.'  -f-  tt*  =  o, 

c  est-à-dire  j:3=o  comme  cela  doit  être.  Leséquations  (18)  donnent 
immédiatement,  en  vertu  de  ce  fait  que  les  deux  valeurs  de  ).|'."i 
ne  diffèrent  que  par  le  signe,  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  joint  au  point  double  les  points  de  contact  des  deux 
tangentes  que  l'on  peut  mener  à  la  courbe  par  un  point  de  cette 
dernière,  les  lignes  de  jonction  sont  situées  harmoniquement  par 
rapport  aux  tangentes  du  point  double.  Tous  ces  couples  de  rayons 
forment  par  suite  Vinvolution  quadratique  des  premières  polaires 
Clebs«h.  —  Géométrie,  II.  a» 


338  TOME  II.  —  cüAPirac  ii. 

(la  la  forme  binaire  cubique  représentée  par  les  lignes  dirigées 
vers  les  points  d'inßcxion  (  •  ). 

Par  là,  à  tout  point  de  la  courbe  correspond  un  second  point,  et 
deux  points  correspondants  ont  le  môme  point  tangentiei  et  for- 
ment conséquemment  un  couple  de  pôles,  en  employant  ce  mot 
comme  lorsquMl  s'est  agi  des  courbes  générales  du  troisième  ordre 
(p.  258).  Mais  en  cas  de  point  double  il  n'existe  sur  la  courbe 
qu'un  seul  système  de  ces  couples,  et,  en  effet,  une  courbe  du  troi- 
sième ordre  du  faisceau  (la)  ne  peut  être  considérée  comme  hes- 
sienne  qu'à  l'égard  d'une  courbe  unique  du  même  faisceau,  car 
les  coefficients  deviennent,  par  l'isolement  d'un  facteur  quadra- 
tique commun,  linéaires  en  x,  X.  La  ligne  qui  joint  les  points  d'un 
couple  de  cette  nature  enveloppe  la  cayleyenne  (p.  aa4)»  cl  en 
conséquence  nous  pouvons  aisément  établir  l'équation  de  cette 
dernière.  L'équation  d'une  ligne  de  jonction  telle  que  celle  dont 
nous  parlons  est  en  effet,  d'après  (i8), 


X,  x,  X, 

6).'.t*      6>oi*       ^»— ÎL» 


=  o, 


ou,  en  effectuant  le  calcul, 

>fi(|**j:,  —  À^r,  —  6>'f*'x,)  =  o. 

La  cayleyenne  se  décompose  donc  et  comprend  :  i"  le  point 
double;  2.°  une  conique  dont  les  tangentes  sont  données  par 

<^t  dont  l'équation  est  par  suite 

6«,«,  -f-  «J;=.  o. 

Cette  courbe  touche  donc  les  tangentes  du  point  double  en  leurs 
points  de  rencontre  avec  la  ligne  inflexionnelle. 


(')  Foir  1. 1,  p.  359.  Le  fait  que  lea  polaires  quadratique«  d'une  forme  binaire  cu- 
bique forment  en  réalité  une  involution  dont  les  èicments  doubles  sont  donnés  par 
la  forme  hcssicnno  s'aperçoit  immédiatement. 
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Nous  allons  encore  utiliser  la  relation  (17)  pour  l'étude  de  cer- 
tains polygones  inscrits  à  la  courbe.  Nous  partons  d'un  point  quel- 
conque X„  de  la  courbe  l).o  est  mis  pour  —  j  et  nous  menons  de  ce 

point  une  tangente  à  la  courbe,  tangente  dont  le  point  de  contact 
seraX,,  puis  de  ce  dernier  nous  mènerons  une  tangente  dont  le 
point  de  contact  sera  en  Xj,  et  ainsi  de  suite.  On  se  demande  com- 
ment doit  être  situé  le  point  X^  pour  que  le  polygone  soit  fermé, 
c'est-à-dire  pour  que  le  n'*"**  coté  du  polygone  ainsi  construit  passe 
par  le  point  de  départ  (  *  ).  Or  on  a,  d'après  (17), 

H  'l  'i  'n—l 

et,  par  conséquent,  les  paramètres  de  ces  points  sont,  en  suivant 
l'ordre  inverse, 

•\  1  -i-î  \  \i  \  -A-i)''  \    •i(-l)" 

Donc,  pour  la  détermination  des  points  qui  peuvent  servir  de 
points  de  départ  pour  la  construction  d'un  polygone  fermé 
).,  =  X„,  on  a  V équation 


20 


,(-ï)"-i 


Mais  on  n'obtient  en  réalité  un  vrai  polygone  à  n  sommets  pour 
toute  solution  de  cette  équation  que  si  n  est  un  nombre  premier. 
Si,  au  contraire,  on  a  par  exemple  n  =  mp,  p  étant  un  nombre 
premier,  ( —  2 y*  —  1  est  divisible  par  ( —  i)p  —  i ,  et  l'équation  (20) 


(*  )  Ces  polygones  ont  été  indiqués  par  Clebsch  relatirement  à  une  courbe  de  troisième 
classe  à  tangente  double.  Voir  sa  Note  sur  le  Mémoire  de  Creniona,  Sur  l'hjpocycloïde 
à  crois  rebroussements  {Journal  de  Crelle,  t.  64),  et,  pour  plus  de  détails  (surtout  en 
ce  qui  concerne  la  distinction  du  réel  et  de  l'imaginaire),  Dirëce,  Math.  Annalen,  t.  I, 
p.  009,  et  RosENow,  loc.  cit.  V hypocycloïde  s'obtient  au  moyen  d'une  courbe  générale 
de  troisième  classe  et  de  quatrième  ordre,  en  choisissant  pour  tangente  double  la 
droite  de  l'infini  et  pour  les  points  de  contact  de  cette  dernière  les  points  circulaires 
imaginaires.  Des  propositions  précédentes  du  texte  il  résulte  alors  que  deux  tangentes 
à  l'hypocycloïde,  telles  que  leurs  points  de  contact  soient  situés  sur  une  troisième 
tangente,  sont  toujours  perpendiculaires  entre  elles,  et  que  leurs  points  de  rencontre 
décrivent  un  cercle  qui,  joint  à  la  droite  de  l'infini,  forme  la  cayleyenne  de  l'hypo- 
cycloïde. 

22. 
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se  forme  de  l'équation 

>(-»/-•  =  _  I 

en  élevant  les  deux  membres  de  cette  dernière  à  la  puissance  a, 

«  étant  égal  à Nous  obtenons  donc  seulement  un  poly- 

°         (— aj'' — I  '^    -^ 

gone  à  p  sommets  qui  sera  parcouru  a  fois  pour  fournir  un  poly- 
gone à  n  sommets.  On  reconnaît  qu'une  étude  plus  attentive  de  ce 
problème  exige  des  développements  qui  appartiennent  à  la  théorie 
des  nombres,  et  à  l'aide  desquels  on  arrive  du  reste  facilement  à  le 
résoudre  ('  ). 

Nous  traiterons  encore  un  problème  analogue,  dont  (pour  les 
courbes  sans  point  double)  Steiner  a  donné  le  premier  la  solution. 
Soient  sur  la   courbe  deux  points  fixes  ayant  pour  paramètres 

~  =  p,  -  =  q.  Menons  par  p  une  droite  quelconque  qui  rencon- 

Irera  la  courbe  aux  points  X,,  X^  par  exemple.  Joignant  Xj  à  y, 
nous  obtiendrons,  comme  troisième  point  d'intersection  de  cette 
ligne,  X3,  et  soit  X,  le  troisième  point  d'intersection  de  la  ligne 
qui  joint  X3  à  p^  et  ainsi  de  suite.  Nous  construisons  ainsi  un  poly- 
gone dont  les  côtés  impairs  passent  tous  par  p,  les  côtés  pairs 
tous  par  q,  et  dans  lequel  deux  sommets  consécutifs  sont  en  ligne 
droite  avec  p  ou  q.  Nous  nous  demandons  les  conditions  de  la  pos- 
sibilité de  la  fermeture  d'un  tel  polygone,  c'est-à-dire  la  condi- 
tion pour  qu'une  droite  qui  en  fait  partie  repasse  par  X| .  Or  l'équa- 
tion (16)  nous  donne  les  conditions 

;?>,>,  =  —I,     /»>,).^  =  — I,       ....      P^^tn-i'^tn  =  —  ^  » 

7X,X,  =  — I,     çX^X,  =— I,     ....     «7>,rtA,       =1^  —  1. 

Si  nous  multiplions  toutes  les  équations  dans  lesquelles  entre  p 
les  unes  par  les  autres  et  de  môme  toutes  celles  dans  lesquelles 
entre  q,   il  en  résulte 

n  — 
p"*  z=.  17"        OU      p=:q^'  l. 


(')  On  tralto  anwl  d*nne  manière  scniblablo  la  question  de«  poly([one«  IntcriU  k 
la  courbe  du  troisième  ordre  considcrcc  comme  hessiettne  d'une  autre  courlM,  et  cir- 
eontcrits  à  la  ct^lejenne  correspondante,  roir  Rutcxow,  lue.  cit. 
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Si  donc  p  est  donné,  q  n'est  plus  arbitraire;  au  contraire  le 
point  X,  peut  encore  être  choisi  d'une  manière  quelconque.  Le  poly- 
gone se  ferme  toujours,  car  on  peut,  au  moyen  des  équations  éta- 
blies, calculer  directement  et  successivement  les  paramètres  de 
ses  sommets.  Par  conséquent  : 

//  existe  un  nombre  inßniment  grand  de  polygones  à  in  côtés 
et  m  sommets  dont  les  sommets  sont  situés  sur  une  courbe  donnée 
du  troisième  ordre  à  point  double,  dont  les  côtés  impairs  se  ren- 
contrent en  un  point  p  de  la  courbe  et  dont  les  côtés  pairs  passent 
par  un  second  point  q  de  celle-ci.  Si  p  est  donné,  il  y  aura  mul- 
tiplicité de  détermination  pour  q ,  et  pour  deux  points  corrélatifs  p 
et  q  il  existe  une  injinité  de  polygones,  puisque  le  premier  côté 
peut  être  choisi  tout  à  fait  arbitrairement. 

On  doit  d'ailleurs  observer  encore  ici  que  la  nature  du  nombre  n 
présente  de  l'importance  pour  la  supputation  des  solutions  propre- 
ment dites  du  problème.  Nous  n'insisterons  pas  pour  le  moment 
sur  ces  questions,  parce  que  plus  tard  nous  traiterons  le  même 
problème  relativement  aux  courbes  générales  du  troisième  ordre  à 
l'aide  des  fonctions  elliptiques.  D'une  manière  générale,  les  consi- 
dérations présentées  ici  sont  destinées  à  servir  d'exemples  pour 
une  méthode  d'étude  de  la  Géométrie  sur  une  courbe,  méthode 
que  nous  développerons  plus  tard  à  l'égard  des  courbes  quelconques 
de  genre  zéro,  avec  extension  aux  courbes  de  genre  quelconque  par 
le  moyen  des  intégrales  abéliennes. 

Nous  abordons  l'examen  des  courbes  à  point  de  rebroussement. 
A  leur  égard,,  suivant  ce  qui  a  été  établi  par  Salmon,  ont  lieu 
simultanément  les  conditions 


21 


T=o. 


En  effet,  S  et  T  sont  les  deux  invariants  de  la  forme  biquadratique 
représentée  par  les  quatre  tangentes  que  l'on  peut  mener  d'un 
point  d'une  courbe  générale  du  troisième  ordre  à  cette  dernière 
(p.  3a5),  et  leur  évanouissement  exprime,  par  suite,  que  parmi  les 
quatre  tangentes  trois  se  confondent,  ce  qui  n'est  possible  que  dans 
le  cas  de  survenance  d'un  point  de  rebroussement.  Il  s'agit  d'abord 
de  calculerles  coordonnées  j/ du  point  de  rebroussement  au  moyen 
des  coefficients  de/.  Nous  partirons  du  faisceau  (5),  et  nous  for- 
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merons  pour  ce  faisceau  les  formes  S,i,  Ta,  R,x;  en  vertu  de  (21). 
il  résulte  de  (7)  et  (8) 

R.i  =  X«).«  fsô/'G» -t- I  x)i (17^?  -  8S» -H  9>*F»)1 . 

Dans  un  faisceau  de  courbes  du  troisième  ordre  où  se  trouvent 
une  courbe  à  rebroussement  et  une  droite  triple,  il  existe  donc 
deux  courbes  à  point  double,  puis  une  courbe  harmonique,  mais 
pas  de  courbe  éf/uianharmonit/ue. 

Si  l'on  a  M^  =  o,  toutes  les  courbes  du  faisceau  (5)  ont  en^  un 
point  de  rebroussement;  donc  les  formes  S,  G,  F  renfermeront 
individuellement  le  facteur  Uy.  Si  Ton  a  inversement  G  =  o,  les 

T  R 

équations  -^  z=  o  et  —^=0   admettent  la  racine  X  =  0,  c'est- 

à-dire  qu'une  courbe  du  faisceau  voisine  àef=  o  a  également  un 
point  de  rebroussement;  par  conséquent,  S,i  doit  aussi  s'annuler 
pour  cette  courbe  voisine,  ce  qui  ne  se  présente  que  pour  S  =  o. 
Si  donc  G  est  nul ,  on  a  aussi  S  =  o ,  et  il  vient  S.x  =  o  pour 
toutes  les  courbes  du  faisceau.  Mais  on  a  alors 

R,x  =  9xn«.>«FS     T.T,=  3x*>.XF. 

L'équation  -^  =  o  admet  par  suite  la  racine  double  X  =  o,  et, 

T 
puisque  S,i  est  aussi  égal  à  zéro,  —  deviendra  un  infiniment  petit 

du  second  ordre  pour  X  =  o,  c'est-à-dire  que  l'on  aura  aussi 
F  =  o.  Or  on  a,  d'après  les  formules  de  Pliicker,  F  =  m^"'  si  m^  =  o 
désigne  l'équation  de  f=  o  en  coordonnées-lignes  ;  G  admet  le  fac- 
teur Uyy  et  l'on  a  F  =  o  lorsque  G  =  o  ;  on  peut  donc  poser 
G  =  uf=  V»   (•). 

On  obtient  ainsi  ce  théorème  : 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  courbe/  :=.  o 
possède  un  point  de  rebroussement  sont  S  =  o  e^  T  =  o.  Les 

(')  On  obtiendrait  lo  mente  résultat  en  Taisant  usage,  k  peu  près  comme  ci-dessus, 
des  courl)C8  d)  et  du  faisceau  (9).  Les  court>cs  (4)  ont  dans  le  cas  actuel  chacune  un 
point  double  en  jr  et  la  tangente  de  rebroussement  comme  tangente  commune  en  ce 
point.  (Crkmoma,  loc.  cit.) 
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coordonnées  du  point  de  rebroussement  se  déterminent  par  la 
proportion  continue  (  5  =  uf  ) 

Ji  '•  J'iJ''i  "^1.'"»  •  •  •  •  '  J'tXiXi^^  'm  *  'm  •  'tu*  •  •  •  *  'lîi* 

La  hessienne,  d'après  nos  explications  précédentes  (p.  29),  a 
nécessairement  an  point  de  rebroussement  un  point  triple,  et  ce 
point  est  tel  que  deux  de  ses  tangentes  coïncident  avec  la  tan- 
gente de  rebroussement.  Elle  se  compose  donc,  dans  notre  cas,  de 
la  tangente  de  rebroussement  et  de  la  ligne  qui  joint  le  point  de 
rebroussement  au  seul  point  d'inflexion  qui  reste  encore.  On  peut 
aisément,  d'après  cela,  déterminer  ce  dernier  point  algébriquement 
lorsque  les  coordonnées  du  point  de  rebroussement  sont  connues, 
car  on  peut  isoler  de  A  le  facteur  aj-a^;  l'autre  facteur  linéaire 
donne  alors  immédiatement  l'équation  de  la  ligne  de  jonction  pré- 
citée. Il  n'existe  pas  alors  de  triangle  inflexionnel  proprement  dit 
dans  le  faisceau  ytJ'-{-/.A  =  o.  En  effet,  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  G (x,  X)  =  o,  il  ne  reste  plus,  si  S  =  o  et  T  =  o,  que 
le  terme  x*  ;  cette  équation  a  donc  quatre  racines  égales  Jt  =  o  ;  le 
seul  triangle  ainsi  déterminé  est  conséquemment  la  courbe  A 
elle-même.  Un  système  de  coordonnées  conforme  à  la  nature  du 
sujet  et  propre  à  l'établissement  d'une  forme  canonique  nous  est 
d'ailleurs  donné  par  les  lignes  suivantes  [voir  ci-après ßg.  3o)  : 

la  ligne  joignant  le  point  de  rebroussement  et  le  point  d'inflexion. .     Xj  =  o 

la  tangente  de  rebroussement x,  =  o 

la  tangente  d'inflexion.    x^=io 

Sous  le  bénéfice  de  cette  fixation,  l'équation  de  la  courbe  prend 
la  forme  (  voir  p.  3o) 

(aa)  x»  —  3x*a:3=o, 

et  l'équation  de  la  hessienne  devient,  comme  cela  devait  être. 


JC 


J         "         •*! 


^  A  ^      o      .rj       o    i  ^  —  x\Xi=o, 

\   Jr^       o        o    1 

La  cayleyenne  est  enveloppée  par  les  premières  polaires  des 
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points  de  la  hessienne.  Or  la  polaire  d'un  point  z  placé  sur  j:i  =  o 

est 

x*z,  — xJ*,=  o, 

c'est-à-dire  un  couple  de  lignes  dont  le  sommet  est  situé  au  point 
de  rebrousscment,  et  la  polaire  d'un  point  2  de  0:3=  o  est 

c'est-à-dire  un  couple  de  lignes  composé  de  la  tangente  de  re- 
broussement  fixe  et  d'une  ligne  mobile  menée  par  le  point  de 
rencontre  de  cette  dernière  avec  la  tangente  d'inflexion.  Mainte- 
nant, comme  tout  point  de  X'i^=  o  compte  doublement  en  tant 
que  point  de  la  hessienne,  la  cajlejenne  se  compose  du  point  de 
rebroussement  compté  deux  fois  et  du  point  de  rencontre  de  la 
tangente  d^ inflexion  et  de  la  tangente  de  rebroussement. 

On  reconnaît  immédiatement  sur  l'équation  (aa)  que  les  points 

de  la  courbe  peuvent  s'exprimer  en  fonction  d'un  paramètre  - 
de  la  manière  suivante  : 

en  mettant  X3  à  la  place  de  x^  y/3. 

Avec  le  secours  de  cette  représentation  nous  nous  proposons, 
comme  nous  l'avons  fait  à  l'égard  des  courbes  à  point  double,  de 
traiter  quelques  problèmes  relatifs  à  la  géométrie  sur  la  courbe. 
Cette  dernière  est  coupée  par  une  droite  u  en  trois  points  déter- 
minés par  l'équation 

«,  ix'  +  a,  ix*  X  -t-  ttj  >'  =  o, 

dans  laquelle  manque  le  terme  multiplié  par  X"|i;  pour  les  para ~ 
mètres  de  trois  points  situés  sur  une  droite  existe  donc  toujours 
la  relation 

(24)  ^4-?iÎ4--^-î  =  0. 

f*l        f*»        f*s 

Cette  relation,  comparée  à  la  relation  (16)  qui  lui  correspond 
dans  les  courbes  à  point  double,  est  d'une  nature  essentielleraent 
différente.  Nous  verrons  plus  tard,  dans  nos  recherches  générales 
sur  les  courbes  du  genre  p  =  o,  la  manière  dont  l'équation  (a4) 
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procède   de  l'équation  (i6)  par  des  considérations   de    limites, 
cette  dernière  étant  d'abord  supposée  sous  la  forme 

Si  nous  menons  maintenant  d'un  point  X^  (  z=  —  |  la  seule  tan- 
gente encore  possible  à  la  courbe,  tangente  dont  le  point  de  con- 
tact peut  être  supposé  en  X,,  puis  de  X,  la  tangente  dont  le  point 
de  contact  sera  Xj  et  ainsi  de  suite,  nous  avons 

Xo-f-aX,  =^0,     X,+  2Xj=:0,      ).,-4-  2X3=  O,         .     ,      X^,-f-  2X;.=r  0, 

ou 


A|  — /j.       A«  —  T  *o»       ^3  —  U  ^0» 

34  " 


•    ^'=(-ï)'^»- 


Les  paramètres  deviennent  donc  de  plus  en  plus  petits  et,  si  l'on 
continuele  procédé,  s'approchent  indéfiniment  de  la  valeur  zéro  qui 
correspond  au  point  d'inflexion.  Par  conséquent,  si  l'on  continue 
de  mener  des  tangentes  d'un  point  quelconque  à  notre  courbe  du 
troisième  ordre,  le  point  de  contact  s  approche  sans  cesse  du  point 
</'in/7ej:io/2.  Il  est  clair  que  l'on  ne  revient  jamais  au  point  de  départ: 
on  ne  peut  donc  construire  de  cette  manière  aucun  polygone  fermé. 
A  l'aide  de  la  dernière  proposition  on  peut  sans  peine  représenter 
sensiblement  la  distribution  des  valeurs  réelles  du  paramètre  sur 
la  courbe,  comme  le  montre  Xdißg.  3o.  Le  point  Xo  =  i  peut  ici 


encore  être  choisi  arbitrairement  sur  la  courbe,  et,  partant  de  là, 

on  peut  facilement  construire  les  points »  jj  —  tt»  •  •  •  d'après 

notre  théorème.  Le  paramètre  parcourt  sur  l'un  des  deux  chemins 
possibles  entre  le  point  d'inflexion  et  le  point  de  rebroussement 
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(c'est-à-dire  entre  o  et  oo  )  toutes  les  valeurs  numériques  posi- 
tives, et  sur  l'autre  toutes  les  valeurs  négatives  ;  il  résulte  au  sur- 
plus de  Téqualion  (24)  <]ue  deux  points  auxquels  appartiennent 
des  valeurs  paramétriques  de  signes  contraires  sont  toujours  en 
ligne  droite  avec  le  point  d'inflexion  X  =  o  (  •  ). 

La  construction  du  polygone  de' Steiner  suivant  la  manière  in- 
diquée ne  conduit  ici  à  aucun  résultat.  Si  nous  partons  en  eflet 
des  points  y?,  q^  nous  obtenons  le  système  d'équations 

p-\-\       -f- >,   =  o,     <7 -4- >,   -h  ).,=  o, 

p-hli         +  >t    =0,       7  -K  >4    -l->,=:0, 


/?  4- ),„_,-+->,„  =0,      7  -+- >,« -H  X,  r=  o, 

ce  qui  entraîne  p  =z  r/]  on  n'obtient  donc  pas  alors  de  polygone 
proprement  dit. 

En  vertu  des  formules  de  Pliicker,  il  ne  peut  exister  d'autres 
singularités  concurremment  avec  le  point  double  et  le  point  de 
rebroussement  sans  que  la  courbe  se  décompose.  Il  est  d'ailleurs 
intéressant  d'établir  d'une  manière  complète  les  conditions  algé- 
briques de  cette  décomposition  ,  et  c'est  ce  que  nous  essayerons 
de  faire  dans  ce  qui  suit. 

Si  Von  impose,  à  la  courbe  d^ avoir  deux  points  doubles,  elle 
doit  nécessairement  se  décomposer  en  une  conique  J*  =  0  et  en 
une  droite  coupant  cette  dernière  en  deux  points  séparés.  On  a 
donc 

(25)  f  =  al=zr^s%  =  r^s)  =  ..    . 

Nous  avons  vu  qu'en  cas  de  survenance  d'un  point  double  la 
forme  II  devient  le  cube  du  premier  membre  de  l'équation  de  ce 


(')  Il  est  du  reRte  facile  do  se  rendra  lemblablcmont  compta  de  la  dittribution  det 
valeurs  du  paramètre  sur  une  courbe  à  point  double.  Il  n>sulto  do  (8)  qu'au  |>oint 
double  (pour  /x  =  \),  suivant  qu'il  est  considère  comme  placé  sur  l'une  ou  sur  l'autre 
branche  de  la  courbe,  répondent  les  valeurs  A  =  o  ou  A  =  » ,  tandis  que  X=.  —  1  dé- 
termine le  seul  point  d'inflexion  réel;  puis  il  suit  de  (9)  que  deux  points  ayant  les 

valeur«  paramétriques  i  et  -  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  d'inflexion.  La  valeur 

A  =  -+- 1  donne,  d'aprùs  (17),  le  point  de  contact  de  la  seule  tangente  qu'on  peut  «ncore 
mener  du  point  d'inflexion  à  la  courbe,  et  ainsi  de  suite. 
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point  double.  Lorsqu'il  surviendra  un  second  point  double, 
n  devra  donc  être  identiquement  nul,  ce  qui  est  confirmé  par  la 
réflexion  suivante  (').  Les  invariants  S  et  T  ne  s'évanouissent 
évidemment  pas  ici  séparément,  car  autrement  la  courbe  à  deux 
points  doubles  se  déduirait  de  la  courbe  à  point  de  rebroussement 
par  des  considérations  de  limites,  ce  qui  n'est  pas  possible  [voir 
p.  34j))'  Au  contraire,  la  relation 

o 

subsiste  comme  en  cas  de  simple  point  double.  Maintenant,  la 
forme  f=  rxS^.  n'a  plus  que  les  deux  invariants 

i={rss'Y     et    J--{sss"Y. 

L'évanouissement  du  second  exprime  la  présence  d'un  troisième 
point  double;  S  ne  peut  donc  être  proportionnel  à  y",  parce  que  ce 
cas  dey  =  o  ne  peut  pas  davantage  se  déduire  de  la  présence  d'un 
point  de  rebroussement.  Si  l'on  a  au  contraire  1  =  0,  la  ligne  r 
touche  la  conique;  autrement  dit,  la  cubique  acquiert  un  point  de 
rebroussement,  et  l'on  aura  encore  S  =  o ,  T  =  o.  Ces  derniers 
invariants  deviennent  donc  proportionnels  à  des  puissances  de  i, 
et,  comme  S  est  du  quatrième  degré,  la  seule  hypothèse  possible 
est 

(26)  S  =  ci*, 

c  désignant  un  facteur  numérique,  d'où 

Comme,  d'ailleurs,  S  et  S  dérivent  de  S  et  T  par  le  procédé  de 


différentiation    y  -j-^ —  UiUkUjk  (voir  p.  284  et  293),  et  qu'on  a 


.       I  V    oS  ^        I  V    ^T 


(')  Voir  GoRDAN,    Ueber  Ciirven  dritter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  {Math. 
Annalen,  t.  III  ),  et  Gisdelfincer,  loc.  cit. 


948  TOME  II.  —  cBArnu  ii. 

il  en  résulle,  si  Ton  applique  aussi  ce  procédé  à  R  =;  o, 

(28)  6TG— S««  =  o     ou     v'6"C  =  «*«. 

ou,  après  multiplication  pariy/c   dans  les  deux  membres  et  en 
vertu  de  (a6)  et  (27), 

(29)  n  =  T8  — S6  =  o. 

Le  fait  que  l'évanouissement  identique  de  II  est  également  suf- 
fisant résulte  de  ce  qu'il  se  produit  sans  supposer  l'évanouisse- 
ment de  S  ctT,  et  que  d'autre  part,  comme  nous  le  verrons,  il  ne 
suffit  pas  pour  causer  la  présence  de  trois  points  doubles,  le  point 
double,  dans  la  circonstance  où  R  =  o,  étant  d'ailleurs  indéterminé. 

On  effectue  la  détermination  du  facteur  numérique  c  en  calculant 
directement,  à  l'aide  de  l'équation 

^oah=  n-Hh-^  r,,Sf^i-Js-  r,,Sik, 

les  conditions  qui  y  sont  relatives.  Nous  ne  donnons  ici  que  les 
résultats.  On  a 

-+-  iul  —  4 i/^r^ {rss'){ssu), 
27A=    27  (  «ac)«ûr;p/»,c,  =  4  r^y  — 3//, 
98=      9(0^")*<^5«3.     =  2(rjtt)'(w'if)(r5j'), 

278=   27(ea/)*c^r/^    =2/*, 

243T=243(ear/)*«^^/^    =  — 2P      (•). 


:3o) 


Au  moyen  de  ces  équations,  nous  trouvons  immédiatement  c= 


27 


et  ensuite 

(31) 


SA  — T/=^y/»r». 


7=9 


Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  courbe  du 
troisième  ordre  se  décompose  en  une  conique  et  en  une  droite  qui 


(')  Il  rait  de  1k  que  dant  (27)  on  doit  prendre  le  signe  négatif  du  radloal. 
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la  coupe  est  V  évanouissement  identique  de  la  forme 

n  =  TS  —  SÇ; 

les  coordonnées  de  la  droite  se  calculent  alors  au  moyen  de 
Véquation 

r^:rfr,:rjr,  :. . .  : /•,rj/-3=^  t„i  :  t,„  :  t,,j:  .     :<r„„ 
dans  laquelle  (e/ï  posant  A  =  a^) 

Les  coejßcients  de  l'équation  de  la  conique  se  trouvent  en  divi- 
sant par  /  x  dans  f. 

Il  se  produit  une  particularisation  de  plus  si  la  conique  est 
touchée  par  la  droite.  Alors  on  a 

<  =  (wV}*=:  o; 

donc,  suivant  (3o),  les  invariants  S  et  T  s'évanouissent,  comme  cela 
doit  être,  puisque  cette  hypothèse  provient  du  point  de  rebrousse- 
mentpardégénération.MaisG  est  aussi,  d'après  (3o),  identiquement 
nui  si  i  s'annule,  et  il  vient 

(32)  27a^  =  27A  =  4/-^y. 

Nous  voyons  de  plus  par  (3o)  que  S  devient  égal  (sauf  un  fac- 
teur numérique)  à  m'.,  les  quantités  yi  étant  les  coordonnées  du 
point  de  contact  de  r,  car  l'évanouissement  de  [rsuY  exprime  que 
le  point  d'intersection  de  /'  et  de  u  est  situé  sur  5^  =  o,  et 

[ss'u)[rss']=:  o 

est  l'équation  du  pôle  j  de  r,  lequel  se  confond  ici  avec  le  point 
d'intersection  dont  il  a  été  parlé.  Donc  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  courbe  du 
troisième  ordre  se  compose  d'une  conique  et  d  ^une  droite  tangente 
à  cette  dernière  est  V évanouissement  identique  de  G.  Les  coor- 
données ji  du  point  de  contact  se  déterminent  au  moyen  de  la 
proportion  continue  (S  étant  égal  à  u^  ) 
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et  les  coordonnées  t'i  de  la  tangente  par 

r,  l'j/",  :  /•,/•,: ...  :  /•,r,r,  =  «,,,  :  ad,:«,],  :   . .  :  «i,,, 

A  étant  égal  à  «^. 

Si  la  courbe  du  troisième  ordre  doit  avoir  trois  points  doubles, 
il  faul  que  la  conique  s^.,  dans  le  cas  caractérisé  par  TI  ^  o,  se 
décompose  en  un  couple  de  lignes,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

y  =  o 
et 

Alors  tout  point  de  la  courbe  est  un  point  d'inflexion;  A  de- 
viendra donc  proportionnel  à  f,  et,  en  effet,  il  résulte  de  (3o) 
et  (3i),  à  cause  dejf  =  o, 

(33)  9A=  — //"    et    SA-T/=o. 

Pour  la  décomposition  d'une  courbe  du  troisième  ordre  en 
trois  droites,  il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  f  soit  propor- 
tionnel à  A,  c  est-à-dire  que  lajorme  mixte  [voir  p.  3i4) 


x—x 


soit  identiquement  nulle.  Les  coordonnées pi,  ^,-,  r,-  des  trois  droites 
se  déterminent  au  mojen  des  équations 

p{Pigkrh  +  PkÇhn-^  Pnqirk]  =  3a/*A- 

Pour  résoudre  ces  équations  d'une  manière  effective,  on  peut 
procéder  ainsi  qu'il  suit.  Soient  y  et  z  deux  points  quelconques 
du  plan;  on  déterminera  les  points  j^ -h  Xz,  où  leur  ligne  de  fonc- 
tion rencontre  la  courbe  f^  a^  =  o,  au  moyen  de  l'équation  du 
troisième  degré 

«»  -+-  3\a*o.  -+-  3>«aj«î  -I-  )i»/iî  =  o. 

Nous  désignerons  les  coordonnées  de  ces  points  par  ;,  ^,  $", 
de  telle  sorte  que,  X,  X',  X''  étant  les  racines  de  l'équation  précé- 
dente, on  aura 

Les  tangentes  de  /=■  o  aux  points  Ç,  ^',  $"  coïncident  alors 
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avec  les  trois  droites  en  lesquelles^  se  décompose;  autrement  dit, 
les  quantités/^,,  r/,,  //  sont  déterminées  par  les  équations  linéaires 
qui  suivent  (  '  )  : 

Il  peut  arriver  en  particulier  que  les  trois  lignes  droites  passent 
par  un  môme  point,  c'est-à-dire  que  le  déterminant  {pqr)  s'éva- 
nouisse. Nous  avons  alors  aussi 

i={pqr)*=o     et    y  =  o, 

et  par  conséquent,  d'après  (3o), 

G^o,     S=o,     T  =  o, 

comme  c'était  à  prévoir,  car  ce  cas  prend  naissance  lorsque,  dans 
l'hypothèse  définie  par  Ee^  o,  la  conique  s^.  =  o  se  décompose  en 
un  couple  de  lignes  dont  le  sommet  est  situé  sur  /•x=  o.  De  (3i) 
résulte  d'ailleurs  A;^©,  et,  en  effet,  la  polaire  d'un  point  quel- 
conque, d'après  nos  lois  générales,  se  compose  d'un  couple  de 
lignes  dont  le  sommet  est  situé  au  point  triple  dey=  o,  et  par  là 
on  reconnaît  géométriquement  que  la  réciproque  de  notre  dernière 
proposition  est  vraie  (-). 

La  condition  nécessaire  et  sii^sante  pour  la  décomposition  de 
la  courbe  en  trois  droites  d'un  faisceau  est  donc  donnée  par  l'é- 
vanouissement identique  de  A.  Les  coordonnées  du  point  triple  y 
se  calculent  au  moyen  de  V équation 

Y^[ahuY\cdu)^[acu)[hdu]=zu]. 
Après   les  avoir  trouvées,  on  introduit,   pour  déterminer  les 


(')  Lorsqu'une  forme  du  rt'"^"«  ordre  se  décompose  en  n  facteurs  linéaires,  un  procédé 
tout  à  fait  analogue  est  naturellement  applicable  pour  la  détermination  de  ces  fac- 
teurs. 

(•)  Voir  Sylvester,  Cambridge  and  Dublin  mathematical  journal,  t.  Vil,  p.  187 
(i85a).  Le  théorème  a  été  étendu  par  Hesse  {Journal  de  Crelle,  t.  5G,  p.  263)  aux 
courbes  d'ordre  quelconque  :  Conséquemment  une  courbe  du  n"""  ordre  se  décom- 
pose en  n  di  oites  passant  par  un  point  si  son  covariant  hessien  est  identiquement  nul. 
Consultez  Sylvester,  Philosophical  Magazine,  i853,  et  le  travail  de  Gor  dan  et  Nûther 
cité,  p.  97. 


35a  TOMK  II.  —  CaAMTHB   II. 

quantités  pi,  y/,  /*/>  de  nouvelles  variables  au  moyen  des  équations 
pj^i=jjÇi -+-«iÇi-+- ^ilj. 

px,  =  Jj  Ç, -4- fl,  ç, -f- *, ç„ 

les  grandeurs  a,-,  &,  étant  complètement  arbitraires.  Alors  y  devient 
une  forme  binaire  en  ^2>  Es  ^t  peut,  d'après  la  théorie  des  formes 
cubiques  binaires,  se  représenter  sous  la  forme 

pourvu  que  l'on  détermine  convenablement  les  quantités  a/  et  &/. 
On  reconnaît  d'ailleurs  facilement  que  dans  ce  cas  la  forme  8 
renfermant  le  facteur  {pqi')  est  identiquement  nulle. 

Si,  de  plus,  deux  droites  p  et  q  se  confondent,  c'est-à-dire  si 
Ton  a 

f=rql, 

la  courbe y*=  o  est  coupée  par  foute  droite  u  en  deux  points  coïn- 
cidents, et  consequeniment  Informe  F  est  identiquement  nulle. 
Nous  pouvons  alors,  dans  les  équations  (3o),  poser  s  =  sf=q; 
nous  avons  par  suite 

(34)  9^=-2ql{qru]\ 

et  l'on  peut  tirer  de  là  simultanément  la  droite  double  q  et  le 
point  de  rencontre  de  q  et  r.  Les  choses  se  passent  d'une  manière 
analogue  à  ce  qui  arrive  dans  le  cas  de  N:^  o,  sauf  que  l'équa- 
tion cubique  dont  on  se  sert  a  ici  deux  racines  égales. 

Si  enfin  les  trois  droites  se  confondent,  on  a  dans  (34)  <7j=  /Vi 
d'où  résulte  identiquement 


(*)  Ce  résultat  peut  être  généralisé  et  sVxprimo  alors  par  la  proposition  suirmnte  : 

Si  pour  une  forme  ternaire  f  =  a'J^  la  forme  mixte  0  =.  (aA«)'«^"*  é*~*  est  ideit- 
tiquement  nulle,  f  est  la  n'""  puissance  d'une  expression  linéaire. 

En  ciïct,  d'après  le  principe  de  translation  (t.  I,  p.  3.^3),  la  condition  6  ss  o  signifie 
que  toute  droite  rencontre  la  courbe  /=  o  en  un  groupe  de  points  qui,  considéré 
comme  forme  binaire,  a  son  covariant  hessien  identiquement  nul.  Mais  cela  veut  dire 
que  le  groupe  binaire  de  points  se  compose  d'un  point  compté  n  fois.      c.  Q.  r.  D. 
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De  la  condition/=y^  on  tire  immédiatement  pour  le  calcul 
des  quantités  qi  la  proportion  continue 

Pour  finir,  nous  rassemblerons  en  abrégé  dans  le  Tableau  sui- 
vant les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir,  en  ajoutant  pour 
chaque  espèce  de  courbes  le  nombre  de  constantes  qui  restent 
encore  arbitraires  (  '  ). 

COURBES    DU    TROISIÈME    ORDRE. 

i**  Courbe  générale,  neuf  constantes.  Rapport  anharmonique 
égal  à  a  si  l'on  pose 


a.  Courbe  équianharmonique,  huit  constantes  : 

S  =  O,       I  —  a  -r-  a'  =  o. 

b.  Courbe  Jiarmonique,  huit  constantes  : 

T  =  o,     a^  —  I,  2,  -• 

2 

2°  Courbe  à  point  double,  huit  constantes  : 

R^T* —  ^S'=:0,         «=1,    o,    00. 

3°  Conique  et  droite,  sept  constantes  : 

n  =  se?  — T^  =  o. 
4°  Trois  droites  séparées,  six  constantes  : 
P«  ^  'a«.u)al.a\  =  o. 
5°  Courbe  à  point  de  rebroussement,  sept  constantes 

S  =  o,     T  =  o. 


(')  Foir  t.  I,  p.  i49,  le  Tableau  correspondant  pour  les  coniques.  Le  Tableau  actuel 
a  été  établi  de  telle  manière  que  chacune  des  courbes  Cj  peut  être  déduite  de  1r  pré- 
cédente par  des  considérations  de  limites. 

CixsscH.  —  Géométrie,  il.  2i 
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6°  Conique  et  tangente,  six  constantes  : 

6=0. 
y°  Irois  droites  concourantes,  cinq  constantes  : 

aj  =  A  =  O. 
8"  Droite  simple  et  droite  double,  quatre  constantes  : 

F  =  o. 

9"  Droite  triple,  deux  constantes  : 

8^  [abuYojcbje^:  o. 

Entre  8°  et  9°  nous  pourrions  encore  intercaler  une  courbe  dé- 
pendant de  trois  constantes,  et  qui  serait  composée  d'une  droite 
triple  et  d'un  sommet  situé  sur  elle.  Mais  une  telle  droite  n'est  pas 
représentablcen  coordonnées-points  par  une  seule  équaliony=  o, 
et  pour  cette  raison  nous  la  négligerons  pour  commencer.  Si  Ton 
considère,  au  contraire,  des  systèmes  de  courbes  du  troisième 
ordre,  on  doit  dans  les  dégénérations  compter  les  sommets  qui  s'y 
présentent,  quoique  ceux-ci  ne  puissent  être  représentés  isolé- 
ment par  une  équation  ponctuelle.  Alors  on  obtient  aussi  pour 
les  cas  8°  et  9°  cinq  constantes,  car,  dans  8°,  le  point  de  ren- 
contre des  deux  droites  infiniment  voisines  qui  se  réunissent  pour 
former  la  droite  double  sera  complètement  déterminé  lorsqu'on 
aura  poursuivi  le  passage  à  la  limite;  de  telle  sorte  qu'un  sommet 
est  encore  situé  sur  la  droite.  De  môme,  sur  la  droite  triple  dans  9 
peuvent  se  présenter  trois  sommets  si  l'on  imagine  qu'elle  provient 
de  trois  droites  particulières,  et,  au  contraire,  deux  sommets  seu- 
lement (dont  l'un  compte  alors  double)  si  on  la  déduit  du  cas  8. 

Si  l'on  poursuit  de  la  manière  indiquée  la  naissance  d'une  dégé- 
nération d'une  courbe  générale,  les  tangentes  d'inflexion  et  les 
tangentes  de  rebroussement  auront  des  situations  spéciales  pour 
la  courbe  limite,  situations  qui,  du  reste,  peuvent  être  difTércnles 
suivant  le  système  de  courbes  C3  dans  lequel  la  dégénéralion  se 
présente.  Si,  par  exemple,  C3  se  décompose  en  une  conique  et  en 
une  tangente  de  cette  dernière  courbe  (cas  qui  peut  se  déduire 
d'une  courbe  à  point  de  rebroussement),  la  courbe,  comme  figure 
tangenliellc,  se  compose  de  la  conique  et  du  point  de  contact.  Le 
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point  de  rebroussement  et  le  point  d*inflexion  sont  réunis  en  ce 
dernier,  tandis  que  la  tangente  de  rebroussement  et  la  tangente 
d'inflexion  se  confondent  avec  la  tangente  de  la  conique.  Mais,  si 
la  conique  C^  dégénère  encore  en  une  ligne  double,  la  tangente  de 
rebroussement  et  la  tangente  d'inflexion  peuvent  être  représentées 
dans  ce  cas  limite  par  deux  droites  séparées  passant  parle  point  de 
rencontre  de  la  droite  double  avec  la  droite  simple,  de  telle  sorte, 
d'ailleurs,  qu'il  existe  encore  des  relations  entre  ces  quatre  lignes 
et  la  droite  qui  se  présente  à  la  limite  à  la  place  de  la  ligne  joi- 
gnant le  point  de  rebroussement  et  le  point  d'inflexion  (  *  ).  Si 
l'on  compte  les  droites  qui  s'ajoutent  ainsi  à  une  courbe,  en  tant 
que  celle-ci  fait  partie  d'un  système  de  courbes  plus  générales, 
comme  lui  appartenant  essentiellement,  le  nombre  des  constantes 
dont  dépend  la  dégénération  est  naturellement  élevé  dans  la  mesure 
correspondante. 


VII.  —  Application  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiqnes  à  la  Géométrie 
SMT  une  courbe  du  troisième  ordre. 

En  traitant  des  courbes  du  troisième  ordre  à  point  double,  nous 
avons  vu  que  les  coordonnées  des  points  de  la  courbe  peuvent 
s'exprimer  rationnellement  en  fonction  d'un  paramètre  et  que  cette 
représentation  est  particulièrement  avantageuse  pour  l'élude  de 
certains  systèmes  de  points  sur  la  courbe.  Maintenant  se  présente 
la  question  de  savoir  si  un  procédé  semblable  est  possible  à  l'é- 
gard d'une  courbe  générale  du  troisième  ordre  et  ultérieurement  à 
l'égard  d'une  courbe  du  n"°'°  ordre.  Un  examen  attentif' montre 
que  cela  dépend  du  genre  de  la  courbe.  Toute  courbe  du 
genre  p  =  o  est  représentable  rationnellement  par  un  paramètre  ; 
au  contraire,  pour  les  courbes  du  genre  p  =  i  il,  est  nécessaire 
d'introduire  les  fonctions  elliptiques  dans  ce  mode  de  représenta- 
lion.  Nous  démontrerons  plus  tard  ces  théorèmes  d'une  manière 
tout  à  fait  générale  ;  mais,  en  ce  qui  concerne  les  courbes  générales 
du    troisième  ordre  qui  sont  précisément  du  genre  p=:i,  nous 


(  '  )  Ces  circonstances  ont  été  étudiées  d'une  manière  complète  par  Schubert  pour 

les  dégénérations  d'une  cubique  à  point  de  rebroussement.  Voir  Göttinger  Nachrich- 
ten,  1875,  p.  35(),  et  Math.  Annalen,  t.  XllI. 

23. 
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pouvons  démonlrcr  directement  l'exactitude  de  notre  proposition 
et  des  conséquences  qui  en  découlent;  c'est  ce  dont  nous  allons 
nous  occuper  dans  ce  qui  suit. 

Nous  partirons  d'abord  d'une  forme  spéciale  d'équations  des 
courbes  du  troisième  ordre  et  nous  montrerons  sur  elle  le  carac- 
tère du  problème  actuel.  Nous  étudierons  en  détail  les  relations 
possibles  entre  les  points  d'intersection  d'une  droite,  relations 
qui  donnent  lieu  à  des  questions  de  nature  très  diverse,  et  spécia- 
lement les  polygones  de  Steiner,  comme  nous  l'avons  fait  pour  les 
courbes  à  point  double.  Pour  les  courbes  d'ordre  supérieur,  au 
contraire,  nous  ne  ferons  qu'établir  brièvement  sur  une  base  nou- 
velle les  théorèmes  qui  nous  sont  connus  relativement  à  leurs 
points  d'intersection  avec  la  courbe  Gj.  Enfin  nous  montrerons 
comment  l'introduction  des  fonctions  elliptiques  peut  être  réalisée 
lorsqu'on  suppose  l'équation  de  C3  donnée  sous  la  forme  la  plus 
générale. 

L'équation  d'une  courbe  quelconque  du  troisième  ordre  peut 
être  mise  sous  la  forme 

[\)  F^x*.r, —  x,(jr, —  a:,)(/-*x, —  x,)  =  O. 

Nous  pouvons,  en  effet,  montrer  que  le  rapport  anharmonique 
de  cette  courbe  dépend  précisément  de  la  quantité  Â'  et  que, 
par  suite,  F  =  o  représente  bien  la  courbe  la  plus  générale  du 
troisième  ordre.  Pour  x«  =  o,  l'équation  (i)  se  transforme  en 
x\=-o\  l'axe  de  coordonnées  Xi  =  o  coupe  donc  la  courbe  en 
trois  points  infiniment  voisins  :  autrement  dit  [x\  =  0,  Xa  =  o)  est 
un  point  d'inflexion  et  a:,  =  o  est  la  tangente  d'inflexion.  Par  ce 
point  passent  les  trois  droites 

(a)  X,  =  0,    .ri  —  j-j==o,     fi*xi  —  X,  =  0, 

pour  lesquelles  l'équation  de  la  courbe  se  transforme  toujours 
en  x\x%  =  o.  Ces  trois  droites  sont  donc  les  tangentes  que  l'on 
peut  mener  du  point  d'inflexion  à  la  courbe,  et  0^3  =  o  est  la 
droite  sur  laquelle  sont  situés  leurs  points  de  contact,  c'est-à-dire 
la  droite  harmonique  qui  correspond  au  point  d'inflexion.  On  re- 
connaît d'ailleurs  immédiatement  que  A'  est  l'un  des  six  rapports 
anharmoniqucs  des  trois  droites  (a)  et  de  la  tangente  d'inflexion 
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Xi  =  o;  c'est  là  le  rapport  anharmonique  de  la  courbe  du  troisième 
ordre,  lequel  est  lié  de  la  manière  connue  avec  l'invariant  absolu 
de  cette  courbe  [voir  équation  (40»  P*  ^26]. 

Donc,  pour  obtenir  r équation  d'une  courbe  tjuelconque  du 
troisième  ordre  sous  la  forme  [i),  il  faut  calculer  la  constante 
h^  au  moyen  de  V équation  (  '  ) 

(3)  ïF3  =  24 


s  et  T  étant  les  im^ajiants  de  la  courbe. 

Maintenant  l'équation  (1)  est  satisfaite  identiquement  si  nous 
posons 

l'introduction  des  fonctions  elliptiques  se  trouve  ainsi  naturelle- 
ment amenée.  En  prenant,  en  effet,  a  =  sin  ara  u  ou 

(4)         «-  r — -^'   -> 

il  vient  immédiatement 


^1  —  jx*=cosam«,     ^i — Ä*fA'=Aam«. 

Les  radicaux  des  premiers  membres,  devant  être  pris  avec  un 
signe  déterminé,  n'ont  par  conséquent  qu'une  valeur  et  les  rela- 


(  '  )  Les  six  racines  de  cette  équation  peuvent  s'exprimer  rationnellement  en  fonc- 
tion de  l'une  d'elles  (A')  ;  elles  sont,  comme  on  sait  (voir  t.  I,  p.  49), 

t.       '  1-  '  *'— '  ^'' 


L'équation  (3)  est  donc  résoluble  algébriquement,  et,  en  effet,  au  moyen  de  la  sub- 

itution  -  =  - -.■»  elle  dérive  de  l'équation  du  troisième  degré 

y       {A*  -+-  0' 

Voir  plus  haut  la  Théorie  des  formes  binaires  biquadratiques,  t.  1,  p.  296  et  suiv. 
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lions  connues 

sont  satisfaites. 
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sin*  am  u  -\-  cos*  am  u  rr  i , 
A:' sin' am  II -+-     A'amii  =  i 


Les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  (i)  F  =  o  sont  donc 
représentées  sans  ambiguïté  comme  fonctions  elliptiques  d'un 
paramètre  u  par  les  équations 

l  pjT,  =  sin*  am  II, 
(5)  i  p^t=  sinamii, 

(  |»x,=  cosamii.Aamii. 

u4  chaque  valeur  de  u  répond  ainsi  un  point  x  complètement 
déterminé  sur  la  courbe. 

Mais,  inversement,  à  chaque  point  x  ne  répond  pas  une  valeur 
unique  de  m,  ainsi  qu'il  ressort  des  propriétés  périodiques  des 
fonctions  elliptiques.  L'intégrale  (4)  a,  en  eflTet,  comme  on  sait, 
deux  modules  de  périodicité  û  et  0',  définis  comme  étant  les  va- 
leurs de  l'intégrale  prise  sur  les*  deux  sections  obliques  de  la  sur- 
face de  Riemann  correspondante,  et  qui,  pour  la  forme  normale  de 
l'intégrale  de  première  espèce,  sont  donnés  de  la  manière  suivante 

par  les  intégrales  rectilinéaires 

I 

6       n=4|    -T--^»    a'  =  i  l    -—^.  —  -ii    -=r=y 

X  \/^{^)  Jo   v^R(>)        Jo   VHlXj 

R(X)  étant  égal  à  {i —X*){i  —  kn^). 

Si  maintenant  u  est  une  valeur  de  l'intégrale  (4)>  toutes  les 
autres  valeurs  de  celle-ci  diffèrent  de  u  de  multiples  entiers  de  XI 
et  û',  c'est-à-dire  sont  de  la  forme 

u  -h  pci-^  q£l't 

p  cl  q  désignant  des  nombres  entiers.  Ces  modules  de  périodicité 
sont  en  même  temps  des  périodes  pour  la  fonction  sin  am,  c'est-à- 
dire  qu'on  a  les  équations 

8inam(M±:û)  =  sinam(Mdia')  =  sinam  ii, 
tandis  que  Ü  et  au'  fournissent  des  périodes  communes  aux  trois 


LES  COURBES   DE  TBOISIÈME  OBORE   00  DE  TROISIÈME  CLASSE.  35g 

fonctions  sinainu,  cosamt/,  Aamu.  Pour  les  rapports  des  quan- 
tités Xi,  on  tire  déjà  les  mêmes  valeurs  de  (5)  si  l'on  fait  croître 

l'argument  de  -Q  ou  Q!  seulement,  car  on  a  aussi 

sinam(«  zhû')  =       sin  am  u,      sinam(«±— j  =  — sin  am«, 

cosani(«dr  û')  =  —  cosamK,     cosam  [  «  zh-  |  =  —  cosam«, 

Aam{ttdbn')=  —  Aamn,  Aam[uH )=       Aam«. 

A  tout  point  X  de  la  courbe  correspond  donc  une  inßnite  de 
valeurs  de  l'argument,  ^valeurs  qui  sont  composées  avec  l'une 
d'entre  elles  (a)  sous  Informe 

u  -4-  -a-i-  qa\ 

p,  q  étant  des  nombres  entiers,  ou,  si  nous  voulons  nous  exprimer 
ainsi,  la  courbe  a  les  périodes 

in)  o)=-û     et     «yj^= -n'. 

La  circonstance  que  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce  u 
se  présente  ici  sous  la  forme  normale  connue  est  une  conséquence 
de  la  position  spéciale  de  notre  triangle  de  coordonnées;  en 
général,  il  n'en  est  pas  ainsi.  Mais  on  peut  ramener  toutes  les  inté- 
grales de  première  espèce  à  l'une  d'elles,  et  il  est  en  effet  connu, 
par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  que  toutes  les  intégrales  de 
même  module  h  peuvent  être  transformées  linéairement  les  unes 
dans  les  autres.  Ce  fait  est  lié,  comme  une  étude  générale  nous 
l'apprendra  plus  tard,  avec  la  circonstance  que  la  courbe  du  troi- 
sième ordre  est  du  genre  p=\  et  ne  possède  qu'un  invariant 
absolu.  En  prenant  pour  point  de  départ  la  forme  normale  (4)» 
nous  pouvons  aisément  suivre  dans  ses  détails  la  distribution  des 
valeurs  de  l'intégrale  sur  les  points  de  la  courbe,  ainsi  que  nous  le 
verrons  plus  tard.  C'est  à  quoi  conduisent  les  développements  sui- 
vants, qui  nous  donneront  en  même  temps  lieu  de  traiter  d'autres 
questions  importantes  en  elles-mêmes. 

Soient  u,,  Uo,  u^  les  valeurs    du  paramètre  pour  trois  points 
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situés  sur  une  droite,  et  posons,  pour  abréger, 

sin  ami//  =  J/,     cos  am  «,=  c/ ,     A  am  «/  =  A,  ; 
alors,  en  vertu  de  (5),  existe  la  relation 


(8) 


<^1  *I  *3 

Si  Si  .Tj 

c,  A,      c,A,     C3A3 


Mais  celle  équation  exprime  simplement  ceci  :  que  la  somme  des 
arguments  Ui,  i/o,  "3  est  nulle  ou  est  égale  à  un  multiple  entier  des 
périodes  de  notre  courbe.  La  manière  la  plus  simple  de  le  vérifier 
consiste  à  mettre  les  équations  relatives  au  théorème  d'addition 
des  fonctions  elliptiques  sous  la  forme  donnée  par  Hermite  (•). 
On  a  alors 

(9)  smam  («,-!-«, +  ...-+-«,„)  = i-5— !-, 

<p(u)  étant  la  fonction  suivante  de  5  =  sinamu,  c  =  cosamw, 
A  =  Aam/z  : 

(10)  1  ?(")  =  '^(''"-^/'«-^"'"*  +  /'»^"'"'-^- ••+/'«) 

Les  un  constantes  pi,  qi  se  déterminent  par  les  in  équations 
linéaires 

(11)  y(ö,)=:0,       ç,(«,)  =  0,      y(l/s)=0,       ....      y(w,„)=o. 

Le  signe  de  l'expression  qui  figure  dans  le  second  membre 
de  (9)  se  déterminera  par  un  cas  particulier,  en  posant  par 
exempleMt=U3=. .  .=U2„=o,cequile  transforme  en  +  sin  am U|. 

Si  nous  posons  en  particulier  /i  =  a  et  w,„=  o,  l'équation  (9) 
donne  la  valeur  de 


et  les  équations  (10)  et  (11),  qui  servent  à  déterminer  la  fonc- 


(')  Hermite,  Note  sur  le  Calcul  différentiel  et  le  Calcul  intégral  (Extrait  de  I« 
6*  édit.  ilo  rOuTracc  de  Lacroii,  Paris,  i86a,  p.  68);  voir  auui  Kobnicsbercer,  Theorie 
der  elliptischen  Functionen,  W  Partie,  Leipzig,  187^,  p.  16. 
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lion  9(u),  donnent  ^,=  o  et 

f[u]=:s*  -i-  PiS^  -^ PiS  -I-  C  A  qt*, 

d'où,  en  résolvant  et  observant  que  le  déterminant  du  dénomina- 
teur n'est  pas  nul, 


?f«) 


5*       5'       I       C   A   * 

s\     s\      I      Cl  A,*, 

s^      s\       I       C,A2«t 

**        **          I         C,A,*3 

'î    »    «•i'^l^t 

5*        I        CsAjXj 

*î      I      c,A,f, 

Si  pour  former  l'équation  (9)  nous  posons  u  =  o,  comme  on  a 
alors  sin  am  o  =  o,  cos  am  o  =  Aamo  =3  i,  il  vient  dans  le  premier 

membre et  nous  obtenons,  puisqu'on  a  aussi  m,„  =  1x4=0, 


sm  am  (  «1  +  a.  H-  «3  j  =: 


5,     cj  A, 

^3        ^3^3 


CjAjJ, 
CjAjj, 
c,A,f, 


Ici  figure  dans  le  numérateur  le  déterminant  dont  l'évanouisse- 
ment exprime,  suivant  (8),  que  les  trois  points  ayant  pour  para- 
mètres ii|,U2,U3  sont  en  ligne  droite.  Comme  maintenant  le  dé- 
nominateur du  second  membre  ne  peut  s'annuler  en  même  temps 
que  le  numérateur  que  pour  des  valeurs  spéciales  des  arguments 
Wi>  W2>  "3»  tandis  que  notre  équation  a  lieu  pour  toute  valeur  de 
ces  quantités,  il  résulte  de  (8) 


ou 


smam  { «1  -t-  Wj  -^  "3  j  = 
«,  -I-  «,  -t-  «3^0, 
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le  signe  z^  devant  indiquer  que  la  somme  qui  figure  dans  le  pre- 
mier membre  est  égale  à  zéro,  ou  bien  ne  diffère  de  zéro  que  par 
une  expression  de  la  forme />(«)-+- ^ w' ;  p  cl  q  sont  supposés  être 
des  nombres  entiers,  et  (*>  et  &>'  désignent  les  deux  périodes  de 
notre  courbe  telles  qu'elles  ont  été  définies  par  (6)  et  (7). 
Nous  formulerons  ce  résultat  dans  la  proposition  suivante  : 

Si  l'on  représente  les  points  d 'une  courbe  du  troisième  ordre 
au  moyen  des  équations  (5)  comme  fonctions  elliptiques  d'un 
paramètre  (  *  ),  la  somme  des  arguments  relatifs  aux  points  d'in- 
tersection d'une  droite  avec  la  courbe  satisfait  toujours  à  la 
congruence 

(12)  «, -I- «, -+- 1/3  ^  o     (mod.  &),&>'). 

A  cette  équation  nous  rattacherons  la  résolution  d'une  série  de 
problèmes  que  nous  avons  déjà  en  partie  traités  par  d'autres  mé- 
thodes. Si  nous  faisons  d'abord  coïncider  deux  des  points,  de  telle 
sorte  que  la  droite  devienne  une  tangente,  nous  aurons 

(i3)  2«,  4-  «,^0 


ou 


Ill  —  — 1- 


a  2 


p,  q  étant  des  nombres  entiers.  Il  suffit  de  prendre  p,  q  égaux  à 
zéro  et  — i,  parce  que  tout  nombre  plus  élevé  peut  être  obtenu 
par  addition  de  multiples  entiers  des  périodes.  Donc  : 

Les  arguments  des  points  de  contact  des  quatre  tangentes  que 
l'on  peut  mener  dhin  point  u  de  la  courbe  à  cette  dernière  sont 

...  K  «  -4-  ft>  «  -f-  m'  «  -r  w  -f-  w' 

(l4)  î » y    —  » 

^        '  2  2  2  2 

et,  inversement,  le  point  tangentiel  11  d'un  point  v  de  la  courbe 

est  déterminé  par 

uss  —  2P     (mod.w,  w'). 


(*)  C«  théorème  est  d'alllean,  comme  il  sert  démontré  plat  tard,  iniif|>ciitUiii  do 
U  forme  des  équations  (5).  La  représentation  doit  seulement  ètro  dirigée  de  telle 
manière  qu'au  paramètre  u  =  o  corresponde  un  point  d'infloxion  ;  autrement  le  second 
inombro  de  (la),  au  lieu  d'être  nul,  contiendrait  une  cuntUnte  {voir  p.  391  et  suIt.). 
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En  ayant  égard  aux  relations  des  quatre  points  de  contact  à 
l'égard  des  trois  systèmes  de  couples  de  pôles  qui  sont  sur  la 
courbe  (p.  262),  nous  pouvons  aussi  énoncer  la  première  partie 
de  ce  théorème  de  la  manière  suivante  : 

Les  arguments  des  trois  points  qui,  dans  les  trois  systèmes  de 
couples  de  pôles,  Jorment  un  couple  avec  un  point  ude  la  courbe, 
sont 

,     j,^  M  fi>'  «  -4-  w' 

(l5)  tt4--j       «H .       u-\ 

2  2  2 

Si  maintenant  nous  joignons  le  point  u  à  un  point  quelconque 
t',  l'argument  w  du  troisième  point  d'intersection  de  cette  ligne  de 
jonction  est  déterminé  par  w^  —  u  —  v.  Mais  le  même  argument 
s'obtient  pour  le  troisième  point  d'intersection  de  la  ligne  qui 

joint  u-\ —  a  V  A — >  tandis  que  les  lignes  joignant  u  a  f  H —  eX.  v 

à  u  H —  se  coupent  au  point  dont  l'argument  est  w-\ —  •  De  là  ré- 
sulte le  théorème  connu  (p.  239)  : 

Les  lignes  qui  Joignent  deux  points  non  correspondants  de  deux 
couples  de  pôles  du  même  système  se  coupent  sur  la  courbe  en 
deux  points  qui  Jorment  un  troisième  couple  du  système  en 
question. 

On  vérifie  du  reste  sur  (i4)  l'exactitude  des  remarques  faites 
précédemment  sur  la  réalité  des  trois  systèmes  de  couples  de  pôles 
(p.  262).  Si  en  eflet  la  courbe  est  bipartite,  les  quatre  tangentes 
sont  réelles,  et  il  en  est  de  même  de  leur  rapport  anharmonique  /r^; 
or  ce  dernier  peut  toujours  être  pris  plus  petit  que  l'unité,  parce 
que,  dans  le  cas  contraire,  il  y  a  toujours  une  de  ses  cinq  autres 
valeurs  moindre  que  i.  Alors,  comme  on  le  sait  d'après  (6),û  est 
réel  et  Q,'  imaginaire  sans  partie  réelle  (i  =  y* —  i)  : 


en  posant  (pour  A'*  =  1  —  A-  ) 
_  r' ^ 

Le  premier  des  arguments  (i5)  est  par  conséquent  réel;  mais 


K=/  -^  K'=  -^ 
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rintroduclion  des  autres  arguments  dans  les  valeurs  des  coordon- 
nées [équation  (5)]  donne  aussi  pour  ces  dernières  des  valeurs 
réelles,  car  on  a,  pour  Ä'^=  i  —  A^, 


(,   w\         .   cosam«  .         /     ,  w'\              I 

uziz-  ]  =  zr: »  sinam (  tt±— )= -—: — 

2/              A  am«  \          2/       Arsmj 

(,   «j\            /'sinnm»  /      ,   w'N 

uziz-  ]  =  ::ü. >  cosam  i  «  it  —  1  = 

2/                 Aumu  \          2/ 


A- sin  am  u 


sin  am 


COSi 


/         w\  A  /      ,    tù'\  icnsam« 

Aam    «  +  -     == »  Aaml  «  in  —  I  =  zp , 

\         2/  Aam«  \  2  /       ^^  smamu 

(,   w  H-  «'  \         ,       A  am  tf 
«± =^1 » 
2      /             /cosam« 

/    ^«-+-w'\  iA' 

sam  {  «  ± =  — , 

\  2      /  A  cosam« 

(,   &)-f-w'\          ,   iX'sinam« 
«  zt I  =  ± • 
2      /               cosam« 

Si  au  contraire  la  courbe  est  unipartite,le  rapport  anharmonique 
k^  devient  complexe  (il  a  d'ailleurs  pour  module  l'unité),  et  l'on 
reconnaît  par  les  dernières  équations  que  le  point  dont  l'argument 

est  w  H —  a  seul  des  coordonnées  réelles. 

2 

Si  dans  (12)  nous  faisons  les  trois  arguments  égaux  entre  eux, 
nous  obtenons  la  condition  d'un  point  d'inflexion 

3  «  ^  o     (  mod.  w,  «'  ], 
ou,  p,  q  étant  des  nombres  entiers, 
(.6)  „^^^+-Z^'. 

Le  problème  de  la  détermination  des  points  d'inßexion  est  con- 
séquemment,  lorsqu'un  de  ces  points  [u^o)  est  connu,  identique 
au  problème  que  l'on  appelle  problème  de  la  trisection  spéciale 
des  Jonctions  elliptiques.  Ce  dernier  dépend  donc  d'une  équation 
du  quatrième  degré,  laquelle  n'est  autre  que  l'équation  G  (x,  \)  =  o» 
qui  sert  à  déterminer  les  points  d'inflexion,  ainsi  que  nous  le  ver- 
rons encore  plus  tard  (  *  ).  Les  arguments  des  neuf  points  d'in^ 

(*)  FbiV  la  fln  de  cette  Section  et  de  la  Section  tuirante. 
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ßexion  sont  donc 

*  '  '  t  f  I 

+-?.  6>         2W-I-W  2W-4-2W 


O,      ^>       -TT")      5 >      -5-»      —r- » 

0000.3  a  o  o 

»So/ii  toujours  situés  en  ligne  droite  les  points  d' inflexion  pour 

les  arguments  desquels  la  somme  des  quantités  p,  aussi  bien  que 

celle  des  quantités  q^  est  divisible  par  3.  Si  donc  on  range  les 

couples  de  valeurs  p^  q  comme  les  éléments  d'un  déterminant 

dans  le  Tableau 

0,0         o,  I         0,1 

1 ,0         1,1         1,2 

2,0        2,1         2,2, 

seront  situés  sur  une  droite  les  points  qui  appartiennent  à  la  même 
ligne  horizontale  ou  à  la  même  ligne  verticale  et  enfin  ceux  qui, 
dans  le  déterminant,  apparaîtraient  multipliés  les  uns  par  les 
autres.  Nous  avons  par  conséquent,  pour  le  groupement  des  points 
d'inflexion,  sans  autre  observation,  les  mêmes  règles  que  celles 
obtenues  par  une  autre  voie  (p.  282),  et,  en  efi'et,  notre  Tableau 
concorde  entièrement  avec  celui  que  nous  avons  établi  alors  ;  mais 
les  nombres  employés  ont  acquis,  par  nos  considérations  actuelles, 
une  signification  immédiatement  saïsissable  :  ce  sont  les  valeurs 
des  nombres  ;?,  q  dans  (16).  On  reconnaît  au  surplus  qu'il  existe 
toujours  trois  points  d'inflexion  sur  une  courbe  réelle,  et  trois  seu- 
lement, à  savoir  ceux  qui  sont  donnés  parles  valeurs  o,  ^«j  0  ^ 

du  paramètre.  On  peut  conclure  de  là  que  les  arguments  des  points 
de  la  branche  à  trois  inflexions  peuvent  tous  être  représentés  sous 

la  forme  —  w,  m  et  n  désignant  des  nombres  réels;  on  peut  aussi 
n 

obtenir  directement  la  distribution  de  ces  valeurs  de  l'argument 
en  continuant  le  tracé  des  tangentes.  En  premier  lieu,  les  points 

de  contact  des  tangentes  issues  d'un  point  d'inflexion a 

sont,  d'après  (i4)i  donnés  par 


q<a 
—  j 


31 


6        '  Ö  - 

(m)         l 

^   '  '  j  _  p(ù-h[q  -f-3)M'       _  [p-\-Z]tù-\-  (g 
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En  portant  dans  ces  expressions  les  valeurs  de  p^  7,  on  recon- 
naît que  l'un  de  ces  points  tombe  de  nouveau  au  point  d'inflexion 
en  question  ;  par  exemple,  pour  ^  =  1 ,  17  =  o,  on  obtient,  en  aug- 
mentant des  périodes  &)  et  (J  tous  les  arguments, 


5 

1 

5         I    , 

'      .    »    ' 

g«. 

3"' 

g«-+--«, 

-  w  H w  . 

3         a 

sur 


Donc,  parmi  les  trois  points  de  contact,  un  seul  (  ^<u)  est 

[a  môme  branche  que  le  point  d'inflexion  -  w  ;  les  deux  autres,  au 

contraire,  sont  situés  sur  l'ovale.  Nous  pouvons  en  conclure  que 
les  arguments  des  points  de  ce  dernier  sont  toujours  de  la  forme 

inoi-\ — 'ù',  m  étant  un  nombre  réel,  et  nous  obtenons  ainsi,  en 

continuant  ce  tracé  de  tangentes,  un  critérium  pour  la  distri- 
bution des  valeurs  de  l'argument  sur  les  branches  réelles  de  la 
courbe,  comme  le  montre  lay?^.  3i.  Sur  la  branche  à  trois  in- 

Fig.  3i. 


ß exions  se  trouvent,  comme  il  a  été  dit,  les  r>aleurs  u  =  o  jusqu'à 

u  =  û»,  sur  l'ovale  les  i>alours  11  =  o  H —  0/  jusqu'à  m  =  w  H —  w'. 

a  a 

La  distribution  des  paramètres  pour  les  points  réels  de  la  courbe 
est  seule  donnée  par  là  ;  à  l'égard  des  points  imaginaires,  la  ques- 
tion est  de  savoir  si  une  interprétation  semblable  est  possible.  Or 
il  en  est  eflectivement  ainsi,  si  l'on  emploie  le  mode  de  représen- 
tation introduit  par  Klein  (').  Cette  représentation  des  éléments 
imaginaires  de  la  courbe  se  rattache  à  la  conception  de  celle-ci 
comme  figure  enveloppée  par  ses  tangentes  ;  nous  raisonnerons 


(')  F.  Kuu!«,  Ueb«r  eine  neue  Art  der  ÂiemtMH' sehen  Flächen  {Matk.  Jmualen. 
I.  VII,  p.  558). 
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donc,  dans  ce  qui  suit,  sur  une  courbe  de  la  troisième  classe  au 
lieu  de  raisonner  sur  une  courbe  du  troisième  ordre. 

Considérons  d'abord  ce  qui  arrive,  dans  cet  ordre  de  faits,  pour 
une  conique.  A  toute  tangente  de  cette  courbe,  comme  au  surplus 
de  toute  courbe  algébrique,  et  que  la  tangente  dont  il  s'agit  soit 
du  reste  réelle  ou  imaginaire,  on  peut  en  général  faire  corres- 
pondre un  point  réel  du  plan.  Si  la  tangente  est  réelle,  nous  choi- 
sirons comme  point  correspondant  le  point  de  contact;  si  elle  est 
imaginaire,  nous  choisirons  le  seul  point  réel  qu'elle  possède.  Les 
deux  fixations  concordent  Tune  avec  l'autre  en  ce  sens  que  celle 
qui  se  rapporte  aux  tangentes  réelles  dérive  de  l'autre  par  passage 
à  la  limite,  car  le  point  réel  d'une  tangente  imaginaire  est  le  point 
de  rencontre  de  celle-ci  avec  la  droite  imaginaire  conjuguée,  et,  si 
ces  deux  lignes  conjuguées  se  réunissent  de  manière  à  en  former 
une  réelle,  leur  point  de  rencontre  devient  le  point  de  contact  de 
cette  dernière  droite.  Soit  maintenant,  pour  commencer,  une  co- 
nique réelle  que  nous  supposerons  être  une  ellipse.  De  tout  point 
extérieur  à  la  courbe  on  peut  lui  mener  deux  tangentes  réelles,  et 
de  tout  point  intérieur,  au  contraire,  deux  tangentes  imaginaires 
conjuguées.  Il  existe  donc  toujours  deux  tangentes  imaginaires 
conjuguées  auxquelles  correspond  le  même  point  réel.  Les  points 
réels  qui  correspondent  aux  tangentes  imaginaires  de  l'ellipse 
remplissent  donc  deux  fois  V intérieur  de  celle-ci;  ils  constituent 
une  surjace  ayant  la  forme  d'une  double  feuille  ellipsoïdique.  En 
parlant  ici  d'une  double  feuille,  nous  imaginons  que  tous  les  points 
de  l'intérieur  soient  réunis  en  une  feuille,  une  fois  en  tant  qu'ils 
répondent  à  une  tangente  G  -f-  iH  =  o  et  une  fois  en  tant  qu'ils 
répondent  à  une  tangente  G  —  iH  =  o.  Maintenant  cette  double 
feuille  nous  représente  l'ensemble  des  tangentes  imaginaires  de 
l'ellipse,  c'est-à-dire  la  distribution  des  valeurs  complexes  d'un  pa- 
ramètre dont  ces  tangentes  dépendent  rationnellement.  Les  deux 
feuilles  sont  liées  l'une  à  l'autre  par  des  points  réels  de  l'ellipse. 

Des  réflexions  semblables  peuvent  être  faites  en  ce  qui  concerne 
une  courbe  de  troisième  classe.  Une  telle  courbe  se  compose, 
comme  on  sait,  ou  bien  de  deux  branches  fermées,  dont  l'une  est 
tricuspidale  et  l'autre  ovale,  ou  bien  d'une  branche  Iricuspidale 
unique  (p.  242).  Nous  considérons  ici  seulement  le  premier  cas. 
Nous  pouvons  représenter  les  tangentes  aux  courbes  de  l'espèce 
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en  question  comme  fonctions  elliptiques  d'un  paramètre,  de  la 
môme  manière  que  les  points  d'une  courbe  bipartite  du  troisième 
ordre,  c'est-à-dire  que  l'une  des  périodes  de  l'intégrale  elliptique 
correspondante  de  première  espèce  est  réelle,  l'autre  purement 
imaginaire  (p.  363),  et,  par  conséquent,  la  distribution  des  para- 
mètres pour  les  tangentes  réelles  des  deux  branches  est  la  même, 
sauf  l'interversion  dualistiquc,  que  dans  ^^ßg-  3i. 

Si  donc  nous  attribuons  à  un  point  de  la  courbe  de  troisième 
classe  la  valeur  d'argument  de  sa  tangente,  nous  obtenons  la  dis- 
tribution des  paramètres  représentée  dans  Isk  ßg.  32.  Le  long  de 

Fig.  32. 


la  branche  à  trois  rebrousscments,  les  nombres  réels,  depuis  o  jus- 
qu'à û),  sont  répartis  de  telle  manière  qu'aux  trois  rebrousscments 

répondent  les  arguments  o,  ^o),  -  w,  et  les  trois  tangentes  de  re- 

broussemcnt  correspondantes  coupent  encore  la  courbe  en  trois 
points  qui  correspondent  aux  tangentes  issues  des  points  d'inflexion 
de  la  courbe  du  troisième  ordre  et  qui  ont,  par  suite,  les  arguments 
suivants  : 


I 

i"' 

—  w  H w  , 

2              2 

OH w', 

2 

5 

5      u.'     ' 

6"  +  ä"' 

I 

2  1      , 

3  2 
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Pour  les  points  de  l'ovale  circonscrivant,  la  partie  imaginaire  de 

l'argument  a  uniformément  la  valeur  constante  -  w',  tandis  qu'elle 

est  nulle  pour  les  points  de  la  branche  tricuspidale. 

En  ce  qui  concerne  les  tangentes  imaginaires  de  la  courbe,  on  a 
la  règle  suivante.  De  tout  point  extérieur  à  l'ovale,  de  même  que 
de  tout  point  intérieur  à  la  branche  tricuspidale  on  peut,  comme 
l'apprend  un  coup  d'œil  sur  la  figure,  mener  trois  tangentes  réelles 
à  la  courbe  ;  au  contraire,  les  points  réels  qui  correspondent  à  des 
tangentes  imaginaires  conjuguées  de  la  courbe, et  desquels  ne  part 
plus  conséquemment  qu'une  seule  tangente  réelle  à  la  courbe, 
occupent  deux  fois  l'espace  entre  les  deux  branches.  Si,  d'après 
cela,  nous  supposons  ces  points,  comme  dans  l'ellipse,  distribués 
sur  deux  feuilles  s'étendant  sur  le  plan  entre  les  deux  branches  de 
courbe  et  liées  entre  elles  le  long  de  ces  deux  branches,  elles 
forment  une  sorte  de  surface  annulaire,  c'est-à-dire  une  surface 
qui  peut  être  transformée  en  un  anneau  ordinaire  par  déformation 
continue  (  '  )•  A  tout  point  de  cette  surface  répond  une  valeur  com- 
plexe de  l'argument  u  et  au  point  superposé  de  l'autre  feuille  la 
valeur  imaginaire  conjuguée.  En  particulier  se  trouvent  aux  trois 
places  marquées  sur  \dijig.  32  par  de  petits  cercles  les  points  de 
la  surface  qui  représentent  les  six  tangentes  de  rebroussement  qui 
sont  conjuguées  imaginaireraent  par  couples,  points  auxquels  ap- 
partiennent par  suite  les  arguments  suivants, 


3  3  3*3  3 


car  ces  points  sont  nécessairement  situés  symétriquement  entre 


(')  La  surface  construite  par  nous  a  la  même  composition  qu'une  surface  annulaire 
et  par  conséquent  aussi  que  la  surface  de  Ricmann  qui  sera  utilisée  pour  l'étude  des 
fonctions  elliptiques.  Or  on  peut  généralement  remplacer  directement  cette  deriiièro 
par  notre  surface  annulaire  et  suivre  sur  celle-ci  les  contours  d'intégration  dai  inté- 
grales elliptiques;  c'est,  sous  bien  des  rapports,  plus  clair  et  plus  commode.  Les  deux 
périodes  de  cette  intt'grale  prennent  naissance  par  le  fait  que  l'on  peut  adjoindre 
d'une  manière  quelconque  des  courbes  méridiennes  et  des  courbes  de  latitude  au 
contour  d'intégration  conduit  entre  des  limites  déterminées.  Du  nombre  relatif  à  la 
composition  de  la  surface  annulaire  on  peut  d'ailleurs  conclure,  à  la  manière  de  Rie- 
mann,  que  la  courbe  de  troisième  clisse  est  de  genre  i.  Un  fait  analogue  a  lieu  pour 
lei  courbes  supérieures.  Foir  Klein  {loc.  cit.). 

C\A.*sca.  —  Gtromctrie,  IL  2  ( 
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les  couples  de  poinls  zéro  et  o  H —  w  ,  ~  o)  et  ^  w  H —  &> ,  5  t«)  et 

Ol  ô  ô  2  Ö 

—  Cl)  -I 0)  . 

Sur  la  surface  il  existe  deux  systèmes  de  courbes  ayant  une 
grande  importance;  nous  les  désignerons  parles  noms  de  courbes 
méridiennes  et  de  courbes  de  latitude;  elles  sont  définies  par  la 
propriété  que  le  long  de  leur  contour  la  partie  imaginaire  et  la 
partie  réelle  de  l'argument  ont  respectivement  une  valeur  constante. 
Les  courbes  méridiennes  (suivant  une  observation  que  nous  ne  pou- 
vons présenter  que  très  brièvement  ici  )  seront  formées  par  les  tan- 
gentes de  la  branche  tricuspidale,  c'est-à-dire,  seront  déterminées 
sur  la  surface  annulaire  par  la  rencontre  d'un  plan  mené  par  une  tan- 
gente semblable  perpendiculairement  au  plan  du  tableau.  Une 
courbe  de  cette  espèce  est  indiquée  dans  \^ßg'  32,  par  le  trait  qui 

joint  les  points  ^  w  et^wH — tJ.  Les  courbes   de   latitude,  sur 

lesquelles  la  partie  imaginaire  de  l'argument  est  constante,  courent 
en  un  sens  perpendiculairement  aux  courbes  méridiennes;  à  elles 
appartiennent  en  particulier  les  deux  branches  réelles  de  la  courbe 
elle-même,  puisque  sur  l'ovale  la  partie  imaginaire  est  constam- 
ment égale  à  -  &>'  et  qu^elle  est  conslammeni  nulle  sur  la  branche 

tricuspidale.  Un  examen  attentif  apprend  ensuite  que  deux  courbes 
de  latitude  pour  lesquelles  les  valeurs  imaginaires  constantes  dif- 
fèrent de  -  «'  forment  ensemble  les  deux  branches  réelles  d'une 
1 

courbe  algébrique  du  genre  p  =  ^  (  '  )• 


(')  Ces  courbes  sont  d'ailleurs  caractérisées  par  les  propriétés  énoncée«  dans  1rs 
thcorùmes  suirants  : 

Le  rapport  aiiharmonique  des  quatre  points  de  rencontre  réels  de  chaque  comrbe  avec 
les  tangentes  à  la  branche  tricuspidale  de  la  courbe  primitive  est  constant.  Le$  eourhet 
de  latitude  forment  partie  d'un  sjstème  de  courbes  obtenu  en  construisant  sur  chaque 
tangente  de  la  courbe  de  troisième  classe  la  forme  hessienne  II  et  te  faisceau  *.f-\-  a  H 
relatifs  à  la  forme  binaire  biquattratique  f  donnée  par  les  points  de  rencontre  dt  Ui 
tangente  en  question  avec  la  courbe. 

A  l'égard  des  coiirhcs  de  latitude  ot  des  rourhrs  méridiennes,  nous  inentionn«rons 
encore,  pour  finir,  la  relation  d'aprOs  laquelle  les  deux  tangentes  imaginaires  conjw 
guéet  issues  de  chaque  point  de  la  surface  annulaire  sont  harmoniques  aux  directions 
de  ces  courbes.  Cette  relation  donne,  au  surplus,  une  connexion  digne  de  renarque 
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Nous  allons  encore  traiter  quelques  autres  problèmes  à  Taide  de 
l'équation  (i a).  Nous  nous  proposerons  d'abord  une  question  dont 
la  réponse  nous  a  déjà  été  donnée  occasionnellement  par  le  mode 
de  description   des  courbes  du  troisième  ordre  de  Grassmann 

(p.  273)  : 

Trois  points  dont  les  arguments  sont  a,  b,  c  étant  donnés  sur 
la  courbe,  on  demande  de  mener  par  ces  points  trois  droites  qui 
se  coupent  sur  la  courbe. 

Désignant  par  m,  i»,  iv  ces  trois  points  d'intersection,  nous  avons 
les  trois  conditions 

n  -h  V  -^  (V  ^=  o, 

Ä  -f-  (f  -h  «  ^  o, 

c  -t-  «  -t-  i»  ^  o, 

d'où,  par  addition, 

a -+- h -^  c       pw -{- flw' 
u  -t-  V  -i-  w  ^s H î —  ) 

et,  finalement  (en  faisant  P  =  ^a)  -f-  ^w'), 

/  a  —  h  —  c       P 

u  = \-  ~  , 

2 

P 

—  » 
2 

P 

—  a 

2 


>8) 


2 

h 

-  C 

— 

a 

2 

c 

a 

b 

Il  suOit  de  substituer  ici  ä  p  et  q  zéro  ou  i,  et  nous  obtenons 
ainsi  le  théorème  connu  : 

Il  existe  quatre  triangles  dont  les  sommets  sont  situés  indivi- 
duellement sur  la  courbe  et  dont  les  côtés  passent  par  trois  points 
donnés  de  la  courbe. 

Ensuite  la  comparaison  des  expressions  (i 8)  et  (id)  donne  ce 
résultat,  qui  nous  est  également  déjà  connu  : 

Si  l'on  construit,  par  rapport   aux  sommets  de  l'un  de  ces 


entre  le  système  des  courbes  de  latitude  et  la  forme  mixte  Q  appartenant  à  la  courbe 
primitive.  Consulter,  pour  plus  de  détails  sur  ce  sujet,  Hastiack,  Veber  die  Verwer- 
thung  der  elliptischen  Functionen  für  die  Geometrie  der  Cwven  dritten  Grades  {Math^ 
Annalen,  1. 1\);  -voir  aussi  ci-après,  p.  38 1. 

24. 
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triangles,  les  points  correspondants  dans  les  trois  systèmes  do 
couples  de  pôles,  on  obtient  les  sommets  des  trois  autres  triangles. 

On  déduit  facilement  de  là  laconslriiclion  déjà  donnée  des  trois 
autres  triangles.  Si  les  points  a,  bj  csont  en  ligne  droite,  on  a 

et  il  existe  une  période  II  =  ttû»  -f-  W,  telle  que 

-   Ö  -h  6  4-  c   S3  -H. 
">.  'a 

Par  suite,  les  équations  (i8)  deviennent 

P  —  II  ,       P  —  II  P  —  II 

«  ^  rt  -4-   -  )     l' ^  6  H )     w^e-\-  —     -  -  • 

Parmi  les  quatre  solutions  précédemment  trouvées,  il  y  en  a, 
d'après  cela,  une  improprement  dite  (P=::n),  le  triangle  corres- 
pondant se  transformant  en  la  ligne  de  jonction  des  trois  points 
donnés  (*). 

On  ne  peut  donc  inscrire  à  une  courbe  du  troisième  ordre  que 
trois  triangles  dont  les  côtés  passent  par  trois  points  donnés  en  ligne 
droite  sur  la  courbe.  Leurs  sommets  sont  les  trois  groupes  ternaires 
qui  correspondent  aux  points  donnés  comme  pôles  conjugués  dans 
les  trois  systèmes.  (  On  peut  baser  sur  ces  triangles  six  descrip- 
tions de  la  courbe  dans  le  système  de  Grassmann). 

Nous  pouvons  au  surplus,  à  Paide  de  Péquation  (la),  étudier  les 
polygones  de  Steiner  ('),  que  nous  avons  déjà  considérés  dans  les 
courbes  à  point  double  ;  le  théorème  sur  l'évanouissement  de  la 
somme  d'intégrales  se  présente  alors  à  la  place  de  l'évanouissement 
de  la  somme  des  logarithmes,  qui  a  lieu  dans  les  courbes  à  point 
double  [  voir  p.  337,  équation  (i6),  et  p.  345]. 

Pour  construire  un  polygone  de  Steiner,  nous  tracerons  par  un 
point  fixe  a  de  la  courbe  une  droite  quelconque  qui  coupera  encore 


(' }  Foir  Clkucb,  Math.  Jnaale»,  t.  V,  p.  4a5,  et  pour  le  cas  particulier  où  «,  à,  c 
sont  on  ligne  droite,  Hcmb,  Journal  Je  Crette,  t.  36. 

(•)  roir  Sn\rtT.%,  Journal  de  Crelle,  t.  32,  p.  i8a,  et  Ctsasca,  itiJ.,  t.  63  {Uehrr 
einen  Satt  von  Steiner  und  einige  Punkte  der  Theorie  der  Curven  dritter  Ordnung). 
C'eat  dans  ce  dernier  Mémoire  quo  les  fonctions  elliptiques  ont  été  |>our  la  premier« 
fois  appliquées  aux  courbes  du  troisième  ordre. 
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celle-ci  en  deux  points  ayant  pour  arguments  //|,  1/2;  nous  join- 
drons U}  à  un  point  fixe  quelconque  b  de  la  courbe  par  une  ligne 
passant  par  un  point  u^,  puis  u^  k  a  par  une  droite  coupant  la 
courbe  en  u^,  et  ainsi  de  suite.  On  demande  quelle  doit  être  la 
situation  de  b  pour  qu'un  polygone  fermé  de  a/i  côtés  prenne 
naissance,  c'est-à-dire,  pour  que  le  2/î'*°"  côté  passe  de  nouveau  par 
le  point  1/,.  Cette  conslruclion  nous  donne  immédiatement  les 
équations  de  condition  suivantes  : 

(a  4«,      H- «j  ^o,     fc -4- «,  -t-«,  ^o, 
«  -4-  «3      -+-  «t  ^  o,     b  -\-  u^  -\-  «,  ^  0, 
\-XH  .    '^  H-  "5  -+-  «s     HHBO,        A  -f    «t     -H  K-  ^O, 


'     rt-+-//i.,_, -f-  «i„H=0,        ^-i-  «,„4-  «,  ^O. 

Il  en  résulte,  par  addition, 

w/T  -4-  2  «/  E^  o,      «i  -f-  2  «/  ^  o 
ou 

(20)  rt^iH (/îw-h<7w']. 

Par  le  moyen  de  cette  équation,  ô  est  défini  d'une  façon  multiple 
lorsque  a  est  donné.  Ensuite,  tous  les  sommets  du  polygone 
peuvent  se  calculer  successivement  au  moyen  de  (19),  dès  que  l'un 
d'eux,  u,  par  exemple,  a  été  choisi  arbitrairement,  et,  par  suite, 
dans  l'équation  (20)  se  trouve  la  démonstration  du  théorème  de 
Steiner  : 

//  existe  un'  nombre  infini  de  polygones  de  2  n  côtés  et  de  2  n 
sommets  dont  les  sommets  sont  situés  sur  une  courbe  générale  du 
troisième  ordre,  dont  les  côtés  impairs  se  rencontrent  en  un  point 
a  de  la  courbe,  et  dont  les  côtés  pairs  passent  par  un  second 
point  b  de  cette  même  courbe.  Si  a  est  donné,  b  est  déterminé 
d'une  façon  multiplet  d'un  autre  côté,  à  deux  points  associés  a 
et  b  [ou  couple  de  points  de  Steiner  répondant  au  nombre  n), 
correspondent  des  polygones  en  nombre  infiniment  grand,  le  pre- 
mier côté  [qui  passe  par  a)  étant  complètement  arbitraire. 

Pour  ce  qui  concerne  la  détermination  de  a  lorsqu'on  a  ^  (ou 
de  b  lorsqu'on  a  a),  l'équation  (20)  montre  qu'elle  se  fait  au 
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moyen  de  la  division  en  n  parties  des  fonctions  elliptiques  ;  en  cflet, 

il  faut,  pour  obtenir  les  coordonnées  du  point  a,  déduire  d'après  (5), 

,        ß      .           /ß-+-pot-hgta'\    ,       .  a 

pour  6  =  -  »  sm  am  ! —  |  de  sim  am  p. 

Le  problème  a,  comme  on  le  sait,  n-  solutions,  n  étant  un  nombre 
premier  impair,  et  ces  solutions  peuvent  se  représenter  par  radi- 
caux au  mo^en  des  racines  d'une  seule  équation  du  (n-i-i)'*"* 
degré.  Parmi  les  n*  solutions  dont  il  s'agit,  il  en  est  une  qui  ne 
peut  nous  servir,  celle  où  a  est  égal  à  b. 

Si  donc  n  est  un  îiombre  premier,  il  existe  n*  —  i  points  b  for- 
mant avec  un  point  donné  a  un  couple  de  points  de  Steiner,  Ces 
points  se  classent  en  «  -+- 1  groupes  répondant  aux  racines  de  l'é- 
quation du  («  -+-  I )'*■""  degré  dont  il  a  été  parlé,  et  chaque  groupe 
se  compose  de  «  —  i  points.  Des  relations  qui  seront  données 
plus  tard  entre  les  différents  couples  de  points  de  Steiner,  on 
déduira  d'ailleurs  des  rapports  très  simples  entre  les  points  d'un 
tel  groupe. 

Si  Ji  n'est  pas  un  nombre  premier,  il  pourra  arriver  que  les 
nombres  p,  q  qui  figurent  dans  l'expression 


et  qui  peuvent  prendre  les  valeurs  o,  i,  a,  .  .  . ,  n —  i  aient  simul- 
tanément le  même  facteur  en  commun  avec  w,  et  alors  la  figure  à 
in  sommets  s'obtient  par  répétition  d'un  polygone  d'un  nombre 
de  côtés  moindre  ('  ).  On  a  donc  en  général  ce  théorème  : 

A  tout  point  a  de  la  courbe  répondent  autant  de  points  b  qu'il 
existe  de  couples  de  nombres  p^  q[<^n)  n'ayant  avec  n  aucun  fac- 
teur commun. 

Les  points  d'inflexion  donnent  lieu  à  des  polygones  particulière- 
ment remarquables.  On  reconnaît  en  effet  sur  (i6)  que  les  points 
d'inflexion  forment  doux  à  deux  un  couple  de  Steiner  pour  /i  =  3 
et  sur  (17)  que  deux  points  de  contact  des  tangentes  issues  des 
différents  points  d'inflexion  forment  un  couple  semblable  pour 


(')  Comparex  lo«  déreloppcmcnts  correspondanU  dans  le«  courbe«  k  point  double, 
p.  3io. 
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/i  =  6.  On  a  par  conséquent  cet  énoncé,  dont  la  première  partie  a 
déjà  été  donnée  par  Steiner  : 

Delix  points  d'inßexion  peuvent  être  les  points  d'intersection 
des  côtés  pairs  et  impairs  d'un  hexagone  de  Steiner,  et  deux 
points  de  contact  des  tangentes  issues  de  deux  d'entre  eux  peuvent 
être  les  points  semblables  d'un  dodécagone  de  Steiner. 

Nous  pouvons  d'ailleurs  obtenir  de  la  manière  suivante  sur  la 
courbe  des  systèmes  de  points  qui  ramènent  pour  un  cas  spécial 
(«=3)  aux  points  d'inflexion.  Nous  posons  la  condition  que, 
dans  le  système  des  points  b  répondant  à  un  point  a,  un  troisième 
point  soit  situé  sur  la  ligne  de  jonction  de  deux  autres.  Si  deux 
points  semblables  [b,  b')  sont  donnés  par  les  équations 

a^b-Jr- —y     a^b'-h- j 


on  doit  pouvoir  indiquer  deux  nombres  p^,  q"  tels  que 
a^b"-^ 


_,«  .    p'^^-^q"^' 


et  que  b-\-  b'  -{-  b"^  o,  c'est-à-dire  que 

3a-y[[p-^p'^p")o,-h[q-i-q'-hq")t^']=0, 
ou  bien  encore  on  doit  avoir  (^r,s  étant  des  nombres  entiers) 

(21)     «  =  "^""^  """  -^  3^  [{p  -^p'-^p'')^  +  [q^q'-^ q'W]' 

Comme  maintenant  la  première  partie  du  deuxième  membre 
est  l'argument  d'un  point  d'inflexion,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Tous  les  points  a  qui  peuvent  former  avec  un  point  d'inflexion 
un  couple  steinérien  de  points  répondant  au  nombre  3n,et  ceux- 
là  seulement,  possèdent  la  propriété  que  les  lignes  joignant  deux 
points  qui  forment  avec  a  un  couple  de  points  répondant  au 
nombre  n  coupent  la  courbe  en  un  troisième  point  constituant 
avec  a  un  couple  de  même  nature. 

L'étude  approfondie  des  systèmes  de  points  a,  b  ainsi  définis 
qui  dépendent  des  points  d'inflexion,  et  dont  le  système  des  points 
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d'inflexion  lui-môinc  apparaît  comme  le  cas  le  plus  spécial,  oflre 
un  grand  inlcrôt.  Ces  systèmes  sont  difl'érents  suivant  la  nature 
des  nombres 

«,      p^^z  p -{- p' -h  p\      qo=q  H-q'-hq", 

et  voici  de  quelle  manière  :  a  satisfaisant  à  la  relation  (ai),  nous 
appellerons,  pour  abréger,  point  r,  s  un  point  qui  forme  avec  a  un 
couple  de  points  répondant  au  nombre  n  et  dont  l'argument  est 

par  conséquent   de    la   forme  a-\ '■ — •    Cela  étant,    si  les 

points  ;•,  .v;  ;',  s';  r" ,  s"  doivent  être  en  ligne  droite,  on  aura  néces- 
sairement 

/•  -J-  r  -i-  i-^==po,     s  -h  s'  -h  s"^  7o     («nod.  n ) . 

Si  maintenant,  en  premier  lieu,  n  est  divisible  par  Z,  mais  qu'il 
n  en  soit  pas  de  même  pour  poetÇit,  \cs  points  r,  s;  r'.s';  r'',s"  ne 
peuvent  jamais  se  confondre.  Si,  au  contraire,  n  n'est  pas  divi- 
sible par  3,  on  peut  toujours  faire,  et  cela  d'une  seule  manière, 

Sr^Poi     Sj^iyo     {mofl.n); 

alors  un  point  d'inßexion  appartient  au  système.   Si  enfin   les 
trois  nombres  «,  />o,  <7o  sont  divisibles  par  3,  chacun  des  neuf 
points  d'inflexion  appartient  au  système. 
Dans  le  cas  de  n  impair,  les  congruences 

r'  -h  ir^Pf,,     .t'+2.çï=7o     [mod.n) 

ont  lieu  simultanément,  de  sorte  qu'à  tout  point  r',  s' correspond  un 
point/', 5  et  réciproquement.  Dans  cette  livpothèse,  on  peut  donc 
de  tout  point  du  système  mener  une  tangente  dont  le  point  de 
contact  appartient  au  système,  et  en  tout  point  du  système  la 
tangente  passe  encore  par  un  autre  point  de  ce  dernier.  Si  au 
contraire  n  est  pair,  à  tout  point  /•,  s  répond  un  point  /'',.«';  mais, 
H  l'inverse,  à  un  point  /^,  s'  ne  répond  un  point  r,s  que  si  les  nom- 
bres/^^ —  /"',  Ço  —  i'sonl  pairs,  et  alors  au  même  point  répondent 
encore  les  points 

n  m  n  n 

/H — »  i;      i,s -i :     rH--»     iH • 

2  2  2  2 

Conséquemmcnl,  la  tangente  en  un  point  quelconque  du  système 
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passe  par  un  autre  point,  mais  toujours  quatre  par  le  môme,  de 
sorte  qu'il  n'y  a  que  le  quart  des  points  par  lesquels  passent  les 
tangentes  d'autres  points  (  '  ). 

L'élude  des  couples  de  points  de  Steiner  nous  donne  occasion 
de  placer  quelques  explications  générales  relatives  à  la  distribu- 
tion binaire  ou  correspondance  qui  nous  est  donnée  par  eux  sur  la 
courbe.  Un  couple  de  cette  nature  est  défini  par  la  relation  (20), 
c'est-à-dire  par 

(aa)  a—  b^-{po^-h  qrü')     (^«). 

Si  nous  faisons  parcourir  la  courbe  au  point  a  et  que  nous 
chercbions  le  point  b  correspondant  à  cbacune  de  ses  positions, 
en  attribuant  aux  nombres  p,  q  des  valeurs  constantes  détermi- 
nées, nous  obtiendrons  tous  les  couples  imaginables  qui  répondent 
sur  la  courbe  au  nombre  n  et  pour  lesquels  les  nombres  p^  q  ont 
ces  valeurs  déterminées;  or  il  est  clair  que  tous  ces  couples  de 
points  a',  h'  dérivent  du  couple  donné  a,  b  en  faisant  varier  les 
arguments  d'une  constante,  de  sorteque  la  condition  al —  V^  a — b 
reste  satisfaite.  Celte  observation  donne  la  construction  géomé- 
trique suivante  des  couples  dont  il  s'agit.  On  joint  les  points  rt,  ô  à 
un  point  quelconque  c  de  la  courbe,  de  telle  sorte  que  cette  der- 
nière soit  rencontrée  par  les  lignes  ne,  bc  aux  points  b' ^  a'  en 
supposant 

Il  en  résulte 

(a3)  rt'— 6'=rt  — Z.  =  -. 

Pour  énoncer  d'une  manière  simple  le  sens  de  cette  équation, 
nous  diviserons  les  couples  de  points  (  22)  en  difierentes  classes  et 
nous  réunirons  en  une  même  classe  tous  ceux  pour  lesquels  les 
nombres  p,  q  ont  les  mêmes  valeurs.  L'équation  (23)  nous  donne 
alors  ce  théorème  : 

Si  l'on  joint  un  couple  steinérien  de  points  à  un  point  quel- 
conque de  la  courbe,  les  lignes  de  jonction  coupent  la  courbe  en 

C)  Voir,  pour  plus  àz  détails  surc?s  sjitètnes  de  pjints,  Clebscu,  lor.  eu. 
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de  nouveaux  couples  de  points  de  la  même  classe,  en  sorte  que 
l'on  obtient  tous  les  couples  de  points  d'une  classe  au  moyen  de 
l'un  d'entre  eux  en  faisant  mouvoir  le  point  arbitraire  sur  toute 
la  courbe. 

Les  difTérentes  classes  de  points  se  rangent  ensuite  en  groupes, 
en  tant  que  l'on  réunit  pour  en  former  un  groupe  toutes  les  classes 

pour  lesquelles  la  quantité  e=  -(^w-h  yw')  ne  diffère  que  par 

des  facteurs  numériques  entiers  et  à  Tégard  desquelles  on  a  par 

suite 

a  —  b^t,  2«,   3e,    ...,    [n  —  i)c. 

Mais  il  est  à  remarquer  que  les  classes  qui  dans  un  groupe  ré- 
pondent à  ht  et  [n — h)t  ne  diffèrent  pas  entre  elles,  puisqu'elles 
se  transforment  l'une  dans  l'autre  par  simple  permutation  de  a  et 

de  b.  Chaque  groupe  comprend  donc  seulement  -[n  —  i)  classes, 

et  il  existe  («-+-1)  groupes  semblables,  corrélatifs  aux  racines  de 
l'équation  du  (n-h  1  )'*"'•  degré  dont  dépend  la  division  en  n  par- 
ties (').  D'ailleurs  dans  chaque  groupe,  si  n  n'est  pas  un  nombre 
premier,  sont  comprises  des  classes  de  polygones  improprement 
dits,  ainsi  qu'on  le  conclut  de  considérations  semblables  à  celles 
développées  plus  haut;  mais  nous  n'insisterons  pas  davantage  sur 
ces  cas.  Nous  mentionnerons  seulement  un  théorème  au  moyen 
duquel,  en  tenant  compte  du  théorème  précédent,  on  peut,  comme 
on  le  voit  immédiatement,  déduire  linéairement  d'un  seul  couple 
tous  les  couples  d'un  groupe 
Si  l'on  a  en  effet  les  équations 

a  —  b~ht,     a'-b'~h't, 

et  que  les  points  a",  b"  ;  «"',  b'"  soient  deßnis  par 

a -+- Ä' -f- a"  ^  o,     b  -^-a'  -\-  f^o, 
a -h  n' -+- a'' ^  Oj     b -^  b' -\- b"  ^  o, 
on  a  aussi 


(')  Ces  (jrotipps  corrcspondont  conséq  nom  ment  niix  diTene«  cImsm  nonéquiva« 
lontea  quo  l'on  diatiiiQUC  dans  une  transfuriuatiou  du  n'"**  degré. 
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Si  donc  deiuc  couples  a,  b;  a',  b'  du  même  groupe  sont  donnés, 
et  qu^on  les  réunisse  diagonalement,  les  lignes  de  jonction  déter- 
minent sur  la  courbe  deux  nouveaux  couples  de  points  qui  appar- 
tiennent au  même  groupe.  Dans  le  cas  seulement  oit  les  deux 
couples  sont  de  la  même  classe  [h  =  h'),  l'un  des  nouveaux  couples 
se  confond  avec  un  point  de  la  courbe,  tandis  que  le  second  ap- 
partient à  une  autre  classe.  Celle  dernière  observalion  conduit  à 
trouver  au  moyen  de  deux  couples  de  la  môme  classe  les  couples 
d'aulres  classes  du  même  groupe.  Mais  comme,  d'après  le  ihéorème 
précédent  tous  les  couples  dune  classe  sont  donnés  par  un  seul 
couple  de  celle-ci,  on  peut  en  réalité  construire  tous  les  points 
d'un  groupe  au  moyen  d'un  seul  couple. 

11  n'est  au  contraire  pas  possible  de  construire  les  couples  de 
points  de  différents  groupes  si  un  couple  unique  est  donné.  Il  est 
nécessaire  pour  cela  d'avoir  deux  couples 

a-b~i,     a'—b'=s' 

n'appartenant  pas  au  même  groupe.  Si  on  leur  applique  en  effet 
la  même  construction,  on  arrive  à  deux  couples  pour  lesquels 

a''  —  b"~  i  —  z,      a'"  -  *"=  _  (  j  _i-  s'). 

Nous  avons  donc  ce  théorème  : 

Si  deux  couples  steinériens  (a,  b,  t;  a',  b',  e')  de  différents 
groupes  sont  donnés,  et  quon  joigne  a  h  b\  cl  àb  ou  a  à  a' ,  b  à  b', 
on  obtient  un  troisième  couple  qui  appartient  à  un  autre  groupe, 
uivec  deux  couples  donnés  de  groupes  différents  on  peut  en  gé- 
néral construire  tous  les  couples  qui  répondent  à  un  nombre  n  si 

e  =  —[p(a -h  qo}'),      s'rr:  -  f  n'&> -{- «'w' ], 

et  que  ni  p^  q  ni  //,  q'  n  aient  un  facteur  commun  avec  n. 

On  peut  d'ailleurs  chercher  les  relations  entre  les  couples  de 
points  qui  répondent  à  des  nombres  différents  ;  nous  négligerons 
toulefois  le  développement  de  ces  théories  pour  rattacher  à  ce  qui 
précède  des  recherches  d'un  autre  caractère,  celles  qui  consistent 
à  établir  la  liaison  des  relations  entre  les  différents  points  de  la 
courbe  avec  d'autres  figures  géométriques  dans  le  plan.  Si  l'on 
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altrihiic  en  cfTcl  aux  nombres  j>,  q  dans  (aa)  des  valeurs  con- 
stantes, les  lignes  qui  joignent  deux  points  correspondants  a,  b 
envelopperont  une  courbe  déterminée,  et  cette  courbe  est  de  la 
sixième  classe  (').  A  un  point  b  correspond  en  effet,  en  vertu 
de  (aa),  le  point  rt==fe  -4-  e,  e  étant  une  constante,  et  le  troisième 
point  d'intersection  u  de  la  ligne  qui  joint  a  ci  b  est  déterminé  par 

ai  -h  «  +  «  =  o. 

Les  points  b  dont  les  lignes  de  jonction  au  point  correspondant 
b-\-t  passent  par  le  même  point  u  sont  conséquemment  déter- 
minés par 

a4  b= \-'- '—,     • 

\  T  a  a 

c'est-à-dire*que  leur  nombre  est  égala  4,  corrélativement  aux  quatre 
couples  de  valeurs  que  l'on  doit  attribuer  à  p,  q\  mais  par  u 
passent,  en  oulrc,  la  ligne  qui  joint  u  (comme  point  b)  au  point 
correspondant  m -h  c  et  la  ligne  qui  joint  u  (comme  point  a)  au 
point  correspondant  u  —  e,  de  sorte  que  nous  avons  en  tout 
six  tangentes  que  Ton  peut  mener  par  u.  La  relation  (24)»  P^^ 
comparaison  avec  (i5),  donne  en  passant  cette  proposition  : 

Si  la  ligne  joignant  le  point  a  au  point  associé  a~{-  t  passa 
par  u,  les  lignes  qui  Joignent  les  trois  points  Jor niant  a\'ec  a  un 
couple  de  pôles  à  leurs  points  correspondants  passent  également 
par  u. 

Si  l'on  prend  en    particulier  dans  (aa)    w  =  a,    d'où   c=-w 

ou  -  w'  ou  -  (w  4-  w'),  deux  points  associés  rt,  b  forment  un  couple 

de  pôles  et  la  relation  entre  eux  devient  réciproque  ;  la  figure  en- 
veloppe de  leurs  lignes  de  jonction  n'est  donc  plus  que  de  la  troi- 
sième classe.  Donc,  suivant  des  théorèmes  connus,  les  trois  courbes 
(|ui  prennent  ainsi  naissance  ne  sont  autres  que  les  trois  cay- 
Ipjennes  respectives  des  trois  courbes  du  troisième  ordre  auxquelles 
la  courbe  primitive  appartient  comme  hessienne.  yéinsi,  parmi  les 


(')  f'oi'r  pour  ce  qui  suit  le  Mi'moirc  de  IIar!«ack  {loc,  cit.),  tlant  lequel  •«  Iroure 
expliqué  t'ii  détail  ce  que  sont  ces  courbes  pur  r.ipport  au  réel  et  à  rimaginairc. 
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courbes  de  la  sixième  classe  qui  ont  été  définies  un  peu  plus  haut, 
sont  comprises  pour  w  =  2  les  trois  caj  lejennes  r/ui  correspondent 
à  la  courbe  primitive  de  la  manière  connue,  chacune  comptant 
deux  fois. 

On  peut,  d'ailleurs,  rendre  ce  qui  précède  coraplélement  indé- 
pendant des  couples  de  points  de  Sleiner  en  considérant  e  comme 
un  paramètre  variant  d'une  manière  continue,  sans  avoir  égard  à 

ce  qu'il  se  présente  sous  la  forme  -{p<ù  -\-  qtJ).  A  chaque  valeur 

de  c  répond  alors  de  la  manière  indiquée  une  courbe  de  sixième 
classe,  et  toute  tangente  du  plan  est  touchée  par  trois  courbes  du 
système  engendré  par  variation  de  t.  Car  on  peut  évidemment 
combiner  les  trois  points  d'intersection  d'une  droite  quelconque 
avec  la  courbe  primitive  de  trois  manières  diUërentes  en  les  asso- 
ciant deux  à  deux  (  •  ). 

Au  lieu  de  faire  usage  de  la  relation  a —  b  ^  s,  on  peut  naturel- 
lement aussi  associer  à  tout  point  a  un  point  b  par  la  condition 
a-i-b^e.  Alors  la  ligne  qui  joint  deux  points  correspondants 
passe  toujours  par  le  même  point  —  e;  cette  espèce  d'association 
est  donc  essentiellement  diüerente  de  celle  dont  il  a  été  parlé  pré- 
cédemment. Sont  particulièrement  intéressants  les  cas  où  le 
point  —  e  est  situé  en  l'un  des  neuf  points  d'inflexion .  Toute  droite 
passant  par  un  point  semblable  est,  en  effet,  divisée  harmonique- 
ment  par  la  courbe  et  par  la  droite  harmonique  du  point  d'in- 
flexion dont  il  s'agit.  L' arrangement  par  couples  sur  la  courbe, 

qui  est  donné  par  la  relation  a-i-b^^^pw-i-  q^')^  sera  donc  re- 
présenté par  une  collinéation  dans  le  plan  et  même  par  une 
transformation  perspective  dont  le  centre  de  collinéation  est  situé 
en  un  point  d'inflexion  et  dont  l'axe  de  collinéation  coïncida 
avec  la  droite  harmonique  correspondante  f^V 


(')  Ce  système  de  courbes  est  le  même  (interverli  seulement  dans  le  sens  dualis- 
lique)  que  celui  qui.  dans  les  courbes  à  deux  branches  réelles,  fournit  les  coui-bes  de 
latitude  sur  la  surface  annulaire  {voir  la  note  de  la  page  370).  Nous  reviendrons  encore 
sur  sa  liaison  avec  le  connexe  Q^  {abuy(^cau)c^b  dans  le  Chapitre  II  du  tome  III 
de  ces  Leçons. 

(*)  En  dehors  de  ces  neuf  collinéations  il  existe  neuf  autres  transformations  de  la 
courbe  C,  en  elle-même,  et  chacune  ds  celles-ci  prend  naissance  par  combinaison  de 
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On  peut  enfin  examiner  la  relation  plus  générale 

ma  —  nb  ^t 

entre  les  points  «  et  ^  sur  la  courbe.  A  tout  point  a  correspondent 
n"^  points  b^  et  inversement,  à  tout  point  b,  ni*  points  a,  m  et  n  étant 
des  nombres  premiers  impairs.  Les  lignes  qui  joignent  les  points 
correspondants  enveloppent  ici  une  courbe  de  la  classe 

2(m'-t-  mn  +-  «*), 

proposition  que  Ton  démontre  facilement  comme  la  proposition 
semblable  pour  le  cas  de  m  =  n  =  i.  Mais  au  contraire  on  ne  serait 
plus  conduit  à  des  courbes  algébriques  de  cette  espèce  comme 
figures  enveloppes  si  l'on  relie  deux  points  «,  b  par  la  relation 
encore  plus  générale 

Ä  =pi  H-  », 

p  désignant  une  constante  quelconque.  Dans  chacun  de  ces  cas 
on  peut  d'ailleurs  représenter  aisément  comme  fonctions  ellip- 
tiques d'un  paramètre  les  tangentes  ///  des  enveloppes  qui  ont  celte 
origine;  il  suffit  de  calculer  au  moyen  de  (5)  les  coordonnées  x, 
et^,-  des  points  dont  les  arguments  sont  u  et  /9(i  +  e>  et  de  poser 
ensuite  a/=  (j^  )/• 

Nous  passons  maintenant  à  d'importantes  généralisations  de  ce 
qui  précède,  généralisations  qui  se  rapportent  aux  points  d'inter- 
section de  C3  avec  d'autres  courbes  quelconques.  Soient  d'abord 
«I,  «2,  .  . . ,  Mo  les  arguments  des  six  points  d'intersection  de  Cj 
avec  une  conique.  Supposons  que  les  lignes  joignant  {/|  et  u^« 
«3  et  M,,  Mj  et  «e  rencontrent  encore  la  courbe  en  fi,  Va,  ^»3,  D'a- 
près notre  théorème  fondamental  sur  les  systèmes  de  points  d'in- 
tersection (p.  i33),  les  points  i»,,  t'j,  v^  sont  nécessairement 
sur  une  droite,  car  nous  avons  trois  courbes  du  troisième  ordre 
qui  ont  huit  points  communs  et  doivent  se  couper  en  un  neu- 
vième point;  CCS  courbes  sont  : 


deux  fir«  premières.  Voir  la  note  do  la  p.  iV\.  En  partant  des  points  d'inflexion  on 
sera  aussi  simplement  conduit  h  la  considération  de  ce  qu'on  appelle  les  groupes  ter- 
naires d'inncsion.  f'oir  sur  ce  sujot  GcMT,  Zettschrîjt  de  ScttLÖMiLUi,  t.  XVII. 
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1  °  La  courbe  G3  ; 

2°  Les  trois  lignes  1 .  2,  3-4,  5.6  ; 

3°  La  conique  et  la  ligne  joignant  Vi  et  Va« 

Par  suite,  en  vertu  de  (12),  existe  la  relation 

fi-f-Ct-HVj— o, 

et  de  notre  construction  des  points  Ui  résulte 

U|+ «, -f- «',^0, 

«3  -f-  «4  -I-  t'j  ^=  o, 

«s -4- «6 -+-•'3^0. 
d'où,  par  addition, 

(aS)  «,-1- «2-+- «3+ «*+ «5-*- «6^0     (mod.w,  w'). 

Par  conséquent,  la  somme  des  arguments  dès  six  points  d'inter- 
section d'une  conique  avec  une  courbe  du  troisième  ordre  est 
congruente  à  zéro  [dans  la  représentation  paramétrique  par 
nous  employée). 

On  peut  d'ailleurs  poursuivre  de  la  même  manière,  et,  par 
l'application  continuée  des  théorèmes  sur  les  systèmes  de  points 
d'intersection,  on  arrive  à  ce  résultat  que  pour  les  arguments  des 
points  de  rencontre  de  notre  courbe  C3  avec  une  courbe  C„  existe 
l'équation 

«1  +  «2  +  «3  +  •  •  .  +  «3«^  O' 

Mais  ce  résultat  est  aussi  une  conséquence  directe  du  théorème 
de  l'addition  des  fonctions  elliptiques,  tel  que  nous  l'avons  énoncé 
dans  l'équation  (9  ). 

Soit  4>  =  o  l'équation  d'une  courbe  du  /i'«"«  ordre,  et  supposons 
d'abord  n  =-  "im.  Si  nous  posons  dans  <î>,  suivant  (5), 

en  faisant  encore 

f  =  sinam«,     ci=cosam«,     A=:Aam«, 

et  que  nous  ayons  égard  à  ce  que 

c*=i  —  s\     A»  =  i— /»A 
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4>  deviendra  manifeslemcnl  de  la  forme 


-+-f  A(Ä,.v'"'-^-+-  b,s^"'-*-\-..     -i-6„„_,*), 

et  les  coefficienls  rt/,  bi  de  celle  expression  se  composent  des  coef- 
ficients de  0  et  du  carré  du  module  k. 

Or  la  fonction  4>  doit  s'annuler  lorsque  Ton  met  pour  u  Tun 
des  arguments  des  3/ï  points  d'intersection,  c'est-à-dire  pour 

«  =  //,,      //=://,,...,      u=:u^„. 

Cela  donne  6m  =  3/z  équations  pour  la  détermination  des 
3/i  —  I  grandeurs  rt/è/.  Si  donc  on  pose  de  nouveau  5,==  sinamu/, 
c,=  cos  am«,,  A/=  Aamt//,  on  aura  l'équation  R  =  o,  R  désignant 
le  déterminant  suivant  : 


R  = 


SA 
1 

5^"-» 

SI 
SA 

.S/l-J 

•s.1 

I       r,A,5Î'   » 


I     /•       A       «SA-S    -        *        -3A-4 


.f,f,A, 
.ïjTjAj 


Si  d'autre  part  on  forme,  à  l'aide  des  équations  (9),  (10)  et  (ii)f 
l'expression 

smam(tt,-T-  Wj-h.  ,  .  4-  «,,,)  = « 


le  déterminant  R  figure  précisément  dans  le  numérateur  de  celle 
dernière,  et  l'on  a 

en  posant,  pour  abréger, 


S  = 


SA-I      -S.-l-S 

l         '1 


»A-1      ,3A-S 
1  *J 


x,r,A, 


,SA-i    -S«    3  c       r      A      c*"-» 

'sa  'in  •    •   '      ""SA     '^Sa'»8A*j  I 


<*»aA,«*jî;-*  ••  •  'sA<"s«-^s 


Maintenant  on  s'assure  facilement  (comme  dans  le  cas  de  /i  =::  1) 
(|uc  le  déterminant  S  ne  peut  pas,  en  général,  s'évanouir  par  suite 
des  3/1  équations  dont  il  a  été  question  plus  haut,  et  conséqucni- 
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ment  de  (9)  résulte 

8inam(tt,4-  «, -4-. .  .4- «,„)  =  o 


ou  en 


fin 


»6)  «,  H- H, -f- 1/3-4-. . .-+- «3„^o     (mod.( 


L'examen  du  cas  de  n  impair  s'efleclue  d'une  manière  tout  à 
fait  semblable,  comme  le  montre  déjà  l'exemple  de  la  droite,  et  il 
n'est  pas  nécessaire  d'entrer  dans  les  détails.  On  arrive  ainsi  à  ce 
théorème  fondamental  : 

Si  l'on  représente  les  points  d'une  courbe  du  troisième  ordre 
comme  Jonctions  elliptiques  d'un  argument,  de  telle  sorte  quà  la 
valeur  zéro  de  V argument  corresponde  un  point  d'inflexion,  la 
somme  des  arguments  pour  les  Zn  points  d'intersection  avec  une 
courbe  du  /i'^'»«  ordre  est  toujours  congruente  à  zéro. 

Par  ce  théorème  se  trouve  en  même  temps  confirmée  la  proposi- 
tion déjà  connue  d'après  laquelle,  parmi  les  points  d'intersection 
d'une  courbe  G3  avec  une  courbe  C„,  l'un  est  toujours  déter- 
miné par  les  autres  (p.  i35),  car  l'argument  de  ce  dernier  s'exprime 
linéairement,  en  vertu  de  (26),  au  moyen  des  3n  —  i  restants. 

Nous  ne  nous  proposons  plus  que  de  faire  usage  de  ce  dernier 
théorème  pour  obtenir  quelques  propositions  relatives  aux  coni- 
ques de  contact,  propositions  qui  nous  sont  déjà  connues  par  une 
autre  voie  (p.  •jlQQ). 

Supposons    d'abord    qu'une    conique    doive   toucher    C3    aux 

trois  points  m,,  UifU^;  deux  points  d'intersection  se  confondent, 

cl  nous  avons     , 

2(n,  4- «2-4-ttj)^o 


ou 


(27)  tti-f-ttj+ Wj^; -(/;«  + «/w'). 

L'hypothèse  p  =  o,  q  =  o,  donne  la  condition  que  les  trois 
points  soient  situés  sur  une  ligne  droite,  cette  dernière  pouvant 
en  effet,  si  on  la  compte  deux  fois,  être  considérée  comme  une 
conique  tangente.  //  existe  donc  seulement  trois  systèmes  de  co- 
niques de  contact  proprement  dites,  systèmes  se  distinguant  parla 
circonstance  qu'entre  les  arguments  de  leurs  trois  points  de  con- 

Clebscd.  —  Géométrie,  II.  23 
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tact  existent  respectivement  les  équations 

2  2  2 

A  l'aide  de  ces  relations  on  vérifie  encore  aisément,  en  tenant 
compte  de  (i5),  la  construction  obtenue  plus  haut  pour  le  troi- 
sième point  de  contact,  si  les  deux  autres  sont  donnés.  Si  l'on  fait 
passer  par  i/|,  Uj,  Uj  une  autre  conique  rencontrant  encore  la 
courbe  C3  en  v,,  v^,  V3,  on  a 

tf,  -f-  «j  -f-  «3  +-  l'i  -+-  t'i  ■+-  l'a^  o, 

d'où,  à  cause  de  (a8), 

•  •     /         •  r  / 

l'i -I- *», -M'3  SH  -  w,       -w,      -,w-+-(i»'    ; 

2  2  2 

et  de  là  résulte  la  proposition  suivante  qui  a  Hesse  pour  auteur  : 

»Si  r  on  J'ai  t  passer  par  les  trois  points  de  contact  dUine  conique 
une  nouvelle  conique,  celle-ci  coupe  encore  la  courbe  en  trois  points 
qui  sont  les  points  de  contact  d\me  autre  conique  appartenant  au 
même  système. 

Si  la  conique  doit  avoir  en  deux  points  distincts  [u^  et  U|  )  un 
contact  du  second  ordre,  on  aura 

3^tt|-+-  «t)  i^  o 
ou 

«,-4-  «j==  -^{poi  ■+■  q<a  ). 

Les  deux  points  de  contact  sont  donc,  d'après  (16),  constam- 
ment en  ligne  droite  avec  un  point  d'inßexion. 

Nous  mentionnerons  encore  comme  dernier  exemple  la  dé- 
termination des  quatre  points  [u^  u^,  M3,  u«)  de  la  courbe  qui 
sont  les  opposés  du  point  v  (p.  269).  En  prenant  U|,  Uj,  Uj,  iit 
comme  points  de  base  d'un  faisceau  de  coniques  dont  les  courbes 
individuelles  coupent  encore  C3  aux  points  mobiles  u^,,  v«,on  a 

tt.  -4-  «.  £^  —  f  «i  4-  ««  4-  »,  -f-  «1  . 
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Si  donc  on  pose  f  ^Ui -{- lij-H  M3  4- m*,  on  a  toujours  l'équa- 
tion 

«i -f-  «t -f- p  ^  o, 

c'est-à-dire  que  les  lignes  de  jonction  des  points  d'intersection 
mobiles  passent  toutes  par  le  même  point  dont  l'argument  est  u. 
Toutes  les  recherches  relatives  aux.  systèmes  de  points  d'intersec- 
tion, et  par  suite,  en  particulier,  le  théorème  du  reste,  peuvent 
être  effectuées  de  la  même  manière;  mais  nous  insisterons  d'autant 
moins  sur  ce  sujet  que  les  développements  correspondants  dans 
les  courbes  d'ordre  supérieur  nous  occuperont  encore.  Faisons 
seulement  observer  que  les  propositions  sur  les  polygones  de 
Steiner  admettent  une  généralisation  facile  si  l'on  remplace  les 
lignes  droites  par  des  courbes  du  /i'*""  ordre  qui  coupent  la 
courbe  C3  en  trois  points  mobiles  et  ont  conséquemment  3« — 3  in- 
tersections fixes  avec  elle.  On  peut  donc,  en  particulier,  au  lieu 
des  côtés  de  polygones,  choisir,  comme  l'a  déjà  fait  Steiner,  des 
coniques  passant  par  trois  points  fixes  de  la  courbe. 

Nous  aidons  rattaché  plus  haut,  pour  plus  de  simplicité,  l'intro- 
duction des  fonctions  elliptiques  dans  la  théorie  d'une  courbe  du 
troisième  ordre  à  une  forme  canonique  de  l'équation  de  cette  der- 
nière; il  y  a,  d'ailleurs,  moyen  d'eff"ectuer  aussi  les  calculs  indé- 
pendamment du  système  de  coordonnées  employé,  comme  nous  le 
verrons  encore  plus  tard  (  ').  Nous  allons  d'abord  signaler  briè- 
vement la  marche  des  développements  qui  y  conduisent. 

Nous  plaçons  le  triangle  des  coordonnées  de  telle  sorte  que  le 
sommet  (jr,  =  o,  x-z=o)  se  trouve  sur  la  courbe,  ce  qui  suppose  la 
connaissance  d'un  point  quelconque  de  celle-ci  (et  non  plus  d'un 
point  d'inflexion).  L'équation  de  la  courbe  se  présente  alors  sous 
la  forme 

?''  ^2>  X»  étant  des  fonctions  homogènes  en  Xi,  x*  de  l'ordre  de 
leur  indice.  Nous  chercherons  les  coordonnées  des  points  d'inter- 
section d'un  rayon  du  faisceau  IjCf  —  Xs=  o  avec  la  courbe.  Si, 
d'après  cela,  nous  faisons  x,=  lx^  dans  Çj,  <|»j,  ^i,  et  que  nous 


(')  foir  la  Section  suivante  de  ce  Chupilre. 

o5 


388  TOMK   II.   —    CnAPITRK   II. 

négligions  les  indices,  notre  équation  se  transforme  en 
et  il  vient  par  conséquent 


ou,  en  désignant  par  p  un  facteur  arbitraire, 
>9)  [p*i==2^X» 


Si  Ton  transforme  maintenant  la  courbe  par  le  choix  d'un 
autre  triangle  quelconque  de  coordonnées,  les  nouvelles  coordon- 
nées seront  des  fonctions  li  néaires  de  a:,,  arajXs,  et,  par  conséquent, 
les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  seront  des  combinaisons 
linéaires  des  expressions  qui  figurent  dans  les  seconds  membres 
des  équations  (29).  Ces  coordonnées  sont  donc,  en  général,  des 
fonctions  entières  du  second  degré  d'un  paramètre  X,  augmen- 
tées de  la  racine  carrée  d'une  expression  du  f/uatrième degré .  En 
désignant  cette  dernière  par  M  et  les  fonctions  entières  précitées 
par  Gl,  G2,  G3,  il  vient  pour  un  point x  de  la  courbe 

(3o)  p.r,=  G,±a,Vär, 

les  quantités  a/  étant  des  constantes.  La  fonction  M  est  la  même 
dans  les  trois  expressions,  et  ce  fait  résulte  de  ce  que  la  condition 
Ux=  o  ne  doit  conduire  qu'à  une  équation  du  troisième  degré, 
circonstance  qui  n'aurait  pas  lieu  dans  le  cas  contraire.  Nous  obte- 
nons positivement  aussi  au  moyen  de  (3o)  l'équation  du  qua- 
trième degré 

{i/,Gi  4-  tt,Gi4-  "30,)*=  M(mj«, -I-  //,«!-+-  «a «a)*; 

les  équations  (3o)  représenteront  donc,  si  G|,  Gj,  Gj  cl  M  sont 
indépendants  les  uns  des  autres,  une  courbe  du  quatrième  ordre  (  '  ) 


(')  CcUe  conrbo  a  d'ailleurs  deux  pointa  double«, comme  nous  le  verrons  plu«  tard. 
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qui  ne  se  réduit  à  une  courbe  du  troisième  ordre  (par  séparation 
d'une  droite  passant  par  le  sommet  du  faisceau  de  rayons  ci-dessus) 
que  si  l'équation  du  quatrième  degré  en  question  admet  une  solu- 
tion indépendante  des  quantités  u,.  Or,  parsuite  des  équations  (  29), 
tel  est  ici  le  cas,  car,  si  nous  y  faisons  j^  =  o  et  que  nous  prenions 
le  signe  du  radical  positif,  les  quantités  X/  deviennent  indétermi- 
nées et  les  coefficients  des  quantités  u/  dans  Ux  s'évanouissent 
identiquement. 

Pour  introduire  actuellement  les  fonctions  elliptiques,  imagi- 

nons  qu  on  ait  mis  a  la  place  de  A  un  nouveau  paramètre   ~ 

et  qu'on  ait  déterminé  les  constantes  a,  ß,  y,  â  de  telle  sorte  que 
la  fonction  M,  abstraction  faite  d'un  facteur  constant,  se  transforme 

en  X(i  — X)(i  — k^l).  Alors  X  =  o,  X  =  oo,  X  =  i,    ^  =  tî  sont 

les  quatre  racines  de  M  =  o;  autrement  dit  dans  le  faisceau  de 
rayons  Xj —  Xj:,  =  o  on  a  choisi  pour  les  rayons  a:,  =  o  et  X2=  o 
deux  tangentes  menées  du  sommet  du  faisceau  à  la  courbe ,  car 
aux  valeurs  X  =  o  et  X  =  00  correspond  par  l'intermédiaire  de  (  29  ) 
ou(3o)  chaque  fois  un  seul  point  de  la  courbe.  Cela  posé,  soit 
maintenant 


yX^zrsinam«,     ^i  —  Àz^cosam«,     ^i  —  A-X  =  Aamtf, 
de  telle  sorte  que  les  équations  (3o)  se  transforment  en 

[il]  p^t=  y,(sin'amuj  +  pi j 

les  quantités  ß'i  étant  des  constantes  et  les  quantités  ç/  des  fonc- 
tions rationnelles  entières  de  leur  argument,  tandis  que  l'argument 
qui  appartient  à  un  point  x  est  lui-même  défini  par 

(3.)      ■-■   /"^  '^  -f  ''>' 

Dans  les  équations  (3i)  a  en  même  temps  disparu  le  caractère 
arbitraire  qui  existait  auparavant  dans  le  double  signe  du  radical  ; 
les  deux  points  placés  sur  le  même  rayon  du  faisceau  x, —  Xarj=  o 
sont  actuellement  distingués  par  les  arguments  u  et  —  u. 
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En  parlant  des  équations  (3i),  on  démontre  maintenant  de  la 
manière  la  plus  simple  l'identité  des  théorèmes  précédents  relatifs 
nujc  systèmes  de  points  d  intersection  sur  une  courbe  du  troi- 
sième ordre  avec  le  théorème  de  l'addition  des  fonctions  ellip- 
tit/ues,  en  introduisant  au  lieu  des  fonctions  s,  c,  A  les  fonctions 
appelées  H  et  en  utilisant  à  l'égard  de  ces  dernières  un  théorème 
dont  le  théorème  d'addition  précédemment  employé  peut  être 
déduit  comme  cas  particulier.  Pour  le  premier  objet  on  se  sert 
d'un  théorème  tiré  de  la  théorie  de  ces  fonctions  et  qui  a  été  donné 
par  M.  Hermile  (  '  )  : 

Toute  fonction  doublement  périodique  de  la  forme 

Tis*)  4-25CA/(^«), 

où  F  et  f  sont  respectivement  des  fonctions  entières  des  degrés  n 
et  n —  1  en  s^,  peut  se  représenter  comme  le  quotient  d'un  pro- 
duit de  fonctions  H  divisé  par  une  puissance  d' une  fonction  0, 
etj  pour  préciser,  on  a 

^     '  du       ^^'    '  e*"(Mj 

C  étant  une  constante  et  a,,  a,, . .  . ,  cc^n  f^^s  valeurs  racines  de 
l'argument  pour  la  fonction  qui  figure  dans  le  premier  membre. 
Entre  ces  dernières  existe  toujours  la  relation 


Nous  aurions  pu  naturellement  déjà,  dans  notre  représentation 
précédente,  éviter  entièrement  l'introduction  de.f,cA  et  utiliser 
directement  les  fonctions  H,  ce  qui  épargnerait  le  calcul  de 

sinam  (//)  4-  «j  -t- . .  .  -f-  «3„  )  ; 

néanmoins,  dans  les  cas  les  plus  simples,  le  calcul  avec  les  fonc- 
tion susuellcs  5,c,  A  est  plus  abrégé. 

Sous  le  bénéfîce  de  la  proposition  énoncée,  nous  obtenons  au 
lieu  des  équations  (3 1),  si  nous  écrivons  p  au  lieu  de  p6*(u),  des 


(  '  )  Voir  HcRMiTC,  loc.  cit. 
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formules  de  l'espèce  suivante  : 

px,^C,H{u-l)H[u-r.,-)n{u-i:,)U[u-âi), 
avec 

Ici  trois  des  grandeurs  ^,,  r,,  ^/,  S-/,  nous  pouvons  dire  les  trois 
premières,  sont  les  valeurs  de  l'argument  u  pour  les  points  de  ren- 
contre de  la  ligne  a:,=  o  avec  la  courbe  primitive.  Mais,  d'après 
nos  développements  précédents,  il  doit  y  avoir  une  valeur  de  u 
pour  laquelle  les  trois  grandeurs  pxi  deviennent  indéterminées, 
et  pour  cette  raison  nous  pouvons  poser 

«7j  ^^^  ij  ^  ^=  -Tj  =13  J, 

Faisant  aussi  entrer  le  facteur  H(a  — â)  dans  p,  il  vient 

(33)  p.r,  =  QH(«-|/jH>->:/;H(«-Ç/), 

avec 

?,-»-»:, H-  ?,=  ?,+  ïîj-i-  r,=  ç,H-r:3+  ?3=—  ^. 
Or,  par  une  transformation  linéaire  de  l'argument 


(34)  «  =  .,+  -5, 


nous  pouvons  toujours  obtenir  que  dans  le  dernier  membre  de 
ces  relations  figure  zéro  au  lieu  de  — ^,  car  alors  les  valeurs 
racines  des  quantités  x,  sont  données  par  les  valeurs 

et  l'on  a  encore,  d'après  le  théorème  de  M.  Hermite, 

(35)  r,  H-<H-C',^o. 

Nous  avons  maintenant  à  considérer  les  points  de  rencontre  de 
la  courbe  du  troisième  ordre  avec  une  courbe  d'ordre  n 

♦  (x„ar„j:j;  =o. 

Si  nous  introduisons  dans  O,   au  moyen   des  équations  (33), 
les  fonctions  H,  nous   obtenons  une  expression  qui,  multipliée 
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— ^— j-j — — ^  I  »  devient  une  fonclion  doublement  périodique 
parce  que,  d'après  (33),  tout  produit  pxi  se  transforme  par  multi- 
plication par r-, — r— ^  en  une  fonction  semblable,  et  cette  fonc- 

tion  doublement  périodique  a  les  3 /z  valeurs  racines 
«  =  «,,      «  =  «„      ....      «=:«j„, 

qui  correspondent  aux  3n  points  d'intersection  de  4>  =  o  avec  la 
courbe  primitive,  et  une  valeur  racine  jf  =  5  d'ordre  de  multipli- 
cité n,  laquelle  correspond  au  facteur  [H(w  — 5)]".  Si  donc  nous 
appliquons  de  nouveau  le  théorème  de  M.  Hermite,  $  doit  pouvoir 
se  représenter  sous  la  forme  suivante  : 

avec 

(36)  tt,  4- «,-+-... -4- «3„ ^  —  1^  w. 

La  dernière  relation  apparaît  encore,  comme  dans  l'équation  (35), 
sous  la  forme 

(37)  fi-f-<"j4-.  .  .-t-i'j^^o, 

si  au  moyen  de  (34)  nous  introduisons  un  nouvel  argument  i'  à  la 
place  de  u.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  la  réalisation  ef- 
fective de  cette  dernière  transformation,  c  est-à-dire  la  détermi- 
nation des  constantes  â,  revient  à  la  détermination  d'un  point 
d'inßexion  de  la  courbe  primitive.  Pour  les  points  de  rencontre 
d'une  droite  quelconque  avec  cette  dernière,  il  résulte  en  effet 
de  (36) 

«i4-  «,4-«,^  —  S, 
et  de  là,  pour  un  point  d'inflexion  t/, 

Zu==  —  ^     ou     «^— -j-j-_p, 

V  désignant  une  combinaison  linéaire  des  multiples  des  périodes. 
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Les  arguments  des  points  d'inflexion  sont  donc  connus  lorsque 
l'on  connaît  la  valeur  des  constantes  3.  On  reconnaît  en  môme 
temps  que  par  la  transformation  (34)  est  assignée  à  un  point 
d'inflexion  la  valeur  d'argument  v^o,  ce  qui  concorde  avec  nos 
Gxations  précédentes  relativement  à  l'usage  de  la  forme  cano- 
nique (p.  364).  ^ous  verrons  plus  tard  comment  on  peut  déter- 
miner en  fait  les  grandeurs  5  dans  leur  dépendance  des  coefficients 
de  l'équation  de  la  courbe  primitive  et  du  somn>et  du  faisceau  de 
rayons  employé  dans  la  représentation  paramétrique  (*). 

Nous  sommes  ainsi,  indépendamment  de  toute  forme  canonique, 
conduits  au  théorème  suivant  : 

Les  coordonnées  des  points  d'une  courue  du  troisième  ordre 
sans  point  double  peuvent  se  représenter  comme  fonctions  ellip- 
tiques d'un  argument,  et  alors  la  somme  des  arguments  de  ses 
points  d'intersection  avec  une  autre  courbe  quelconque  est  con- 
gruente  à  zéro  si  l'on  suppose  qu'à  l'argument  nul  corresponde 
un  point  d^ inflexion. 

Dans  ce  théorème  se  trouve  énoncée  une  propriété  des  courbes 
du  troisième  ordre  qui  appartient  également  à  toutes  les  courbes 
du  genre  p  ^i,  ainsi  que  nous  l'apprendront  ultérieurement  des 
recherches  plus  générales.  Nous  reconnaîtrons  aussi  plus  loin  que 
toute  courbe  du  genre  p  =  i  peut  être  transformée  uni-détermi- 
nativement  en  une  courbe  du  troisième  ordre  par  des  substitutions 
algébriques. 


VIII.  —  La  représentation  typique  d'une  forme  ternaire  cubique  et  la 
représentation  paramétrique  générale  de  la  courbe  du  troisième  ordre. 

La  réalisation  la  plus  générale  de  la  représentation  paramétrique 
de  la  courbe  du  troisième  ordre,  représentation  qui  n'a  pas  été 
exécutée  d'une  manière  eflective  dans  ce  qui  précède,  exige  des 
recherches  spéciales  relatives  aux  formes  cubiques  ternaires;  nous 
ne  devons  d'ailleurs  donner  ces  recherches  que  dans  la  mesure 
nécessaire  pour  l'établissement  des  formules  finales.  Nous  ne 
pouvons  éviter  ici  quelques  calculs  un   peu  prolixes,   que  nous 


(')  Foir  la  fin  de  U  Section  sairante,  p.  ^ig  et  sair. 
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placerons  ensemble  pour  commencer  et  qui  ont  pour  but  d'arri%'er 
à  ce  qu'on  appelle  la  représentation  tvpique  de  la  forme  ternaire 
fondamentale  y  =  rt'.;  sous  le  bénéfice  des  formules  à  établir,  l'in- 
troduction des  fonctions  elliptiques  s'effectuera  d'ailleurs  très-sim- 
plement. 

Nous  revenons  d'abord  à  l'élude  de  la  forme  mixte 

dans  laquelle  nous  avons  précédemment  reconnu  un  combinant  du 
système  yt-f-\-  ^^.  On  voit  immédiatement,  en  tenant  compte  de 
l'équation  (aa)  (p.  apo),  que  l'on  a  la  relation  suivante,  dont  nous 
devons  nous  servir  incessamment, 

(a)  (fN=.-o, 

si  par  la  lettre  <î  on  désigne  encore  le  procédé  connu  iK  lini  par 
^y=  A  (p.  aSç)).  Mais  l'équation  (2)  est  aussi  la  conséquence  de 
la  proposition  générale  suivant  laquelle  pour  tout  combinant  II 
on  a  identiquement  dû  =  o.  Un  combinant  II  est  en  effet  défini 
par  la  condition 

(3)  n(xa-i->«)  =Mn(a). 

Or,  en  ordonnant  suivant  les  puissances  de  %,  X,  on  a 

(4)  M  =  Mo  x'-t- M, /.-»>  +  ..., 

ce  qui  donne  d'abord,  pour  X  =  o,  •/.  =  !, 

(5)  n(a)=Mon(«), 

d'où  Mo  =  I.  Mais,  si  l'on  égale  dans  les  deux  membres  les  coeffi- 
cients de  )t'"'Â,  on  obtient,  d'après  le  théorème  de  Taylor, 

y     \!ii  aif.^  =  M, n («)    «u    Sn  i-  M,  11. 

Maintenant,  Sïi  n'est  que  de  deux  unilés  |)Iii<  <'1<'\('  <[iic  FI  par  rap- 
port aux  coefficients  dey*;  M|  serait,  par  suilc ,  im  invariant  dey  du 
second  degré  par  rapport  aux  quantités  a.  Mais  une  telle  fonction 
n'existe  pas  (p.  a8a);  on  a  donc  M4  =  o^  et  conséquemment 
aussi  5n  =  o.  La  réciproque  du  théorème  est  vraie,  c'est-à-dire 
qu'on  a  également  la  proposition  suivante  : 
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Toute  forme  ïi  pour  laquelle  la  forme  dû  s'évanouit  est  un 
combinant. 

Si  l'on  a  en  effet  511  =  o,  la  formation  correspondante  (511)^, 
c'est-à-dire  la  forme  Sïl  établie  pour  r.f-{-  ^A  au  lieu  de  y,  sera 
pareillement  égale  à  zéro.  Or  on  a  (p.  3oi) 

d'où,  pour  n,i,  l'équation  aux  dérivées  partielles 

dx     dÀ        d\    dx 
Cette  dernière,  intégrée,  donne 

(6)  n,,:=F(G), 

F  désignant  une  fonction  arbitraire.  Mais,  comme  n,i  est  une  fonc- 
tion homogène  rationnelle  et  entière  de  x,  X,  on  ne  peut  avoir 
que  n,À=  CG^,  p  étant  un  nombre  entier  et  C  une  quantité  indé- 
pendante de  X,  >..  Si  maintenant  on  pose  /.  =  1,  X=z:o,  il  vient 
G  =  1,  d'où  C  =  n.  L'équation  {6)  se  transforme  donc  en 

(7)  n,,=  Gfn, 

c'est-à-dire  que  H  est  un  combinant,  ce  qu'il  fallait  démontrer.  On 
reconnaît  en  même  temps  que  le  facteur^!  dans  (3)  est  toujours 
une  puissance  de  l'expression 

G  =  X*—  S  X«  A*  —  i  x>' S»  X*. 

3  12 

La  circonstance  que  dans  le  développement  (4)  1^  second  terme 
doit  manquer  est  ici  confirmée  par  le  fait  que  le  second  terme 
manque  aussi  dans  G,  et  par  conséquent  dans  toute  puissance 
de  G. 

Actuellement,  considérons  conjointement  avec  Nies  deux  formes 
mixtes  suivantes,  qui  sont  également  du  quatrième  ordre  et  de  la 
première  classe  : 
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En  vertu  de  (2)  et  en  vertu  de  l'égalité  dA  =  -  S/*,  ces  fonctions 
sont  liées  entre  elles  de  telle  façon  que 

(9)  JL=:M,     ^M  =  -SL. 

Exprimons  maintenant  L  et  M  par  les  symboles  de  f  et  A.  On 
lire  L  de 

Ni  Nj  «„  =  -  (  rt  a  «  )  «,a^  (a^a_,.  -4-  fl,.a,) 

en  remplaçant  1°  les  quantités^  par  les  déterminants  des  quan- 
tités u  et  h,  2°  upar  h^  puis  en  multipliant  par  6^;  on  a  ainsi 

L  =  -  (  a  a  i  )  «j;«;^  ^x  [<*«  (  ^  «  "  )  "♦"  «*  (  ^'"*  )  ]• 

Des  deux  parties  du  second  membre,  la  première  revient  à  la 
seconde  si  l'on  permute  a,  h  et  qu'on  prenne  la  demi-somme  de 
l'ancienne  expression  et  de  la  nouvelle.  On  a  alors 


=  -  [a9.h\axtiLxhx\[bau\v.j.—  (aai)«,]. 
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car,  d'après  ce  qui  a  été  dit  (p.  290),  on  a 

Si  l'on  porte  ce  résultat  dans  l'expression  précédente  de  L,  il  vient 
(10)  L  =  |(«i«){/i*«)ff,ix«î  — ^S/«,. 

On  a  également 

M  =  ^  {aal3)tf,«,|3,[(|3««)a,  -H  (?/iii>,]: 
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mais,  si  l'on  procède  à  l'égard  du  second  terme  comme  on  Ta  fait 
plus  haut  vis-à-vis  du  premier  de  L,  on  aura 

Le  facteur  de  -  «^  est  la  quantité  désignée  par  Aj  dans  le  dé- 
veloppement de  A,ï  (p.  298)  et  a  conséquemment  la  valeur 
-  Tf —  ^  SA;  si  l'on  porte  le  tout  dans  l'expression  de  M,  il  vient 

(m)  M  =  -?(«p«)(ai3ii]a:«^,3^-f^«^(atT/-SA). 

Il  est  nécessaire  de  calculer  d'abord,  au  moyen  des  formesy,  ù, 
L,  M,  N,  certaines  formations  simultanées  qui  donnent  lieu  à  dif- 
férents groupes  d'équations.  Pour  abréger,  nous  désignerons  à 
l'occasion  les  formes  mixtes  par  une  simple  lettre  minuscule,  c'est- 
à-dire  que  nous  négligerons  les  facteurs  symboliques  L*,  M^,  N* 
et  que  nous  écrirons 

ui  au  lieu  de  L*.«/,     u„^  au  lieu  de  M^m,,,  ,     «„  au  lieu  de  N^««; 

les  grandeurs  /,  m,  n  sont  alors  des  quantités  effectives,  et  l'on  a 

^L  dM  dN 

lf  =  -—i      nii  =  -—  j      /7,  =  -—  . 
diii  Olli  OUI 

Les  formations  à  calculer  sont  les  suivantes  (  '  )  : 

I.       a^ö/,  «!*/>  ^x^iny  «■x'^im  ^x^n^  «c«/«; 

IL    aj.a)  ,  <xj.ar,  «x«,«.  «x«.'«.  «.c«w  »  «x«'; 

III.  a^aia,n,     a^a,,^»,,,    a^-a^a,,       «j:«/«/«.      «x«/««...     «x«.»«/; 

IV.  [lm.T),  {mn.r),  [nl.v],  [Imn]. 


(')  Foir,   sur  ce   qui  suit,   CLEnscii  et  Gorda:»,  Math.  Annalen,  t.  I,  p.  56  et  suiv. 
C'est  dans  ce  travail  que  les  formes  mixtes  L  et  M  ont  été  introduites  pour  la  prc- 
fois,  et  que  les  formules  relatives  à  la  représentation  typique  ont  été  établies. 


miere 
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Pour  le  système  I  nous  avons,  d'après  (10)  et  (ii), 

ylyi  =    |(«^7)(«*«)«x**«i7Î— ^SA/, 

7'7«.=  -^{«i5«);«i37)«a-l3x«ivi-4-^A(2T/-SA}. 

Les  premiers  termes  des  seconds  membres,  dans  la  deuxième  et 
la  troisième  équation,  sont  précisément  les  formes  désignées  pré- 
cédemment par  '^,  ^"  (p.  319)  et  peuvent  en  conséquence  s'ex- 
|)rimer  par  /",  ù  et  le  combinant  (^.  Le  premier  terme  du  second 
membre  de  la  première  équation  est,  par  suite  de  la  permutabilité 
<lc  a,  h,  c,  égal  à 

■7{nbc]»^ajcb^Cj,[{abct)cj,—  [acat]b^—  {cbci]a^] 

ou 

7  {«t'cya,b^c^ai  =  y^\ 

On  trouve  de  même  que  le  premier  terme  du  second  membre  de 
la  dernière  équation  est,  à  cause  de  la  permutabilité  de  «,  ß,  y, 

égal  à  —  y  As/,  àa  devant  (  p.  299)  être  fait  égal  à  —  S»/ —  3  TA. 
Les  équations  (12)  se  transforment  donc  en  les  suivantes  : 

Les  expressions  cpii  li<,airent  maintenant  dans  les  seconds 
membres  peuvent  s'exprimer  très-simplement  en  fonction  des  se- 
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condes  dérivées  partielles  de  la  (orme  binaire  biquadratiqueG(x,X), 
si  l'on  y  pose  x.  =  A,  À  =  — J'el  qu'on  ait  égard  aux  valeurs  de 
Git,  Gj,,  G,.,  données  page  3oi.  Si  donc  on  pose,  pour  abréger. 


i31 


rr=G{A,-/),    r,=  G/(A,-/),    r,;t=G,^(A,-/), 


et  qu'on  ait  égard  aux  équations  évidentes  a^a„  —  o,  a' ««  =o,  on 
a,  poui'  les  formations  désignées  sous  le  n°  I,  les  valeurs 


«i«/   =7*'>" 


a»«/  =_r„  — ■^, 


:'4 


'!««. 


»>/. 


4  4 

o,  a*  a„  =  O. 


Nous  passons  à  l'examen  des  formations  II.  On  a  évidemment 

/il  /lï  /ij  /i  ^1 

yîi  Jii  /î3  Jt  ^i 

"jc"l=^^/ik"i"k'=^    h\  fzi  /as  fi  A» 

/l  fi  fi  O  o 

Al  Aj  A3  o  o 


uu,  si  l'on  chasse  les  quantités y^, 

f/ii    /u    /i3      o      ^1 
/ïi    /i«    /*3      o      A, 

/jl     /ai     /ss        o        Aj 
000     — J  —  A 
A|       A{       A3  —  A       o 


et,  si  l'on  exprime  de  nouveau  ç  en  ^,  A,/  (p.  Sac), 


2F  A' + 
D 


-ë''-W- 


V\  étant  encore  défini  par  (i3).   En  appliquant  à  cette  équation  le 
procédé  ^  et  en  observant  que  l'on  a,  en  vertu  d'une  proposition 
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précédenle  sur  les  combinants  (p.  394),  ^N  =  o  et  â^=  o,  on 
trouve 

(i6)  «,««  =  -lr,-|A-;,. 

Dans  le  calcul  de  flx«/>  «x«/>  ^x^m->  *-«•«»«»  on  trouve  en  même 
temps  les  formes  axaiOm,  et  cela  au  moyen  de  calculs  symboliques 
très-simples.  On  a,  d'après  (lo)  et  d'après  (4o)  (p.  299), 

(17)  a^aj  =jibca]bca]a^b^c^oLl.a,  —  yAia%a,, 

Si  nous  permutons,  dans  le  premier  terme  du  second  membre, 
les  symboles  a,  c  ou  a,  b,  et  que  nous  écrivions,  au  lieu  de  ce  terme, 
le  tiers  de  la  somme  des  expressions  ainsi  obtenues,  il  vient,  à  la 
place  de  3(èc«)a/,  la  réunion  de  termes 

[bca)ai  —  (aca)Ä/  —  [baa)c/=z  {abc)a/ , 
et  l'on  a  par  suite,  d'après  {i4)ï 
(.8)  a^af  =  _  ^  A|<  -  ^  A.r„  +  -L  Al'.,. 

Si  l'on  échange  ensuite  dans  (17)  les  lettres  grecques  avec  les 
lettres  latines,  /  se  transforme  en  —  m,  A|  en  ^i,J  en  ^,  et  l'on  a 
on  conséquence 

'  3  I 

(19)         /  =  —  ^  A3  «*«„.-+- ^  A,a»a,„, 

(  =-^A,,|,-^A,r.,4-^A,r„. 

On  tire  immédiatement  de  (17  )  OxaiÛM  en  remplaçant  dans  le 
second  membre  /par  m;  on  trouve  alors 

/  »  », 

(20) 
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Si  Ton  remplace  au  contraire,  dans  (19),  une  fois  m  par  /,  on 
trouve 

!  »        ,  »       , 

l   aj.  a,  3t„,  =  —  7  Ajfli  a/  -f-  7  Ajai  «/ 

M  i  ,  , 

Pour  trouver  enfin  fla-a^,,  1  «x«^'.  on  soumet  au:aj,  ctjcor^  au  pro- 
cédé 5,  et  l'on  obtient  ainsi  les  fonctions  cherchées  en  même  temps 
que  les  fonctions  connues  aj:a(a„, ,  «^  «/«,„.  On  a  d'ailleurs  à  faire 
usage  des  formules  suivantes,  qui  ont  été  établies  précédemment 
(p.  289  et  suiv.)  : 

S/=\y     ^A  =  3Ai=-S/,     (?A,  =  aAi+-SA,     jAj  =  A, -I- S  A. , 
1  -i 

<?a3=-sa,,  (ys  =  4T,  (yT  =  ss  s-if=zo. 

On  trouve  alors  en  premier  lieu 

<îr,.  =  ^(A^-is/-')  =^^-' 

Ur,,=:  ^f-^SA^+ |ta/- -^  s^/^j  =  sr,„ 
d'où,  en  vertu  de  (9), 

=  -  -  A,|  -  ^  A^r,,  4- :^  A,r„+ ^  Ar„, 

=-!'''■'■- Si  ^"'''■' -  è  "'*■■■' -^  i?  ^^''■■- 

Nous  introduirons  dans  ces  formules  les  formes  A/  (p.  299)  au 
lieu  des  quantités  F/a  au  moyen  des  équations 

r,,=  A-— /A,,      rii=AAi— /A,,      r„=AAj— /A3; 
Clebsch.  —  Géométrie,  II.  20 
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les  formules  précilées  donnent  alors,  à  cause  de  (ao)  et  (si),  les 
deux  formations  cherchées  sous  la  forme 

(  a^a}   =-iA,^-f.  -g/(A,A-A,A,^  -+-Aa(A«-AA,), 

(^')  .  ,  3 

I  aaa?«=  -7A,^  +  -gA(A3A-A,A,)-H^/(Aj-A,A,). 

Ces  formes  peuvent  s'écrire  d'une  manière  plus  abrégée  si  l'on 
introduit  encore  les  secondes  dérivées  partielles  de  S,i  par  rapport 
à  X  et  / ,  divisées  par  12,  et  les  troisièmes  dérivées  de  G(x,  X),  divi- 
sées par  24»  pour  x.  =:  û,  \=—^J,  c'est-à-dire  les  expressions 

(24)  Sn  =  6{AÎ-AA,),     S,î=:3(A,A,-AA,),     S„=  6(  A]  -  A,  A,), 

(25)  r„,r=A,    r,,.  =  A,,    r,.j=Aj,    rj;î=A,. 

On  obtient  alors,  sous  le  bénéfice  des  équations  (i5),  (16),  (18) 
et  (19),  pour  les  formes  citées  plus  haut  sous  le  n?  II,  les  repré- 
sentations suivantes  : 

ï  '-  .  ..  .  ï  2  . 


>6) 


»a«/  =  —  7  r,, I ^  4-  -^  s, ,/,    a, ul,  =  —  -7  Tj«^  +  -g  S„  A, 


a  ,a,„  — - 


«,.«',  =  --^r..,^-^gS.,/-h^S.,A. 

Nous  avons  déjà  trouvé  dans  les  équations  (ao)  et  (ai)  deux 
des  formations  désignées  sous  le  n°  III.  Parmi  les  quatre  autres, 
on  détermine  d'abord  a,^a„ai  en  remplaçant  dans  (10)  les  m,  par 
les  Ci  et  en  multipliant  par  Cjc{caa)a^a^  =  CxCn.  Par  là,  L  se 
transforme  en  aj-a„ai;  l'expression  Çcaa)c^gal.cc'^.  provenant  de  u^ 
s'annule  et  [abu){ab»)  ax^x«^  se  transforme  en 

{abc)[aba){cdp)a,bxCxdial.p*^ 
=  i  { abc  \\,.b    rJoidroL]  9]  f/»  —  O  , 
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et  l'on  a  en  conséquence  la  formule 

(27)  ajca„at  =  o, 

d'où,  par  application  réitérée  du  procédé  â  suivant  (9), 

(«9)  «x«««//.  =  0. 

Enfin  les  expressions  cnx0t,t<xi  et  axa^am,  qui  d'après  (28)  sont 
égales  et  de  signes  contraires,  s'obtiennent  par  la  considération  de 
la  première  polaire  formée  deç'=  ç'*  (p.  319)  : 

(3o)     !  +2]3^aî^'^6j.a^+3p^a^ajJ'>^] 

(  =A  + A'+2B-f-2B'. 

Le  sens  des  grandeurs  A,  A',  B,  B'  sera  par  là  facile  à  aperce- 
voir. Actuellement,  en  vertu  de  la  permutabililé  de  a,  |3,  on  trouve 


(3i] 


ou,  en  transformant  la  première  partie  d'après  (11)  et  ayant  égard 
à  ce  que  le  facteur  de  b^.  =y  dans  le  second  terme  ne  varie  pas  si 
l'on  permute  les  j:,j^pour  (A^)' =  Ao  (ce  qu'on  démontre  faci- 
lement), 

211 

A  =  — 2«/n«x«j-i-gAja*«j.  — -(A,)^(Aä)j./. 

Le  terme  A',  dans  (3o),  dérive  de  A  par  permutation  des  a,  b 
avec  les  ß,  a  ;/' s'échange  alors  avec  A,  A2  avec  Aj,  M  avec  — L 
et  l'on  a  par  suite 

A'=^a/a^a_>.4-g  Aja»  a^.  —  -  (  A,  )^  (  Ai)^.  A. 
Pour  l'expression  B  nous  trouvons,  par  permutation  de  «,  ß, 

^='^u^p_^b_,byax[aoiP)[[apb)oLx-{aab)P^] 

=  '-o.,pj,,b,.a,'aap]{'xpb)a,.-[aoiP)b,l 

26 
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Ici  la  première  partie  est  égale  à  la  première  partie  de  A  dans 
(3i),  car  elle  se  réduit  à  cette  dernière  par  permutation  de  a  avec 

by  tandis  que  la  seconde  partie  de  B  est  égale  à AjA^ft^.  11 

vient  donc 

Si  Ton  imagine  que  dans  cette  expression  les  a,  b  aient  été  de 
nouveau  permutés  avec  les  |3,  a,  on  obtient 

_,      a  I 

3  "'  "'"•>  ~  3  ^'  "'"•>• 

En  portant  finalement  dans  (3o)  les  valeurs  trouvées  pour  A,  A', 
B,  B'  et  exprimant  encore  A,,  A,  pary,  A,  on  aura 

Que  Ton  exprime  encore  cp'  par  ^  (p.  3 19),  le  terme  multiplié 
par  T  disparait  aussi  et  il  reste 

(32)  2^1»»^,.=  fl,„  «,«_,  —  a,a^a,.. 

De  celte  formule  résulte  enfin,  si  l'on  pose^,  =  /i,  =  [aa.)iaj.a^ 
et  que  Ton  ait  égard  à  la  définition  du  combinant  12  donnée 
pages  3i5  et  3 16 

(33)  aa  =  aa:««««— «or«««/- 

Sous  le  bénéfice  de  (ao),  (ai),  (24)»  (^S),  (»7),  (aS),  (29),  on 
trouve  donc  pour  les  formes  désignées  sous  le  n°  III  le  système 
suivant  d'équations  : 

Ox^t^m  =— vriii|-J-^gS,,/~-gS,,A, 

I  Oj.a^  a  „  —  a,     ax»m  ««  =  o. 
\  Oj-a^a,  =0,     «^a^a/  =  — n. 

A  présent,  le  calcul  des  formes  désignées  sous  le  n"  IV  (p.  897) 


yj-*)  =  7  (***)'''*'*i(''r^x— *j  «x; 
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marche  très  simplement.  De  (lo)  résulte  d'abord 
3 

4 

3  3 

En  remplaçant  ici  les  ^/  par  /i,-  et  m,-  respectivement  on  trouve, 
d'après  (a6)  et  (34), 


(35) 


[lnT)z=--a^a\ 


\ 

]  3  3 

[  {lmx]  —  -a^a^a^—-Q., 


^r,-^/. 


et  de  la  première  de  ces  équations  résulte,  par  application  du  pro- 
cédé 5, 


36 


mnx  j  =  —  «j.« 


r,-4,A. 


Pour  le  calcul  de  [Imn)  nous  ferons  usage  de  l'identité 

[imn)Uj.=  (//nx)i/„+  (m/ix)«/-!-  [la:n)Um 

=  -ûN  +  ^(riM  — r,L)  +;Î»(/M— AL). 
2  4 

On  a  maintenant,  d'après  (35)  et  (i 4), 


(37) 


ûN=  (lmx)(aau]al.a% 


-Uj.      L  M 

A      a*  a/      «'"m 


u^  l.  M 


=  «,(-^^-^S,._^)-^(r.M-r,L)-^(M/-LA). 
car  on  a,  d'après  l'équation  (49)  (p.  Soa), 

=  SA*— 4TAV4-S«AV*-?STA/'-4-f^T--j^sA/*. 


38 
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Si  Ton  porte  la  valeur  trouvée  pour  UN  dans  Téquation  donnée 
pour  [lmn)ux,  il  ne  reste  plus  dans  le  second  membre  que  des 
termes  multipliés  par  Ux,  de  sorte  qu'on  trouve  directement  [Imn). 
En  y  adjoignant  les  équations  (35)  et  (36),  on  a,  pour  les  quatre 
déterminants  fonctionnels  formés  avec  les  quatre  formes  mixtes 
linéaires  L,  M,  N,  u^,  les  valeurs  suivantes. 


:39) 


[Imx)  =-ß,  (/i/*)=lr,-f  ^/, 

(m/îx)r=— ir,— -^A,     (//n«)  =  ^«— -gS^,-/, 


S^^— .fêtant  défini  par  (38).  Nous  aurons,  par  là,  calculé  toutes 
les  formations  simultanées  de  y.  A,  L,  M,  N  nécessaires  pour  ce 
qui  suit. 

Les  formules  développées  ici  donnent  encore  un  résultat  remar- 
quable dont  nous  ferons  plusieurs  fois  usage  (  '  )  et  que  pour  cette 
raison  nous  allons  immédiatement  établir.  En  posant  dans  (3^) 
yi=  li  ou^j  =  mi  et  en  appliquant  les  équations  (26)  et  (34)»  on 
obtient 

(4o)  ^.^,=__'^s,,    4.i-^^  =  -^s,, 

Si ,  Sj  désignant  les  dérivées  partielles  divisées  par  4  de  S,v  pour 
y,  =  A,  X= — f.  Si  l'on  pose  maintenant,  dans  l'équation  (37), 
Ui  =  ^x^i,  celle-ci  se  transforme  en 

On  peut  enfin  ici  introduire  encore  l'argument  T,x  pris  pour 

ü  =  A,  X  = — f  car  on  a  (p.  3oa) 

(40  T,._,=  r,S,-r,S,. 

On  reconnaît  ainsi  que  le  carré  de  la  forme  û  (  c'est-à-dire  le 


(  '  )  Foir  auui  U  SacUon^dii  Tome  III  sur  les  intégrales  algébriques  qui  appartiennent 
k  une  courbe. 
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déterminant  Jonctionnel  de  f,  ^,  et  ^  divisé  par  54)  peut  s'ex- 
primer par  les  formes  /,  A,  ^  elles-mêmes,  et  cela  au  moyen  de 
l'équation  (  ') 

(42)  24»n*  =  384^'  —  i2.{<Si._/-4-  aTi,.;-, 

où  ^!^,-f  et  T^^  _f  sont  déjînis  respectivement  par  (38)  ef  (4i). 

Acluellement,  aux  formes  mixtes  L,  M  et  Ux  nous  joindrons 
une  nouvelle  forme  mixte  de  la  première  classe  et  du  septième 
ordre  qui  a  la  propriété  combinante,  savoir 

(43)  K  =  LA-/M4-2^«;,=:«;tKi. 

On  a  en  effet,  en  vertu  de  (9),  ^R  =  o,  ce  qui,  d'après  les  consi- 
dérations présentées  plus  haut,  caractérise  K  comme  combinant  [*). 
Pour  ces  nouvelles  formes  mixtes,  nous  avons  encore,  en  vertu  de 
ce  qui  va  suivre,  à  calculer  les  formations 

<».'«/»   aj3t;t..   a^al,   aj-a^,  /r^a„aiy   «x«/,«a- 

On  les  trouve  aisément  si  l'on  observe  que,  d'après  la  définition 
de  K, 

( 43 ]•  ki  =  -—  =  A/,  —/m,  -h  ai j-,. 

^^    '  Olli 

On  déduit  immédiatement  de  là,  en  vertu  de  (i4)i 

(  44  )  «>A  =  7  Ti  +  M    «i  «A  =  z  ^*  ^  ■^■^' 

puis  des  dernières  équations  (34) 

(  45  )  «x  ««  «A  =  —  ^fy       «X  «/.  «A  =  —  ilA, 

et  enfin 

+  4Ma«>/ -/«>„,)  + 4-^'/, 

«j:«A  =  ^'«x«/  —  "2  Vax«/«».  +/*«x««» 
-t-4,KA«i«,-/ala„.)  +  4^*A. 


(')  fo/r  Brioschi,  Comptes  rendus,  i863,  premier  semestre,  p.  3o5. 
(')  La  propriété  combinante  de  K  résulte  aussi  de  ce  que  K  peut  être  déduit  de  N 
au  moven  de  l'équation 

Voir  JUath.  Jnnalen,  t.  VI,  p.  4^3,  équation  (71). 
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OU,  en  vertu  des  dernières  équations  du  système  (26)  et  des  pre- 
mières du  système  (34)>  et  sous  le  bénéfice  de  l'application  du 
théorème  d'Euler  sur  les  fonctions  homogènes, 

(46)       a^al=  jKi  +  ^/Sa.-/,     u^al=pr,-i-^-  IS,,.^. 

L'élimination  qui  fournit  finalement  la  représentation  paramé- 
trique cherchée  de  la  courbe  primitive  prend  une  marche  très 
simple  si  l'on  introduit  un  nouveau  triangle  de  coordonnées  dont 
les  sommets  sont  donnés  par  un  point  fixe  x  et  par  les  deux  points 
dépendant  de  x, 

N^«rt  =  o     et    K^«x=o, 

dont  nous  connaîtrons  incessamment  la  signification  géométrique. 
Les  variables  courantes  étant  désignées  parj^,-,  nous  avons  à  intro- 
duire à  leur  place  de  nouvelles  variables  Ç,  y;,  ^  au  moyen  des 
équations 

(4?)  j  rj,  =  Çj-,-+-i3//s-t- ç/-„ 

r  étant  encore  égal  à  G(A,  — J").  Les  coefficients  de  la  transfor- 
mation dépendent  uniquement  de  la  courbey(^)  =  o  et  du  point 
arbitraire  x;  or,  comme  m„  et  ua  sont  des  combinants,  les  coeffi- 
cients de  l'équation  transformée  dépendent  nécessairement  aussi 
des  combinants  du  système  ytf-h  XA  =  o.  Pour  obtenir  la  nouvelle 
équation  de  courbe,  on  fera  donc  mieux  d'exprimer  d'abord  la 
forme 

H(j)  =  A(x)/(j)  -/(*)  A(r)  =  A/(r)  -/A(r], 

qui  est  elle-même  un  combinant  et,  égalée  à  zéro,  représente  la 
courbe  passant  par /"du  faisceau  xy-f-X  A  =  o,  de  l'exprimer,  disons- 
nous,  en  fonction  de  $,  >7,  ^  au  lieu  de  représenter  directement 
Jiy)  comn^e  fonction  de  ces  dernières  grandeurs.  On  a  d'abord, 
d'après  une  identité  connue  qui  dérive  de  (rt«M)'  =  o,  pour 
M<  =  (xr)<  (P-  3o4et3ai), 

(48)  H(j)  =  3(fl,fl««««,.  -  «ia^«x«,')» 

les  facteurs  des  termes  individuels  n'étant  plus  ici  du  troisième 
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degré,  mais  seulement  du  premier  et  du  second  par  rapport  auxj^ . 
Les  formules  (47)  donnent  immédiatement 

(49)  i  r*^5J  ==?*/-+- 2 ?i:<ïia„-f- 2 Ç;«>*       -hr^a^a;^ 

En  vertu  des  équations  (i4)»  (^ö)»  (44)>  (45)  et  (46)>  les  coefB- 
cients  qui  figurent  dans  les  seconds  membres  peuvent  toujours 
s'exprimer  de  la  manière  suivante  : 

(«'««      =  «^1  /-^  M  r„      a^a«       =  <r,   A  -H  t,   F,, 
«1«*      =T, /4-T,  r„      aja^       =(T,   A-+-T,   F,, 
.       ,  «.r«*       =<yi!/-H-i,r„      «^«*       =  ffi.A  -1-T,,r„ 

les  grandeurs  <t,  t  étant  définies  par 

*2  I 

1(7,  =  G,        (7,  =  -^',        ffii  =  —  ÔT*»        <rii=—  ^1        ^2î=    3^^-»'-/» 
3 

I  II  o 

J    T,  =:  O,       'i=T'       '"  =  ~"6»  Mi=0»  'îi=T+- 

Si  l'on  forme  donc  le  déterminant  des  expressions  (49)  ^^^  figure 
dans  le  second-membre  de  (4^)»  celui-ci  se  décompose  en  deux 
facteurs,  dont  l'un  est 

'    M  =  r  =  G(A,-/), 

et,  en  chassant  ce  facteur  par  division,  il  reste 

.„/    V       ^\  l  +  <rir,  +  7i%    ?*-+-2<r,i;?-l-a7j?5  +  <T,,u*-J-2<r,îï;?-l-(r,jÇ*  I 

r'HLr)=3i  .  ,  ,» 

ou,  en  réduisant  la  seconde  ligne  verticale  à  l'aide  de  la  première. 
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et  posant  Ot  =o,  T|  =  o,  T12  =  o, 

Ç-f-ffî?     —  ?* -4-<T||i5'-t-2(r,,ï}Ç-4-«r„Ç» 


r»H(/)  =  3 

=  3$(T,ÇÇ4-T„u'+T„i:»)-t-3Ç 


Si  l'on  introduit  enfîn  aussi  pour  les  autres  grandeurs  a,  r  les 
valeurs  (5i),  il  vient 

C'est  là  ce  qu'on  appelle  la  représentation  typique  de  H(^)î 
la  forme  H(^)  est  ainsi  représentée  comme  fonction  rationnelle 
(mais  non  comme  fonction  entière)  au  mo^en  des  invariants  fonc- 
tionnels de  y  (t.  I,  p.  309  et  suiv.)  et,  pour  préciser,  au  moyen  des 
grandeurs  y,  A,  tj^  et  il,  y  et  A  n'entrant  d'ailleurs  que  dans  le 
combinant  Si,_/,  de  sorte  que  dans  (Sa)  tous  les  coefficients  sont 
des  combinants. 

On  reconnaît  sur  l'équation  (5a)  que  la  droite  ^=0,  en  son 
point  de  rencontre  avec  rj  =  o,  c'est-à-dire  au  point  x,  touche  la 
courbe  H(^)=  o,  tandis  que  le  point  de  rencontre  de  ^  =  o  avec 
^=0,  c'est-à-dire  u„  ■=  o,  est  également  situé  sur  la  courbe  et  coïn- 
cide par  suite  avec  le  point  langentiel  de  j:  (p.  262).  Mais  en  même 
temps,  au  point  u„  =  o,  la  ligne  ^  =  o  est  tangente  à  la  courbe 
Yi{j)  =  o.  Comme  ensuite  la  première  polaire  de  x  relativement 
à  H  =:=  o  apparaît  sous  la  forme 

y,  =  O  est  la  polaire  du  point  N  =  o  (c'est-à-dire  de  ^  =  o,  ^  =  o) 
par  rapport  à  la  première  polaire  du  point  x  formée  pour  H  =  o. 
Nous  aurons  ainsi  reconnu  le  sens  géométrique  de  la  transforma- 
tion (47)f  nous  pouvons  aussi  exprimer  le  résultat  dont  il  s'agit 
par  le  théorème  sui\;mi  : 

•S*  X  est  un  point  quelconque  du  plan,  N  r^i  u„  ==  o  représente  le 
point  tangentiel  de  x  sur  la  courbe  passant  pai'  x  du  faisceau 
syzj-gétique  y,J'-\-ï^=:  o;  d'autre  part,  R^ua=o  donne  le 
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point  d'intersection  de  la  tangente   de  cette  courbe  au  point 
N  =  o  avec  la  polaire  <f e  N  =  o  relativement  à  la  conique  polaire 

de  x{*). 

La  forme  de  II  (j>')  permet  de  vérifier  immédialeraent  l'exacti- 
lude  des  propositions  suivantes  : 

La  courbe  ^  =  o  est  le  lieu  des  points  x  tels  que  le  sommet 
K  =  o  <fw  triangle  i=:o,»3=:o,  ?^=o  répondant  à  x  est  situé  sur  la 
polaire  conique  de  x\  la  droite  ç  =  o  est  la  tangente  de  cette 
dernière  courbe  en  K  =  o. 

L'équation  3^j>- —  —  S^,— /=  o  représente  une  courbe  du  dou- 
zième ordre  pour  les  points  x  de  laquelle  le  sommet  K  t=  o  du 
triangle  en  question  est  également  situé  sur  celle  des  courbes  du 
faisceau  syzjgétique  qui  passe  par  x. 

Pour  les  soixante-douze  points  dHntersection  x  de  ^  =  o 
avec  les  quatre  courbes  équianharmoniques  du/aisceau  x/-|-).  A  =  o 
données  par  S^,— /  =  o,  le  triangle  ^  =  o,  //  =  o,  'Q^=  o  répondant 
à  X  est  simultanément  inscrit  et  circonscrit  à  la  courbe  du  Jais- 
veau  qui  passe  par  x  ;   N  est  point  tangentiel  de  x,  x  rfe  K  e£  K 

Et  enfin,  puisque  d'après  (42),  pour  ^  =  o,  T^,— /=  o,  on  a 
aussi  û  =  o  : 

Pour  les  cent  huit  points  d' intersection  de  ^  =  o  avec  les 
six  courbes  harmoniques  du  faisceau  sjzygétique  données  par 
Ta,—/,  le  point  K  =  o  qui  répond  à  x  tombe  en  un  point  d'in- 
flexion et  la  tangente  de  ce  dernier  est  donnée  par  c,  :=  o. 

Pour  un  point  x  des  douze  lignes  inflexionnelles  représentées 
par  G  ^r(A, — f)  =  0^  notre  représentation  typique  devient  il- 
lusoire; en  effet,  le  déterminant  de  notre  transformation  (47)  s'éva- 


(')  On  aurait  pu  reconnaître  aussi  la  même  chose  directement  par  la  résolution 
des  équations  (4?)  et  de  quelques  transformations  des  valeurs  qui  résultent  de  là 
pour  f,  «,  Ç;  voir  Clebsch  et  Gordan,  loc.  cit.  La  signification  de  N  =  o  résulte,  au 
surplus,  directement  de  l'identité  deSalmon.  Le  point  tangentiel  sera  indéterminé  si 
U  se  réduit  à  un  triangle,  ce  qui  concorde  avec  les  résultats  de  la  page  35o. 
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nouit  aussi  alors,  car  on  a,  d'après  (43)*  et  (Sp), 

![xnÂ)  =  A(x/i/)  — f[xnm)f 

Actuellemenl  on  peut  déduire  de  (52)  des  représentations  ty- 
piques pour  tous  les  invariants  fonctionnels  de  H(j'),  c'est-à-dire 
figurer  ces  derniers* de  telle  sorte  que  leurs  coefficients  soient  des 
fonctions  rationnelles  de  f,  A,  <^  et  12.  Nous  calculerons  seule- 
ment ici  la  forme  hessienne  An  de  H(^).  Dans  ce  but  on  forme 
d'abord  le  déterminant  hessicn  de  H  relativement  à  ^,  »7,  ^,  c'est- 
à-dire  le  déterminant  des  quantités 

et  on  le  multiplie  par  6  et  par  le  carré  du  déterminant  des  équa- 
tions de  transformation  qui  se  tirent  de  (47)  par  résolution.  Or 
on  déduit  des  équations  (47)»  en  vertu  de  (53), 

5  =  4(7«*),   „  =  4(xrA),    î:  =  4(xnjr)- 

Mais,  d'après  le  théorème  sur  les  déterminants  adjoints,  le  dé- 
terminant de  ces  équations  est  égal  à  4^[xnky^=  4^"-.  Si,  d'autre 
part,  nous  établissons  la  forme  hessienne  pour  le  premier  membre 
de  (Sa),  par  conséquent  pour  F-'H,  cette  dernière  sera  égale 
à  F"  A|,.  Par  division  par  F*  dans  les  deux  membres  et  calcul  du 
déterminant  des  H,/,  on  trouve  donc,  en  tenant  compte  pour  û^ 
de  l'équation  (4^)  (  '  ), 


m: 


(')  On  a  d'autre  part,  d'après  la  formula  connue  relalire  à  A.^i 

A„=r,ACr)--r,/(v): 
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Pour  exprimer  enfin  les  coordonnées  d'un  point  y  sur  la 
coxxxha  f[y)  =  o  comme  fondions  d'un  paramètre,  considérons  le 
faisceau  de  rayons 

(  55  )  X  al  a  y  —  ).a  *  «  ^  =  o 

passant  par  le  point  tangentiel  N  =  o  d'un  point  x  de  la  courbe 

et  calculons  les  deux,  autres  intersections  d'un  rayon  de  ce  faisceau 

A\ecf[j)  =  o,  ce  qui  se  fait  par  une  équation  du  second  degré. 

Comme  dans  notre  casonay(x)^Hy=  o,on  aura  l^[y)=zùtj\j) 

et  (p.  3oi) 

A„=r,aJ.  — r^a^'^r.a», 

ou,  à  cause  àef^^àl.  =  o.  A,,  =  A^a^.  Nous  pouvons  donc  rem- 
placer l'équation  (55)  ensemble  avec  f  {^y)  ^^.  a\.  =z  o  par  les 
équations 

xA»HSH,— MAu)i(Aü)v=o,      H(j)  =  o, 

où  l'on  a  symboliquement  H^  =  H (^),  (Ah)^=  Au.  Mais  comme 
aux  valeurs  j^t  =  xi  correspondent  les  valeurs  £=V,  r,  ^  o,  ^  =  o, 
on  aura 

Si  donc  on  imagine  le  tout  exprimé  par  rapport  aux  variables  \, 
r,,  ^,  on  a  les  deux  équations 

H(j)  =  o.     xA«  — ->-^=o. 


en  ajoutant  l'équation  de  déGnition  relative  à  H,  on  trouve 

r/Cr)=/AH4-r,HCr); 

c'est  là,  pour  la  forme  primitive  f{y  )  elle-même,  sa  représentation  tjpique.  On  con- 
clut encore  de  là  que  fo«f  invariant  fonctionnel  de  f  peut  être  multiplié  par  une  puis- 
sance de  r  telle  qu'il  devienne  une  fonction  entière  des  sept  formes  fondamentales  f, 
A,^,il,«_r,  N,  K.  Entre  ces  dernières  existe  l'unique  relation  (42).  Toutes  les  relations 
entre  les  invariants  fonctionnels  de /sont  donc  ramenées  à  cette  équation  et  à  ses  ex- 
pressions au  moyen  des  sept  formes  fondamentales,  foir  Clebsch  et  Cordas,  loccit. 
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Si  entre  ces  dernières  et  entre  Téqualion 

Uj.=  o    ou     «J.Ç  4- Nu -t- KÇ  =  o 

un  élimine  les  i,  r,,  ^,  on  obtient  le  produit  des  équations  de  tous 
les  points  y  où  un  rayon  du  faisceau  (55)  rencontre  la  courbe 
primitive  y  (j^)  =  o.  Parmi  ces  points  figure  le  sommet  du  faisceau 
en  question  (N  =;  o);  la  forme  N  sera  donc  un  facteur  du  résultat 
de  Tclimination. 

Parmi  les  trois  équations  données  deux  sont  linéaires,  savoir  : 

0  =  «;r?-+-N>3  -f-KÇ, 

Comme  conséquence  de  ces  deux  équations  on  peut  donc  poser 

Portant  ces  valeurs  dans  H(j>')  et  observant  que  S^,_/,  Ta,—/, 
poury=  o,  se  transforment  respectivement  en  SA*  et  TA',  on 
obtient  l'équation 

—  aftN  I  K).  -4-  ujj  xA«—  h)]^^* j. 

3 

En  faisant  abstraction  du  facteur  7  N,  inutile  pour  la  question 

présente,  cette  équation,  en  vertu  de  la  relation  (4»)»  ne  varie  pas 
si,  après  l'avoir  multipliée  par-fyxA^  —  J.i|*j,  on  retranche  dans 
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le  second  membre  |û-N-?.'  et  qu'on  ajoute  en  môme  temps  l'ex- 
pression 

3 


(i*'- 64*^^.4- :^Ti.)Nn'. 


Alors,  tous  les  termes  multipliés  par  A*di,  A-^-  et  d;'  qui  pro- 
viennent de  la  première  parenthèse  disparaissant,  on  obtient 
l'équation 


0=— 5A«).(x^—  -SxX* 
I2Ö  \  2 


I-^TP)n» 


que  l'on  peut  aussi  écrire  sous  la  forme 


(56) 


±?^'Vi'^- 


-S/.).*-f-:^T).M  =  0. 
2  3 


Les  premiers  termes  de  celte  équation  se  simplifient  encore  si 
l'on  remplace  K  et  UN  par  leurs  valeurs  en  L,  M.  En  tenant 
compte  dej'=  o,  on  a,  en  effet,  à  cause  de  (37)  et  (43), 

K  =  LA  +  2-}«,., 
-  £1N  =  «^/^-j»»  —  -^  S  A*  ^  —  ^  M  A' -f- ^A  L. 

Ces  valeurs  étant  portées  dans  l'équation  {56),  celle-ci  se  trans- 
forme, si  l'on  néglige  le  facteur  — .  A^,  en 


56] 


o  =  (  X*  —  g  S).2  )  A«r  -  4)^»  M 


j  -h  4x.).L  ± N i/6> (•/-•  —  - y.r- S-h^VlV 


C^est  là  V équation  Uy=o  cl^ un  point  y  oii  un  rayon  du  fais- 
ceau xa^ay — Xa^a^=o  coupe  la  courbe  J'{jr)  =  o;  le  point  x 
est  ici  un  point  quelconque  de  J';  son  point  tangentiel  (N  =  o)  est 
le  sommet  du  faisceau  dont  il   vient  d^e'tre  parlé;  les  formes 
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L  et  M  sont  définies  par  (lo)  et  (ii);  A,  S,  T  ont  les  signi- 
fications connues.  Les  deux  intersections  diflférentcs  d'un  faisceau 
de  rayons  s'obtiennent  par  les  deux  signes  du  radical.  Les  coeffi- 
cients de  U|,  u^,  U3  dans  l'expression  en  question  sont  donc  les 
coordonnées  mêmes  du  point  variable  sur  la  courbe-,  on  a,  pat' 
suite,  si  p  désigne  un  facteur  arbitraire,  ces  coordonnées  repré- 
sentées en  fonction  du  paramètre  x  :  X  par  les  équations  sui- 
vantes, dans  lesquelles  on  a  posé  M  =  m^,  L  =  M/,  N  =  u«  (  •  )  : 


PJ,=  a(x»-  gS^«^X3-4>'m,-|-4x>/3±/^,t/6)lfx'-  1  SxÀ«  4- ^T)i»\. 

Sous  le  radical  (^)  apparaît  ici  l'expression  G|(x,  —  X)  multi- 
pliée paröX.  Or,  comme  par  l'évanouissement  de  cette  quantité 
irrationnelle  les  quatre  tangentes  du  faisceau  x.«^.«^  —  Xaj.a^=o 
issues  de  N  =  o  sont  déterminées,  on  reconnaît  que,  si  V une  de  ces 
tangentes  répondant  à  la  valeur  X  =  o  [c  est-à-dire  celle  qui  a 
son  point  de  contact  en  x  )  est  connue,  les  trois  autres  sont  déter- 
minées par  l'équation  G,  (x,  —  ).)  =  o.  On  peut  en  particulier 
faire  coïncider  le  point  x  avec  un  point  d'inflexion,  cas  où  le 
sommet  du  faisceau  considéré  se  trouve  également  en  ce  point 
d'inflexion.  A  la  valeur  À=o  correspond  alors  la  tangente  d'in- 
flexion âeXj  et  les  racines  de  l'équation  G|  (x, — X]  =  o  fournissent 
les  trois  autres  tangentes  de  la  courbe  primitive  qui  parlent  dex('). 


(')  Uno  représentation  paramétrique  semblable  a  été  donnée  sous  une  autre  forme 
par  Ahombold,  Monatsberichte  der  Berliner  Académie,  aS  avril  i36i.  C'est  à  elle  que 
Clebtch  a  rattache  l'upplication  des  ronctions  elliptiques,  et  en  particulier  d«  son 
théorème  d'addition  aux  propositions  sur  les  points  d'intersection  {Journal  de  Crelle, 
t.  63,  loc.  cit.  Dans  les  équations  correspondantes  du  Mémoire  de  CIcbsch  et  Gordan 
f^âlath.  Annalen,  t.  I,  loc.  cit.),  les  termes  ayant  pour  coefQcient  m^ont  été  négli(^ 

(*)  En  dehors  do  cette  racine,  l'équation  (67)  comprend  encor«  une  irrationnaiitr, 
provenant  do  ce  qu'un  point  x  de  la  courbe  est  supposé  connu  ;  or  la  recherche  d'un 
tel  point  exige  encore  la  résolution  d'une  équation  du  troisième  degré. 

(*)  Comme,  d'autre  part,  G,  =  0  détermine  les  trois  courbes  du  faisceau  syxygéliqttc 
dont  la  hessicnne  cst/=  0  ,  il  en  résulte  incidemment  que  toute  courte  du/aitcean 
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Toutefois,  dans  les  hypothèses  faites  ici  sur  la  situation  de  x,  nos 
formules  pour  la  représentation  typique  de  H(^)  cessent  d'être 
exactes,  car  pour/=  o,  A  =  o,  on  aurait  aussi  r=  o,  c'est-à-dire 
que  le  premier  membre  de  l'équation  (àa)  qui  fournit  cette  re- 
présentation serait  nul.  En  effet,  le  triangle  de  coordonnées 
(  ^  =  o,  r  ^  o,  ^  =  o)  dont  nous  avons  fait  usage  ne  peut  plus  nous 
servir  dans  ce  cas,  puisque  ses  trois  côtés  se  confondent.  Malgré 
cela,  les  équations  finales  (5^)  subsistent.  L'équation  (56)*, 
dont  (57)  a  été  déduite,  n'est  autre  en  effet  que  le  résultat  de 
l'élimination  desj^/  entre  les  équations 

xa'ay — "^.a^Uy^o,      a' =:  o,      «,=  0, 

et  ce  résultat  doit  nécessairement  subsister  indépendamment  du 
choix  du  triangle  de  coordonnées  ;  le  triangle  que  nous  avons  em- 
ployé précédemment  avait  été  choisi  pour  l'obtenir,  parce  qu'ainsi 
les  coefficients  des  puissances  de  x,  X  étaient  immédiatement 
donnés  dans  (56)*  comme  invariants  fonctionnels  de  la  courbe 
primitive.  Maintenant,  si  l'on  pose  dans  (07)  A  =  o,  il  vient 


(58)   pji=  —  4/'/n, +4x>/,± «/i/ei (x'  —  l sx\' -h  1t>.m . 

On  réintroduira  facilement  dans  (07)  les  fonctions  ellipti- 
ques sinam,  cosam,  Aam;  nous  commencerons  par  donner  les 
calculs  nécessaires  à  cet  objet,  mais  on  verra  que  les  raisonne- 
ments ont  une  marche  beaucoup  plus  rapide  si,  au  lieu  des 
fonctions  sinam,  .  .  . ,  on  fait  usage  d'une  nouvelle  fonction  dou- 
blement périodique,  qui  peut  naturellement  s'exprimer  au  moyen 
de  sinam,  cosam,  Aam.  L'introduction  de  ces  dernières  fonctions 
est,  en  effet,  rendue  ici  plus  embarrassée  par  suite  de  la  circon- 
stance que  dans  (57)  figure  sous  le  radical  une  expression  du 
troisième  ordre,  multipliée  par  ^,  qui  doit  préalablement  être 
amenée  à  la  forme  normale  y.[i  —  f  )(i  —  ^'Z^)  dont  on  fait  usage 
pour  sinam.   Nous  devons   encore  nous  occuper  en  particulier 


sjzj-géti<{ue  est  touchée  par  les  tangentes  d'injlexion  des  trois  courbes  auxquelles  elle 
appartient  comme  hessienne.  On  démontre  au  surplus  la  chose  sans  peine  directement. 
/  o/>  Clebsch,  Ueber  die  Wendetangenten  der  Curven  dritter  Ordnung  {Journal  de 
Crelle,  t.  58). 
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de  la  détermination  des  points  d'inflexion,  c'est-à-dire  de  la  dé- 
termination des  neuf  rayons  du  faisceau  xa^a, —  ).a^a,=  o  qui 
réunissent  le  sommet  N  de  ce  dernier  aux  neuf  points  en  ques- 
tion ;  nous  verrons  comment  ce  problème,  purement  algébrique,  se 
résout  à  Taide  des  fonctions  elliptiques. 

Pour  atteindre  le  but  indiqué,  introduisons  le  paramètre  x  au 
lieu  de  y.  :  X  et  désignons  par  /! ,  y." ,  y!"  les  racines  de  l'équation 

(59)  G,(x.-.)=x»-iSx.  +  iT  =  o, 
c'est-à-dire  posons  x  =  x,  X  =  i  et 

•/=»-  iS/. -i- ^T=  (x  -  x'î(x  -  x")(/.  -  x"). 
Faisons  ensuite  la  substitution 

X  =  ^  ^  X    —  X    ,  -(-  X     , 

il  vient,  par  suite  de  cette  dernière, 

;,3_    1  Sx   +  iT=(x*'-X*',«(x'-x"';u(l-ft)(l  -.**/*) 

si 

x"— x* 
i.t z . 

"■     w  t 

y.    —  X 

Il  suffit  actuellement  d'introduire  un  nouveau  paramètre  n  au 
moyen  de  l'équation 

(60)  /x  =  sin'am« 

pour  obtenir  les  relations  suivantes  : 

(61)  X  =  x"  sin'  am  u -\-  ■*.'"  cos'  am  «, 


Sx  -4-  -T  =  (x*' —  x*)  Jx' —  x"  sin  ara  w  cosam«  Aam« 
a  3  ^  ' 


I  ^iix^-x-'iv/: 


"  /  «r        "S  n i*/sin'aniii 

du 


et  ainsi  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce  qui  appartient  à 
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notre  courbe  (c'est-à-dire  le  nouveau  paramètre  u)  sera  donnée  par 

r^ ^ti. I    r  rh 

v'(l-a«)(i-X-«f:«)  ~  ^  Jo  vil  -  »)(l  -  A*v) 

=^  r--=^_  (.). 


3-^ 


Nos  formules  ($7)  se  transforment  enfin  en 

rfsin'am« 


pji  =  f,  [  sin'  am  tt  )  +  /ne, 


du 


les  quantités  C/  désignant  des  constantes,  les  quantités  y,  étant  des 
fonctions  rationnelles  entières  du  second  degré  de  leur  argument, 
et  m  étant  égal  à  (>c" — x")^/;«' — y/";  elles  deviennent  donc,  en 
réalité,  de  la  forme  des  équations  (3i)  (p.  389).  Si  l'on  veut,  en 
partant  de  ces  dernières  équations  (par  l'intermédiaire  des  fonc- 
tions H),  représenter  encore  les  théorèmes  sur  les  systèmes  de 
points  d  intersection  par  l'évanouissement  des  sommes  correspon- 
dantes d'intégrales,  il  est  nécessaire,  d'après  ce  qui  précède,  de 
déterminer  la  valeur  de  l'intégrale  u  pour  un  point  d'inflexion  ou 
la  valeur  correspondante  de  sinamu.  Cette  détermination  se  rat- 
tache aux  développements  qui  suivent. 

Nous  nous  proposons  d'établir  la  condition  pour  que  trois  points 
de  la  courbe  ajant  pour  paramètres  <i,  Zo,  X3  ou  pour  valeurs 
intégrales  corresjjondantes  u,,  «2»  «3  soient  en  ligne  droite.  Nous 
écrirons,  pour  abréger,  les  équations  {5y)  sous  la  forme 

(64)  pXi=Pi-^  qr*--^  Vit^zh  «.V?!«), 


(')  Une  autre  méthode  élégante  pour  réduire  par  transformation  rationnelle  l'inté- 
grale elliptique  à  forme  générale  binaire  du  quatrième  ordre  sous  le  radical  du  déno- 
minateur, de  telle  sorte  qu'à  la  place  de  cette  forme  se  présente  la  forme  cubique 

dépendant  uniquement  des  invariants  /  et  y  |  ou,  si  l'on  pose  x'C  au  lieu  de  x,  unique- 
meot  de  l'invariant  absolu  -j  ),  a  été  indiquée  par  Uermite  {Journal  de  Crelle,  t.  52, 
p.  8)  ;  voir  aussi  Caylet,  ibid.^  t.  53,  et  Clebscb,  Theorie  der  binären  Formen,  p.  }33. 


o.n 
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qui  permet  d'apercevoir  facilement  le  sens  des  grandeurs^/,  ^/,  r/, 
«1  et  où  9>(x)  =G,(x, —  i).  Si  trois  points  x,,Xj,  x,  doivent  être 
en  ligne  droite,  il  faut  nécessairement  que  le  déterminant  formé  de 
leurs  coordonnées  s'évanouisse.  Mais  ce  dernier  est  égal,  en  vertu 
de  (64)>  à  la  somme  des  produits  formés  avec  les  déterminants 
correspondants  du  système  incomplet 

v^(*i: 


Pi 

11 

'•l 

«1     i 

I 

I 

=«1 

"î 

Pi 

'h 

'•l 

«i 

• 

I 

*J 

X| 

P3 

73 

^3 

«3 

I 

2*3 

x' 

c'est-à-dire  que  l'on  a  l'équation 


[65] 


A 


V'fl' 


M-' 


>'•«)   —('•«/' 1 


Wpq\ 


—  {PQ'') 


En  ayant  égard  aux  significations  des  grandeurs/),  q,  r,  a.  telles 
qu'elles  résultent  de  (57)  et  (64),  on  obtient,  pour  les  détermi- 
nants ternaires  qui  figurent  dans  la  dernière  ligne  horizontale 
de  (65),  les  valeurs  suivantes  : 


;«7ra)  =  4v/g(/x/i)A, 


—  (ra/>j=:  4^  (•»"/»/«)  A, 


4 


(a/>g)  =  l6v/6(/m/i)-4-  -^(/i/xjSA,      —  [pqr]  =  — l6(//nj:)A, 

ou,  en  vertu  des  équations  (39)  (p.  4o6)  et  dey=  o, 

{yra)=v^AS  -(r«/>)=-4v^^A», 

(a/>7)  =  i6v^6|»,     ~  [pqr]  =  —  a4nA. 

Si  donc  on  pose 

(66) 


4.^ 


on  en  déduit,  eu  égard  à  l'identité  qui  existe  pour  Q.  (p.  4o6),  les 
formules  std\>antes,  qui  seront  la  base  de  nos  explications  ulté- 
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rieures  : 


*P1 


ipqr] 


qra)  [qrçt)  '        [qra 

L'équation  (65)  se  transforme  donc  en  (  '  ) 


^/'•-^ 


Sx„-+--T. 


(67; 


>/?{**] 


>/?{' 


On  transforme  enfin  aisément,  au  moyen  de  la  substitution  (61), 
le  déterminant  qui  figure  dans  le  second  membre  de  telle  sorte 
que  la  condition  pour  que  les  points  x,,  xo,  X3  soient  en  ligne 
droite  apparaisse  sous  la  forme 


681 


I 

'\ 

*î 

I 

s\ 

•^i 

I 

A 

n 

I 

si 

5\ 

5jCîA, 


=  0 


(5,,  Ci,  ùi  étant  écrits  à  la  place  de  sinamu/,  . . .),  où,  d'après  le 
théorème  d'addition  des  fonctions  elliptiques  (p.  862), 


(69) 


tf,  H- «s+ «3-1- «0^0     (mod. 


Nous  obtiendrions  encore  ainsi  pour  leS  points  d'intersection  de 
la  courbe  primitive  avec  une  droite  l'équation  (36)  (p.  ^oS)\  mais 
il  résulte  en  même  temps  de  là  que  les  quantités  w©  sont  identiques 
avec  les  grandeurs  désignées  alors  par  â.  Les  arguments  des  neuf 
points  d'inflexion  sont  donc  donnés  par  les  valeurs 


(')  Le  signe  de  ^(x,),  dans  les  termes  de  la  dernière  ligne  horizontale,  peut  être 
choisi  arbitrairement;  mais  on  doit  prendre  un  signe  déterminé  lorsqu'on  introduit 
les  fonctions  elliptiques,  et  ce  signe  est  alors  complètement  donné  par  les  équations 
(60)  et  (62). 
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/lo  étant  déterminé  par  les  équations  (  '  ) 


.7«. 


4r' 

x"sin'ara  «„-1-  x"'cos'am«o=  ^» 


sinami/oCosamuoAamf/o    = 


4v^  A 


'— x*^)Vx'— n*  A* 


/ci  ■/,  x",  •/.'"  sont  les  racines  de  l'équation  (Sg);  A,  <[>,  û  rfé- 
signent  les  covariants  connus  de  la  courbe  primitive,  écrits  en 
coordonnées  du  point  x,  dont  le  point  tangentiel  a  été  choisi  pour 
sommet  du  faisceau  dans  la  représentation  paramétrique  (S^). 

Pour  effectuer  la  détermination  des  points  d'inflexion,  il  ne  reste 
donc  plus  qu'à  résoudre  l'équation  de  trisection  qui   détermine 

sin  am -^  I/o  par  sinami/o>  autrement  dit,  les  valeurs  que  prend  la 

fonction  sin  am  u  pour  les  arguments  (70)  des  neuf  points  d'in- 
flexion sont  les  racines  de  l'équation  du  neuvième  degré  en  s 

.      £     M  —  x^x*  _      3  ^  ^{i  ^  A*)s* -^  ek*s'  —  Â' s^ 
^''''      aV    *"— X*    ~*i  — 6ik''/»-l-4>fr«(i-hA'j*«— S/**»' 

dans  laquelle  A-  se  détermine  de  la  manière  connue  au  moyen 
dey.',  x",  x'".  La  résolution  de  cette  équation  peut  se  ramener  à  la 
résolution  de  l'équation  G  (x,  X)=  o,  à  l'aide  de  laquelle  nous  avons 
déjà  déterminé  les  points  d'inflexion. 

Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fait  observer,  toutes  ces  recherches 
sur  l'introduction  des  fonctions  elliptiques  dans  la  théorie  des 
courbes  du  troisième  ordre  ont  une  marche  notablement  plus 
claire  si,  au  lieu  des  fonctions  s,  c,  ù,  on  introduit  une  autre 
fonction  doublement  périodique  de  u  habituellement  désignée 
par;:?(u)  ainsi  que  ses  dérivées  par  rapport  à  u  (').  C'est  la  fonc- 


(')  foir  aussi,  pour  cos  transrormations,  lo  Mémoire  plusioun  foi«  cité  de  CuuHOi, 
Sur  les  polygones  de  Steiner  (^Journal  de  C  relie,  X,  63). 

(*}  C'csl  la  fonction  dont  Wcierstrass  fait  usago  dans  set  leçons  sur  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques,  et  qui  présente  d'assez  nombreux  arantages  sur  les  fonctions  s, 
c,  A  de  Jacob!.  Sur  les  formules  fondamentale«  qui  ont  lieu  à  l'égard  de  cette  fonc> 
tlon,  voir  Kiepert,  Journal  de  Crelle,  t.  76,  p.  ai. 
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lion  de  laquelle  procède  directement  Tinversion  de  l'intégrale  sui- 


vante : 

(73)  u=    I  pour     x=p{u). 


1  0"-»S' 


Les  dérivées  de  ;?{u),  par  rapporta  u,  seront  toujours  dans  la 
suite  désignées  par  f/{u),  f/'{u),  .  .  .:  relativement  à  ces  dernières, 
on  a,  en  omettant,  pour  abréger,  l'argument  m, 

p"     =6/1' -S, 

P"     =^{PP'    +P'p]=^^PP'^ 
(74)  {'/!(»)  =6{pp''-h2p'*-   +/>»  =  i2o/>^— 36S/»-f-i6T, 
pi-*)  =6{pp''-{-3pY-h3p''p'-{-p''p]=36p'[iop*-S), 

pn^''=6(pp(''^-h  -p'p(''-')-+.  "'"  ~  '  py-'J-f-  .  .  .-hpCip]  . 

En  posant  donc  actuellement  dans  (57)  7.  =z  p[u)  =  p^  >  =  i, 
nous  obtenons  la  représentation  paramétrique  de  la  courbe  primi- 
tive sous  la  forme  suivante  : 

( 7^)  PJ'i=  —  4'»/-*-  ^^iP  ■+-  y/- "iP'  -H  ^  ^-^iP'- 

On  peut  aisément  établir  la  connexion  de  la  fonction  p  avec 
sin  am  u.  On  a  en  effet,  d'après  (61)  et  (63), 

x=  (x" —  t")  siname  -+-  x", 
si 


V^x'  —  x"     n*  dx 


^S.  +  iT 


u  désignant  encore  l'intégrale  (73).  Si  m  et  co'  ont  la  même  signifi- 


4a4  ''Ol**  ■'•  —  CBAPITRE  II. 

cation  que  plus  haut  (cf.  p.  iSg),  on  a,  par  un  choix  convenable  du 
contour  d'intégration  (  '  ), 


wH = 1       -= 


/.)(.- A-V) 


Il  vient  par  suite 


•'  =  i/x'  —  x'"  « W 1 

'  2 


et  comme,  d'après  la  définition  /.  =  p{u),  il  en  résulte 

p[u)—'y."~  y.'"  ]  sin»  am  (  u  y'x'  —  •/.'"  —  w  -  --  ) 
(76)        ^  ^  ^  ''^ 


/  2  sin»  am  (u  y//  — y.'") 


on  a  par  conséquent /;(o)  =  oo  ,  comme  cela  doit  être  d'après  (^S). 
On  reconnaît  d'ailleurs  que  la  fonction  ^(u)  admet  pour  périodes 
fondamentales 


Vx'  —  x**  Vx'  —  x" 

Relativement  à  elles  on  déduit  de  (76)  les  relations  simples 

La  théorie  de  la  fonction  p{u)  étant  supposée  connue,  l'étahlis- 
sement  de  l'équalion  des  points  d'inflexion  s'efTeclue  d'une  manlri« 
extrêmement  simple.  Au  mo^^en  d'un  procédé  analogue  à  celui  qui 
a  servi  pour  établir  les  équations  (65)  et  (67),  on  obtient  d'abord. 
en  partant  des  équations  [y5),la  condition  pour  tjue  trois  points  /. , . 


(')    f 0«>  KÔMICêBEHGER,  loC.Ctt.,   \"    l'.iltl.',    p.    3ia. 

(')  On  a  en  effet 

sin  am  (  M  ±  M  =  —  tin  am  u , 


•inam  (  «rn  —  J  =  7-: • 

\  a  /       Asiuamu 
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xj,  X3  soient  en  ligne  droite  [pi  étant  égal  à  p[ui\\  sous  la  forme 

'  Vi  P\  P\ 

•  Pi  P\  P\ 

»  Pi  P\  P\ 

'  P^  P\  P\ 

relation  où,  par  analogie  avec  iß^)  et  (67), 


11\ 


=  0, 


P^ 


de  telle  sorte  que  les  relations  (74)  entre  PoiPn'>P\  ^^^^  satis- 
faites en  vertu  de  l'identité  qui  a  lieu  entre  û,y,  A,  ^.  La  valeur 
de/7„=: />(3ti),  M  étant  l'argument  d'un  point  d'inflexion,  nous  est 
par  là  donnée  rationnellement;  pour  déterminer  les  points  d'in- 
flexion eux-mêmes,  nous  n'avons  donc  plus  qu'à  exprimer  piZu) 

enp{u),  c'est-à-dire  p{uo)  en  pl-Uo\.  Or  on  a,  d'une  manière 
générale, 

,   fil                            r      ^         f    \       ^/i-i(«)-ï'«-nf«) 
(,8)  pI'.u.^pM .^^,„).^^,„)     . 

la  fonction  '^^{u)  étant  définie  parle  déterminant  suivant  {')  : 


•(_,]e-t 


p'  p"  . 

.    pit-'^ 

p"  pf 

.      pW 

^(e-n  pM   . 

.  .  /»(î?-») 

(79) 


L2!3!...(p-i)!j* 


On  en  tire  pour  w  =  3,  sous  le  bénéfice  de  (74), 

,^,^pp--p''-\p''-p"^ 


p[Zu]=p  —  \p' 


\ipp- 


,/'^f 


4-> 


ou,  après  une  transformation  simple  pour^(3u)  =  />o=  Tr(*)' 


(')  C'est  sous  cette  forme  que  les  équations  de  divisioa  ont  été  établies  par  Kiepert 
(^Journal  de  Cr<Ue,  t.  76,  p.  ai). 
(•)  On  pourrait  aussi  déduire  cette  équation  de  (77)  par  passage  à  la  limite;  toute- 


^q6  tome   II.  CHAPITRe   II. 

C'est  là,  si  l'on  remplace  f/^ ,  //',  d'après  (74)1  par  leurs  expres- 
sions rationnelles   en    p,  'l'équation  du  neuvième  degré  en  p 

ou  en  -»   équations  (57)  1   qui  détermine  les  neuf  rayons  du 

faisceau  pà^ay — a].0LyZ=.  o  qui  vont  du  point  N  =  o  aux 
neuf  points  d'inßexion,  x  étant  un  point  quelconque  de  la  courbe. 
Les  coefßcicnts  de  cette  équation  dépendent  uniquement  des  inva- 
riants S,  T  et  des  covariants  tj/»  ^^-  L'équation  (79)  peut  donc  être 
considérée  comme  le  résultat  de  l'élimination  des  ji  entre  les 
trois  équations 

/(^)=fl^=o,     A(j)=a;'=o,    />«>>  —  «>.»  =  o. 

Observons  encore  ici  que  la  valeur  paramétrique  p  =  p^ 
appartient  elle-même  au  sommet  N  =  o  de  notre  faisceau  de 
rayons.  Si  l'on  pose  en  eflfet  dans  .(^7)  '^  =  4'|'i  ^=  ^*»  '^  vient 

mais,  d'après  l'équation  (37),  on  a  poury*=  o 

a4ûii/=(i6}'—  ^SA'yr,-4A^/;i,-»-i6'PA/„ 

de  sorte  que  les  ji  deviennent  en  fait  proportionnels  aux  /i,.  Cela 
résulte  encore,  au  surplus,  du  théorème  d'addition.  Comme,  en 
effet,  au  point  x  appartient  l'argument  zéro  (p  =  00  ),  on  a,  t»  étant 
l'argument  de  N  =  o,  pour  les  points  de  rencontre  de  la  tangente 
(le  X  avec  y  =  o, 

o  +  o  -f-  i'  -}-  Wo^O, 

d'où 

.»=-  — //o     et    />(p)=/)(— «o)=/»{«p). 

La  résolution  de  l'équation  (  80)  ou  (  79)  dépend,  comme  on  sait, 
de  la  résolution  de  l'équation  spéciale  de  trisection  tirée  de  (79) 


fois  on  obtiondrait  ainsi  d'abord  une  équation  du  dousièmo  degré  en  p,  de  laquelle 
il  faudrait  encore  séparer  un  Tnctcur  cubique.  L'introduction  des  ruiictions  elliptique» 
a  précisément  pour  cflbt  de  rendre  superflus  les  calculs  directs  de  cette  espèce  et  les 
élimination»;  l'emploi  de  la  fonclinn  ^(u)  présente  un  avantage  to«t  particalier,  à 
cause  de  sa  connexion  avec  la  quantité  irrationnelle  qui  Oßurc  dans  (37). 
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poiir  1/5=  o,  OU,  ce  qui  revient  au  même,  ;?„=«,  c'esl-à-dire  de 
l'équation 

(8i)  iipp'^-  p''*z=o, 

ou,  en  vertu  de  (74)»  de  l'équation 

Or  il  sufßl  de  poser  dans  cette  dernière  p=  —  -  pour  obtenir 

de  nouveau  l'équation  G()c,X)  =  o  qui  nous  a  servi  précédemment 
à  la  détermination  des  points  d'in/lexion  (p.  3o8  et  suiv).  Les 
quatre  racines  pt,  p^,  p^,  p^  de  cette  équation  nous  donnent  les 
valeurs 

P^=p[^)^  pr=p[-j)^  p,=pi^-^j.  P.-=p[-^—y 

Pour  ^  =  00  ou  Mj^=  o  il  vient  A  :=  o,  c*est-à-dire  que  les 
points  or  et  N  sont  situés  en  un  point  d'inflexion,  et  alors  l'équa- 
tion (81)  donne  quatre  des  huit  autres  points  d'inflexion,  parmi 
lesquels  il  ne  doit  pas  s'en  trouver  deux  en  ligne  droite  avec  le 
premier.  On  apprend,  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  à 
former  d'une  manière  eflective  les  racines  de  l'équation  (80)  à 
l'aide  des  grandeurs  p,,  p^,  p,,  p^,  et  nous  ne  nous  en  occuperons 
pas  davantage  ici  (  '  ). 

On  ramène  facilement  aussi  d'une  autre  manière  la  résolution 
de  l'équation  (80)  à  l'équation  G(/.,  ?.)^o,  ce  qui  permet  de 
donner  réellement  les  racines  de  (80)  d'une  manière  accessible 
aux  développements  géométriques.  Si  l'on  pose  en  efiet  dans  (80) 

p=  -"l  ^'  y    cette  équation  représente  pour  les  j^/  variables    une 


(')  Sur  la  résolution  des  équations  de  dirision  pour  ^(k),  voir  Kiepest,  Jourmalde 
Crelle,  t.  76,  p.  34  et  suir.;  sur  les  problèmes  correspondants  traités  par  Abel  pour 
sinam«,  voir,  par  exemple,  Kö:«igsberger,  Ouvrage  cité,  II*  Partie,  p.  iio.  L'équation 
de  la  trisection  est  aussi  un  cas  particulier  des  équations  du  neuvième  degré  traitées 
par  Hesse  (  Journal  de  Crelle,  t.  34  ).  Si  l'on  effectue  les  opérations  nécessaire«  à  la 
résolution  de  ces  dernières  suivant  la  représentation  géométrique  d'une  courbe  C, . 
on  reconnaît  également  que  l'équation  du  quatrième  degré  à  établir  est  ici  donnée  par 
G(x,i)  =  o.  Sur  ces  équations  de  Hesse,  vo/r  aussi  Clersch,  Binäre  Formen,  Tp.  a34 
et  suir. 
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courbe  du  neuvième  ordre  qui  se  décompose  en  neuf  lignes,  savoir 
les  droites  joignant  N  =  o  aux  neuf  points  d'inflexion.  Or  trois 
quelconques  de  ces  droites  joignant  N  =  o  à  trois  points  d'inflexion 
on  ligne  droite  coupent  encore  y  en  trois  autres  points,  et  il  est 
immédiatement  visible  que  ces  derniers  points  sont  situés  sur  une 
conique  qui  a  avec  la  courbe  primitive  au  point  N  un  contact  du 
second  ordre.  Corrélativement  aux  quatre  triangles  inflexionnels, 
([ui  sont  représentés,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  par 

/>j/— A  =  o,     /7,/--A  =  0,     />j/— A  =  o,     /J;/—  A  =  o, 

il  existe  aussi  quatre  systèmes  (4>/=  o)  de  trois  coniques  de  telle 
nature  que  chacun  de  ces  systèmes,  en  y  adjoignant  le  triangle  in- 
llexionnel  correspondant,  passe  par  tous  les  points  de  rencontre  de 
la  courbe  citée  du  neuvième  ordre  a\'ccf=  o.  Le  premier  membre 
de  l'équation  (80)  peut  donc,  à  l'aide  dey(^)=  o,  être  décomposé 
de  quatre  manières  difl'érentes  en  deux  facteurs 

ce  qui  répond  aux  quatre  racines  de  l'équation  spéciale  de  divi- 
sion (81).  Cette  dernière  donne  donc  encore  de  nouveau  la  dé- 
termination des  triangles  inflexionnels.  Actuellement,  pour 
trouver  les  racines  de  (80),  il  faut  résoudre  deux  de  ces  triangles 
en  facteurs  linéaires,  ce  qui  se  fait  d'après  les  indications  de  la 
page  35o.  Nous  déterminerons  donc  les  points  d'intersection  d'une 
droite  quelconque,  que  nous  pouvons  supposer  être  la  tangente 
de  X,  avec  les  côtés  d'un  triangle  Pif{y')  —  à.[y)  =  o;  autrement 
dit,  nous  poserons  dans  cette  dernière  équation  y=.  Ax  -t-  jon  et 
nous  formerons  l'équation  cubique  en  p  qui  prend  ainsi  naissance, 
et  qui,  eu  égard  aux  relations  (p.  898  et  suiv.) 

/=o,    rtj.a„=o,    «>„  =  o,    /7^rt»  =  — gA^    «^«;;  =  — -A-;»,    a»=0, 
prend  la  forme  suivante  : 
(  Sa  )  p'  «'.  -  p'A»  U-^—^-  A*/»/)  -f-  A*  =  o. 

Nous  avons  encore  à  y  calculer  le  terme  a,'.  Or,  de  l'équation 
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il  résulte  par  formation  polaire,  pour  u,,=  N'^.'  u,,,, 

a^al  +  8a,a,,a,,îi'JK^  ""  ~  Ö  S  ^/'  ~  ^•^'^^^^'  ~  '^^^"^^"^ ' 

Pourj',=:  /î/  les  termes  du  second  membre  provenant  de  F,  s'é- 
vanouissent, à  cause  de  al.a„=o,  (x'^cc„  =  o  et  il  vient,  d'après  l'é- 
quation (28)  (p.  3i6), 

«,1  =  -  4/"  -  8«^a,«,,N:^' y,. 

Ici  Ton  a 

(83)  7.a_^a,^a„'KJ'S'^  —  a^a,,  {ab«][(Kj.b„-h  «.,  b^)  b^a^. 

Le  premier  terme  de  l'expression  qui  figure  dans  le  second 
membre  change  de  signe  si  l'on  permute  a  et  Z>  ;  il  s'évanouit  donc 
identiquement;  le  second  terme  est  également  nul,  car  on  a 

{aba]aj.bl<x_^a,,<x„=  -  («*«)  (Ä^a„— rt-^é^j^^A^a^a« 

=  ^iabu][[acÔ)b,-{bc^]a,.]a,b^u_,cc,,c':,^-, 

=  i(P/-QA). 
Or  on  a,  en  vertu  de  la  permutabilité  de  a,  b,  c, 

Q  =  3  {abc)[[abcx.)c^—  [aca.)h^—  {cba)a^.]a^b^.c_,ry.,.c.,^ 
=  -Aa].«,,  =  o. 
L'expression 

+  -S{abdj[abc]aj.bj.cldxdn 


est  donc  également  nulle.  Dans  le  second  membre  le  dernier  terme 
a  la  valeur  ^  S  Arfj^^^rt  et  conséquemment  s'évanouit;  le  second 
terme  se  forme,  au  facteur  près  —  2,  du  terme  désigné  (  p.  4o3)  par  I^, 
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si  l'on  pose  j,  =  nij  et  a  par  conséquent  la  valeur  [comparez 
équation  (34)>  p«  4<^4] 

4  ?.       ,  4 

Mais  le  premier  terme  de  ^Q  est  P  et  nous   avons  par  suite 

4 
$Q  =  P  H-  ^  ß  =  o,  c'est-à-dire  que  le  second  membre  de  (83)  est 

égal  à  —  ^  Qf,  et  nous  avons 

;84)  a»  =  -|/n, 

d'où,  à  cause  de  5N  =  $il  =  o, 

Notre  équation  cubique  (82)  se  transforme  donc  en 
(86)  8no=»-+-3A(4.p  — A»/»,)/>'  — 6a»=o, 

équation  dont  les  coefficients  ne  dépendent  plus  que  des  grandeurs 
//j=  — 5-  et//^  =  —  16  i/-     .•  Si  donc  nous  désignons,  par  analogie 

avec  les  racines  pi  de  (81),  les  racines  de  cette  équation  par  p),  p], 
p7>  on  obtient  les  équations  du  triangle  qui  correspond  à  />/,  si  dans 
Tcqualion  pia^ay — «^«^=0  on  remplace  z/^  par  les  valeurs 
C^Xk-^  pf'ni-  Les  équations  de  ces  trois  cùlés  sont  donc  données  par 

^    '^1  j  -(A««i-4-ap;.'"A«..««-4-p/"»«î)a,.=  0, 

si  l'on  fait  p/"  respectivement  égal  à  Pii p], P/.  Les  côtés  du  triangle 
qui  répond  à  la  racine  /?a  seront  précisément  représentés  par  des 
équations  semblables,  dans  lesquelles  seulement  p,-^  pf'  ont  été 
remplacés  pAV  p/,,  p'^^  respectivement,  p^j^^  désignant  les  racines  de 
l'équation  dérivée  de  (86)  par  permutation  àepi  avec />*.  Le  poinl 
de  rencontre  d'un  côté  quelconque  de  l'un  des  triangles  avec  un 
côté  de  l'autre  triangle  est  alors  toujours  un  point  d'inflexion 
dont  on  peut  calculer  les  coordonnées  //  en  fonction  de  pi,  pxy  p/*  , 
p/'  ;  de  CCS  coordonnées  on  di'duil  une  racine  de  l'équation  du 
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neuvième  degré  au  moyen  de  la  substitution 

Le  numérateur  et  le  dénominateur  de  l'expression  t/ui  figure 
dans  le  second  membre  deviennent  alors  des  Jonctions  ration- 
nelles entières  de  deux  racines  de  [Si)  et  de  deux  racines  des 
équations  correspondantes  (  86  )  ;  les  coefficients  de  ces  racines  ap- 
paraissent, d'après  (87),  comme  des  covariants  du  dix-huitième 
ordre  de  f,  écrits  en  coordonnées  du  point  fixe  x,  et  peuvent  en 
conséquence  s' exprimer  tous  par  A,  ^  et  ß.  Le  calcul  effectif  de 
ces  coefficients  peut  s'effectuer  à  l'aide  de  quelques  opérations 
symboliques. 

Après  ces  explications  détaillées  sur  l'équation  de  la  trisection, 
il  est  à  peine  nécessaire  d'observer  que,  d'une  manière  générale, 
les  équations  de  la  division  des  fonctions  elliptiques  peuvent  être 
appliquées  à  la  résolution  effective  des  problèmes  algébriques 
d'élimination,  car  ils  donnent  immédiatement  le  résultat  de  l'éli- 
mination sous  forme  toute  préparée,  à  la  seule  condition  que  la 
fonction  relative  à  l'argument  multiple,  c'est-à-dire  à  p[nu),  soit 
représentée  dans  sa  dépendance  du  point  x  et  des  autres  points 
arbitraires  qui  peuvent  se  présenter.  C'est  ce  qu'on  peut  toujours 
réaliser  en  se  servant  du  théorème  d'addition  pour  p{u),  c'est-à- 
dire  à  l'aide  de  la  formule 

2[/v(«)   -p[v)f 

Nous  éclaircirons  ce  point  par  l'exemple  de  la  division  en  cinq 
parties.  Nous  nous  proposerons  d'abord  le  problème  qui  consiste  à 
déterminer  les  coniques  passant  par  un  point  fixe  v  et  ayant  en  un 
autre  point  u  un  contact  du  quatrième  ordre  avec  y  =  o,  de  sorte 
que  u  soit  déterminé  (p.  89 1)  par 

5«  +f-f-2ttu£HEO. 

11  vient  pour  p[v)  =  q,  puisque  p  est  une  fonction  paire, 
P[5iii=p[iuq-\-v]  — 1. — ■ ;^ r^ » 
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relation  où,  d'après  (78), 


On  peut  encore  poser,  dans  le  second  membre, 


en  admettant  que  les  quantités  z,  soient  les  coordonnées  ternaires 
du  point  «7  et  qu'à  ce  dernier  corresponde  le  signe  positif  du  ra- 
dical. On  peut,  en  particulier,  faire  coïncider  avec  x  le  point 
complètement  arbitraire  z;  il  vient  alors  </  =  00  ,  d'où  ^  =  o,  et 
nous  obtenons 

Si  l'on  porte  cette  valeur  dans  l'équation  de  division  (78)  pour 
n=  5,  il  en  résulte  une  équation  du  degré  aS  en  p.  Celte  der- 
nière est  le  résultat  de  l'élimination  des yi,  djh  d'Jit  d^yi,  d^ji 
entre  les  équations 

pal  a  y  —a.luy=o,     a]  =z  o,     a*  a,, y  =  o, 
ala,,ty-l-2aya^fy=zo, 

«'  aa*}  +  6«_>  «,/_,  a</v  -H  2a'o  =  **» 
a]a,,.y  -H  8ayajya,i*y  -+■  1 2«,*/,  «,/._,  -l--  6a_^rt,%^  =  o 

et  entre  l'équation  exprimant  que  le  point  x  est  situé  sur  une 
même  conique  que  y  et  les  quatre  points  voisins  dejr  (cette  équa- 
tion pouvant  être  écrite  de  la  manière  connue  sous  la  forme  d'un 

a*  a 
déterminant  à  termes  de  six  facteurs.  Pour  p  =    ^  ■*'  on  obtient 

ainsi  une  courbe  du  vingt-cinquième  ordre  qui  se  décompose  en 
vingt-cinq  droites,  savoir  les  vingt-cinq  lignes  qui  joignent  N  =  o 
aux  points  de  contact  des  coniques  passant  par  x. 

C'est  ainsi  que  l'on  peut  établir  d'une  manière  complète,  à  l'aide 
de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  les  équations  algébriques 
auxquelles  conduisent  les  problèmes  de  contact  dont  nous  nous 
sommes  occupé  plus  haut.  Mais  on  peut  traiter  de  la  même  ma- 
nière les  éliminations  qui  conduisent  à  la  détermination  des  cou- 
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pies  de  points  de  Steiner,  car  elles  mènent  aussi  à  la  division  des 
ibnctions  elliptiques  ;  tous  les  points  u  qui  forment  avec  v  un 
couple  répondant  au  nombre  n  ont  été  déterminés  (p.  873  )  par 

tt^v  H —  [pw  ■+■  q(v'), 

11  est  seulement  à  remarquer  ici  que  cette  condition  est  indépen- 
dante de  l'argument  i/o  ;  mais  on  peut  toujours,  pour  plus  de  sim- 
plicité, faire  coïncider  le  point  v  avec  le  point  complètement 
arbitraire  N  :=  o,  c'est-à-dire  prendre  v  =  u^  (p.  426).  Si  nous 
désignons  maintenant  par  yi  les  coordonnées  de  v^  par  zi  celles  de 
u,  il  est  immédiatement  visible  que  la  division  en  n  parties  de  la 
fonction /7(u)  représente  le  résultat  de  l'élimination  des  grandeurs 
xj",  arj-^',  .  .  . ,  x|"",  Z|  entre  les  équations  suivantes  : 

(x<')x(»)>')  =  o,     {x(')x(*)j')  =  o,      ....     (x(»'-»>x(«'')r)=o, 
(x('>x<»)z)=o,     (x(*)x<»)z)  =  o,      .    ..  (x(*«)x(«)z)  =  o, 

a^(i)  =  o,     «'(»)  =0,      . .  . ,     «'(»)  =  o, 
«9  =  o,     pa'^Ug^  —  o^a.=  o. 

L'équation  finale  relative  à  ce  problème  se  distingue  donc  de 
l'équation  correspondante  relative  aux  problèmes  de  contact  par 
cette  circonstance  que  la  fonction  p{nu)  ne  dépend  pas  des  fonc- 
tions p[muQ),  mais  uniquement  (pour  v  =  Uo)  de  la  quantité 
p{uo). 
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Courbe  de  coïncidence,  ni;  —  dans  l'ex- 
tension du  principe  de  correspondance, 
163;  —  ordre,  161;  —  manière  dont 
elle  se  comporte  aux  points  exception- 
nels, 163.  —  Exemples,  i54< 

Courbes  du  second  ordre  ou  de  la  se- 
conde classe,  1 16  et  suiv.,  189,  348,  370. 

Courbes  fondamentales,  198. 

Courbe  d'Hermite,  348,  35i. 

Courbes  inscrites  et  circonscrites  harmo- 
niquement  (ou  en  situation  réunie), 
107. 

Courbe  de  latitude,  870. 

Courbe  méridienne,  370. 

Courbe  de  la  troisième  classe,  340;  — 
dégénération,  354. 

Courbe  du  troisième  ordre,  33o,  353 1  — 
à  point  double,  338;  —  à  point  de  rc- 
brousscment,  35i;  —  se  décomposant 
en  une  conique  et  une  droite,  348;  — 
se  décomposant  en  trois  droites,  35i. 

Courbes  singulières,  ii5 

Covariant,  38a. 

Cramer,  13,  36,  i3i,  334. 

Cremona,  76,90,  93,  io3,  ii4,  i33,  19a, 
303,  330,  367,  369. 

Cubique  équianbarmonique,  3a6. 

Cubique  harmonique,  3a6,  4ii< 

Cubique  imaginaire,  331. 

Degré  d'un  système  de  groupes  de  points, 
i36, 

Dcrsch,  G5. 

Déterminant  ou  covariant  hessien,  10. 

Déterminant  facteur  symbolique  d'un  in- 
variant fonctionnel,  aSa. 

Déterminant  fonctionnel,  179,  note;  voir 
aussi  Jacobienne. 

Dewuif,  19a. 

Discriminant  d'une  courbe,  i3;  —  d'une 
cubique,  3o8. 

Distribution  paramétrique  sur  une  courbe 
du  troisième  ordre,  366  ;  —  de  la  troi- 
sième classe,  367. 

Division  des  fonctions  elliptiques,  364, 
435,  43i. 

Droite  harmonique  dans  les  cubique«, 
336,  3^1,  334. 

Durège,  330,  369,  Sag. 


Ellipse,  367. 
Euler,  i3i. 

Équation  de  Hesse,  4371  note. 
Équation  d'une  courbe  en  coordonnées- 
lignes,  5  ;  —  d'une  cubique,  378,  380. 

Faisceaux  de  courbes,  93. 

Faisceaux  projectifs,  gS. 

Faisceau  syzygétique  de  cubique«,  aSo, 

389. 
Fonction  H,  390. 
Fonction  H,  390. 
Fonction  p,  433. 
Fonctions  elliptiques,  356,  4 18. 
Forme  binaire  cubique,  334. 
Forme   canonique   d'une  cubique,   335, 

3 10;  —  d'une  cubique  à  point  double, 

334  ;  —  d'une  cubique  k  point  de  re- 

broussement,  343. 
Forme  d'une  courbe  dan«  le  Toisinage 

d'un  point,  4)* 
Forme  d'une  courbe  du  troisième  ordre, 

aaa,  aa3,  3^5; —  d'une  courbe  de  la 

troisième  classe,  343. 
Formes  ternaires  cubiques,  377,  3o). 
Fouret,  ia8. 

Formules  de  contact,  171,  187. 
Formules  de  correspondance,  i53. 
Formule«  de  Plûcker,  56,  63. 

Genre  d'une  courbe,  65,  i34;  —  sa  con- 
servation dans  les  transformations  uni- 
déterrainatives,  170,  308. 

Genre  de  deux  courbes  rapportées  multi" 
déterminativement  l'une  k  l'autre,  168; 
—  d'une  courbe  de  troisième  classe, 
343. 

Gent,  38a. 

Géométrie  du  nombre,  114. 

Géométrie  sur  une  courbe,  i3o;  —  sur 
une  cubique,  358,  355  ;  —  sur  une  eu- 
bique  à  point  double,  336;  —  sur  une 
cubique  à  point  de  rebruussement,  355. 

Gordan,  i3i,  a54,  378,  347;  voir  «u««i 
Clebsch  et  Gordan. 

Grassmann,  370,  376,  370. 

Groupe  ternaire  d'inflexion,  383,  not«. 

Groupe«  coré«iduels,  i38 

Gundelflnger,  a48,  378,  3io,  34a,  347- 

Halphen,  49«  69,  ia3,  138,  aïo,  at6,  ai8. 
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Hamburger,  qi5. 

Harnack,  a34,  268,  3a5,  370,  38o. 

Hermite,  a48,  36o,  3go,  4ig. 

Hesse,  II,  64,  97,  220,  23o,  aSg,  35i,  372, 
427. 

Hessienne,  11,  18;  —  hesstenne  d'un  ré- 
seau, 102;  —  comment  elle  se  com- 
porte aux  points  singuliers,  37,  ag,  3o, 
72  ;  —  singularités,  77,    97, 

Hessienne  d'une  courbe  du  troisième 
ordre,  2a5,  237;  —  décomposition  en 
trois  droites;  —  hessienne  d'une  courbe 
du  troisième  ordre  à  point  double,  334  » 

—  d'une  courbe  à  point  de  rebrous- 
sement,  3o,  343;  —  d'une  courbe  de 
troisième  classe,  243. 

Hypocycloïde,  389,  note. 

Igel,  334. 

Invariant  absolu  d'une  cubique,  265,  826; 

—  d'une  transformation  Cremona,  2o3, 
note. 

Invariant  d'une  forme  ternaire  cubique, 
283,  295,  3i2,  826. 

Jacobi,  64,  i3i. 

Jacobien  ;  —  voir  Déterminant  fonction- 
nel. 

Jacobicnne,  96,  loi,  179,  200;  —  d'un 
réseau  de  courbes  du  second  ordre, 
248;  —  d'un  réseau  tangentiel  de 
courbes  de  seconde  classe,  23 1. 

Jonquières  (de),  96,  io3,  ii4,  170,  220, 
276, 

Kiepert,  422,  425,  427.    , 

Klein,  228,  284,  366. 

Kônigsberger,  2i5,  36o  et  suir.,  424t  437- 

Ligne  double,  116. 

Lignes  inflexionnelles,  228,  a38,  3o6. 

Loi  de  réciprocité  de  Briil,  175. 

Maclaurin,  220,  228,  aSg,  270. 

Magnus,  189. 

Maillard,  129. 

Môbius,  224. 

Module  de  périodicité,  voir  Périodes. 

Multiplicité,  i36. 

Newton,  36,  22^. 


Nôther,  3i,  45,  i4o,  207,  aïo;  voir  «uui 
Brill  et  Nôther. 

Ovale  d'une  courbe  du  troisième  ordre, 
323;  —  d'une  courbe  de  la  troisième 
classe,  242. 

Painvin,  114. 

Paramètre  d'un  système  de  courbes,  114. 

Période  d'une  courbe  du  troisième  urdro, 

359. 
Période  des  intégrales  elliptiques,  358. 
Perrin,  66. 
Plùcker,  8,  11,  52,  56,  65,  i3i,  i34,  189, 

220,  224,  235, 
Points  conjugués  sur  une  cubique,  214, 

2l5. 

Point  double  d'une  conique,  116;  — 
d'une  cubique,  8a8  ;  —  d'une  courbe  C„, 
12,  22. 

Points  exceptionnels  d'une  correspon- 
dance, 147. 

Point  isolé,  22. 

Points  d'inflexion  en  général,  8,  11,  82, 
56;  — leurs  propriétés  dans  les  cubiques, 
226,  23i,  288,  804,  874,  426;  —  leur 
détermination  dans  ces  courbes,  229, 
240,  3o5,  364,  421. 

Points  d'inflexion  réels  des  courbes  du 
troisième  ordre,  222,  235. 

Points  d'intersection  d'une  cubique  et 
d'une  droite,  862,  421;  —  d'une  cu- 
bique et  d'une  conique,  882;  —  d'une 
cubique  et  d'une  courbe  d'ordre  n,  883, 
885,  898  ;  —  d'une  courbe  C„  et  d'une 
courbe  C„,  i3o,  i85. 

Points  multiples,  38,  210;  —  communs  à 
deux  courbes,  45. 

Points  de  ramification,  2i5. 

Point  et  tangente  de  rebroussement . 
i5,  22,  33;  —  d'une  courbe  de  troi- 
sième ordre  ou  de  troisième  classe,  242, 
247.  34 1.  ' 

Point  de  rebroussement  de  seconde  es- 
pèce, 43. 

Point  tangentiel,  262,  4>o. 

Pôle  et  polaire  dans  les  courbes,  3;  — 
dans  une  cubique,  224; —  manière 
d'être  aux  points  singuliers,  2),  70. 

Pôles  conjugués,  249. 

Poloconique,  278,  287. 


438 


TABLE  ALPaABËTIQCe. 


Polygones  inscrits  à  une  cubique,  SSg, 

345. 
Polygones  do  Steiner,  3^0,  3-2,  4>^7- 
Procédé  de  Grassmann,  373. 
Puiseux,  36. 

Rapport  anharmoniqiie  d'une  cubique, 
263,  325,  357. 

Réduction  d'une  cubique  à  la  forme  ca- 
nonique, 235  et  suiv.,  317. 

Relations  équianharmoniques  dans  le  sys- 
tème des  points  d'inflexion  d'une  courbe 
du  troisième  ordre,  2.3 '|.    Îm'I. 

Représentation  paramétriqni'  il' 11  ne  cu- 
bique, 358,  388,  4^3;  —  (riuu"  cubique 
îi  point  double,  336;  —  d'une  cubique 
à  point  de  rcbrousseipent,  345. 

Réseaux  de  coniques,  io5,  25o,  291  ;  322, 
note. 

Réseaux  de  courbes  C„,  101  ;  —  ayant  un 
point  d'intersection  mobile,  195. 

Résidu,  résiduel,  137. 

Résultant  de  trois  formes  ternaires,  i3; 
—  »le  trois  coniques,  256. 

Riemann,  65. 

Rosanes,  107,  192,  207,  248. 

Rosenow,  334,  34o. 

Salmon,   i3,  85,    108,   ii3  et  suiv.,  127, 

i38,  220,  263,  324. 
Schröter,  260,  275. 
Schubert,  355. 

Singularités  dans  les  courbes,  60. 
Smith,  2)5. 
Staudt  (von),  223. 
Steiner,  76,  189,  372. 
Steinérienne,  76,  io4;  —  ses  singularités. 

87. 
Stolz,  33. 

Sylvester,  i3,  i38,  35 1. 
S\v;,  iiios  de  coniques,  116. 
SysiiiiM's  de  courbes,  91,  114. 
Systèmes  d,'  -miipos  do  points,   i36;  — 

linéairi'3,  iji. 


Tactinvariant,  84. 

Taylor,  270. 

Tangenlr  Jt  tinc  riibiquc,  226,  326. 

Tangent.  ,1  mn'  <  ..ml,e  C„  5;  —  en  un 
point  uuiitiplo,  i\,  iG. 

Tangente  double,  53,  61. 

Tangentes  imaginaires  d'une  courbe  de 
seconde  classe,  367,  369. 

Tangentes  d'inflexion,  8,  58;  —  dans  les 
cubiques,  3o6,  32'|,  note  2. 

Tangentes  multiples,  53. 

Théorème  d'addition  des  fonctions  ellip- 
tiques, 36o,  390. 

Théorème  d'Hermite,  Sgo. 

Théorème  de  Pascal,  i33. 

Théorème  du  reste,  137. 

Tracé  d'une  conique,  d'après  Grassmann, 
270;  —  d'une  courbe  C,  par  faisceaux, 
95;  —  d'une  cubique,  d'après  Schröter, 
260,  255;  —  d'après  Grassmann,  272, 
275,  371  ;  —  d'après  Chastes,  268,  275. 

Transformation  Cremona,  ou  transfor- 
mation rationnelle,  192;  —  son  rem- 
placement par  des  transformations  qua- 
dratiques, 207. 

Transformation  d'une  cubique  en  elle- 
même.  234.  note. 

Transformation  quadrati(]ue,  189,  207. 

Transformation  uni- determinative,  188. 

Triangles  inflexionnels,  228,  aSg,  3o5, 
3io,  4^8. 

Trisection  des  fonctions  elliptiques,  3i)\, 

4>6. 
Types  contiguratifs  d'une  courbe  du  troi- 
sième ordre,  223;  —  d'une  courbe  de 
troisième  classe,  242;  —  d'une  courbe 
dans  le  voisinage  d'un  point.  1 1. 


Valeur    multiple    irnn    \> 
correspondance,   1  p. 

W 

W  l'HTSlras»,  423- 

Zcuthen,  77,  109,  i 


liiil    ilnns   une 


17,  lag,  i68,  aa3. 


FIN    DE    I.V    T.M'.I.F    Al  l'IlM 


ERRATA 


Page    25,  ligne  8  en  remontant,  au  lieu  de  ci-dessus,  lisez  ci-dessous. 

Page  91,  ligne  i3,  au  lieu  de  sur  les  systèmes  des  courbes,  Usez  sur  les  systèmes  de 
courbes. 

Page  lo'i,  ligne  12,  au  lieu  de  3(r —  i),  lisez  3r  —  i. 

Page  i35,  note;  page  i48,  note;  page  i63,  note;  page  ig'i,  lignes  6  et  27,  au  lieu  de 
univoques,  lisez  uni-déterminatives. 

Page  4^3,  après  la  formule  (73),  ajoutez  :  Elle  est  caractérisée  par  celte  circonstance 
qu'elle  dépend,  sous  une  forme  relatÏTenient  rationnelle,  des  invariants  S  et  T 
de  la  courbe,  et  que  son  introduction  ne  suppose  pas  la  résolution  de  l'équa- 
tion cubique  if{x)  =  o. 


Tome  I,   page  368,  lignes  28  et  3g.  Les  mots  inscrite  et  circonscrite  doÎTent  être 
interrertis. 


Pari*.  —  Imprimerie  de  GAerain-ViLLAU,  qnaidet  Aarattlot,  &&. 
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